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Introduccién al espacio euclideo R"
Demostrar que para cualesquiera x,y € R™ se cumple
(@) llz +yl” + [l = ylI* = 2|=[* + 2 ly|>-
b) lz —yll - llz + gl < [l2]* + lyl*.
(¢) (x,y) = 0siysdlosi [z +yll = [z -yl
(d) (x,y) =0siysélosi|z+ Ayl > ||z|| para todo A € R.

() [zl = Iyl | < llz = yll.

(a) Determinar todos los valores posibles del pardmetro real A para que los vectores Ai+2j+3k y A\i+j— Ak
(en R?) sean ortogonales.

(b) Hallar todos los valores de a y b para los que los vectores x = (4,b,1) e y = (a,b,0) sean ortogonales en
R3. ;Cuél es el lugar geométrico, en el plano ab, determinado por tales a y b?

(¢) Hallar dos vectores ortogonales a (1,1,1) que no sean paralelos entre si. jSe pueden elegir dos que sean
también mutuamente ortogonales?

(a) Sean i = (1,0,0), j = (0,1,0), k = (0,0,1) € R®. Determinar el dngulo entre los vectores v = i+ 2j y

v =/5/3j + k.
(b) Lo mismo para el dngulo entre los vectores (1,—1,0) y (0,1, —1).

(c) Explicar la diferencia entre los valores ||31 — 4k|| - [|12j + k|| ¥ |(31 — 4k) - (2j + k)|. {Puede decidirse que
ambos valores son diferentes, sin necesidad de calcularlos explicitamente?

Calciilese el coseno del dngulo entre una diagonal de un cubo y una diagonal de una de sus caras.

Comprobar que las siguientes funciones tienen todas las propiedades que se requieren de una métrica en R"™:

doo (2, y) = 1%52( |2k — ynl di(z,y) = Z|$k — Yl -

Sea f : [0,00) — R una funcién de clase C* y céncava con f(0) > 0.
(a) Demuestre que f(tx) > tf(z) para todos x > 0,0 <t < 1;

(b) Use lo anterior para demostrar que f es subaditiva, es decir, f(a + b) < f(a) + f(b).

|2 = yli

———~ — definen sendas métricas en
1+ |lz =y

(¢) Deduzca que las funciones d(x,y) = arctg||lz — y|| y 0(z,y) =
R™, n > 1.

Hallar, si existe, el limite de la sucesién {z;}5°, en R? cuando
Ink k sen k
re= (B8 )= (V2 ke, E) = (B e o).

k
Para cada uno de los siguientes subconjuntos de R?, se pide hallar su frontera y decidir si es abierto o
cerrado.

A={(z,y) eR*:2? -y =1}, B={(z,y) eR®:|z|<1,|yl <1}.
Determinar el cierre, el interior y la frontera de los siguientes conjuntos:

A={(z,y) eR*: |z —y| <1}, B={(z,y,2) ER*:x+y+z=12"+y*+2°<1}.



10.-

11.-

12.-

13.-

14.-

(a) Sea A el conjunto de R? formado por la unién del segmento horizontal Iy = {(x,0): 0 < 2 < 1} y los
segmentos verticales cerrados I,, de altura 1 y de extremo inferior P, = (1/n,0), n =1,2,3,... Demostrar
que A no es cerrado (Indicacién: falta el segmento vertical en z = 0).

(b) Sea
1
B = {(x,senf) ER?>:0<x< 1}.
x
Demostrar que B no es cerrado. (Indicacién: utilizar la caracterizacién de cerrados por medio de sucesiones).

Demostrar que la unién arbitraria de abiertos es abierta. Mediante un ejemplo, comprobar que aunque
o0
sea abierto cada A; de una familia infinita {4;};, la interseccién m A; no es necesariamente un conjunto

i=1
abierto. ;Qué ocurre con las familias de conjuntos cerrados?

(Cudles de los siguientes conjuntos son compactos? Razonar la respuesta.

A={zeR:|z|<1,2eR\Q}, B={(z,y)eR?:|z[<1}, C={(z,y)eR?:|z|+]y=1}.

Decimos que z es un punto de acumulacion de E C R™ si toda bola abierta de centro x contiene un punto
de E distinto de z. Escribimos E’ para denotar al conjunto de puntos de acumulacién de E.

1
k
(b) Determinar los conjuntos A’ y A para A = {(0,2)} U ([0,1] x [0,1)) C R*.

(a) Dado el subconjunto de R definido por A = { k=1,2,... }, hallar A’. Lo mismo para A = Q.

(¢) Probar que un conjunto E C R™ es cerrado si y sélo si contiene todos sus puntos de acumulacién.
(d) Probar que E = EUE'.

Probar que R? es completo (es decir, que toda sucesién de Cauchy es convergente), siguiendo los pasos
indicados. (Este razonamiento se puede generalizar a RN N > 2.)

(a) Probar que max {|al, |0} < [/(a,b)|| < V2 méx {|al,|b|}.

(b) Sea {v,}x una sucesién en R? tal que v, = (ay,b,). Probar que {v,}, es de Cauchy si y sélo si las
sucesiones de nimeros reales {ay },, {bs}n son sucesiones de Cauchy en R.

(¢) Usando que R es completo, concluir que R? es completo.



