
Teoŕıa de la Integral y de la Medida (curso 2020-21)

Hoja no 2 (Medidas, conjuntos medibles)

1) Sea X = {a, b, c, d}. Comprobar que la familia de conjuntos

A = {∅, {a}, {b}, {a, b}, {c, d}, {a, c, d}, {b, c, d}, {a, b, c, d}}

es una σ-álgebra en X.

Solución. Es trivial comprobar que X ∈ A y que para todo A ∈ A se tiene que Ac ∈ A. En cuanto
a las uniones numerables, puesto que A es un conjunto finito, basta con considerar uniones finitas, y
estas quedan reducidas a considerar la unión de dos elementos, caso que se comprueba fácilmente.

2) Sea X = {a, b, c, d}. Construir la σ-álgebra generada por E1 = {{a}} y por E2 = {{a}, {b}}.

Solución. La σ-álgebra generada por E1 tiene que contener a A1 = {∅, {a}, {b, c, d}, {a, b, c, d}}, y
es fácil ver que este conjunto es una σ-álgebra, y por tanto es la σ - álgebra generada por E1. En
cuanto a E2, es fácil ver que cualquier σ -álgebra que contenga a este conjunto tiene que contener a
A2 = {∅, {a}, {b}, {a, b}, {c, d}, {a, c, d}, {b, c, d}, {a, b, c, d}}, y ya se vio en el problema anterior que
esta familia es una σ-álgebra, y por tanto es la σ-álgebra generada por E2.

3) Sea g : X → Y . Sea A una σ - álgebra en X. Probar que B = {E ⊂ Y : g−1(E) ∈ A} es una σ -
álgebra en Y.

Solución. Como paso previo para este problema y el siguiente observamos que:

(i) g−1(Ec) = {x ∈ X : g(x) ∈ Ec} = {x ∈ X : g(x) 6∈ E} = {x ∈ X : g(x) ∈ E}c =
(
g−1(E)

)c
.

(ii) g−1(∪kEk) = {x ∈ X : g(x) ∈ ∪kEk} = ∪k{x ∈ X : g(x) ∈ Ek} = ∪kg−1(Ek).

Pasamos ahora a demostrar el resultado pedido.

Por un lado, puesto que g−1(Y ) = X ∈ A (por ser A σ-álgebra), tenemos que Y ∈ B.

Por otro lado, si E ∈ B, entonces g−1(E) ∈ A. Por consiguiente, por ser A σ-álgebra, (g−1(E))c ∈ A.
Usando ahora (i), g−1(Ec) ∈ A, y por tanto Ec ∈ B.

Finalmente, sea {Bi}∞i=1 una familia numerable de elementos de B. Se tiene que g−1(Bi) ∈ A. Por
consiguiente, por ser A σ-álgebra, ∪∞i=1g

−1(Bi) ∈ A, de donde, usando (ii), g−1(∪∞i=1Bi) ∈ A, lo que
implica que ∪∞i=1Bi ∈ B.

4) Sea g : X → Y . Sea A una σ-álgebra en Y. Probar que B = {g−1(E) : E ∈ A} es una σ-álgebra en
X.
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Solución. Puesto que Y ∈ A, por ser A σ-álgebra, se tiene que X = g−1(Y ) ∈ B.

Por otro lado, si B ∈ B, entonces existe E ∈ A tal que B = g−1(E). Pero Ec ∈ A, por ser A σ-álgebra.
Por consiguiente, puesto que Bc = (g−1(E))c = g−1(Ec), concluimos que Bc ∈ B.

Finalmente, sea {Bi}∞i=1 una familia numerable de elementos de B. Se tiene que existen Ei ∈ A
tales que Bi = g−1(Ei). Pero ∪iEi ∈ A, por ser A σ-álgebra. Por consiguiente, puesto que ∪iBi =
∪ig−1(Ei) = g−1(∪iEi), concluimos que ∪iBi ∈ B.

5) Determinar la σ álgebra engendrada por la colección de los subconjuntos finitos de un conjunto X
no-numerable.

Solución. Obviamente A tiene que contener a todos los subconjuntos numerables de X y a sus comple-
mentarios. Aśı que nuestro candidato es A = {A ⊂ X : A numerable o Ac numerable }. Aqúı estamos
interpretando que un conjunto es numerable si tiene la misma cardinalidad que algún subconjunto de
los números naturales, de forma que estamos incluyendo los conjuntos finitos y el vaćıo. Veamos que
este conjunto A es efectivamente σ-álgebra.

Obviamente X ∈ A, puesto que Xc = ∅ es numerable.

Supongamos ahora que A ∈ A. Si A es numerable, entonces Ac ∈ A, puesto que (Ac)c = A es
numerable. Si A no es numerable, entonces Ac es numerable, puesto que A ∈ A, y de nuevo se tiene
que Ac ∈ A.

Supongamos finalmente que tenemos una familia numerable {Ai}∞i=1 de elementos de A. Si todos
los elementos de la familia son numerables, entonces ∪∞i=1Ai es numerable y por tanto pertenece a
A. Si algún elemento de la familia, Aj , es no numerables, entonces Ac

j es numerable. Puesto que
(∪∞i=1Ai)

c = ∩∞i=1A
c
i ⊂ Ac

j , se tiene entonces que (∪∞i=1Ai)
c es numerable, y por tanto ∪∞i=1Ai ∈ A.

6) Se dice que A ⊂ P(X) es una álgebra si cumple: i) X ∈ A; ii) la unión finita de elementos de A
está en A, y iii) A es cerrada por complementos. Probar que una álgebra A en X es una σ - álgebra
si y solo si es cerrada para las uniones numerables crecientes, (es decir si Ei ∈ A, E1 ⊂ E2 ⊂, . . . ,
entonces

⋃∞
i=1Ei ∈ A).

Solución. Las condiciones i) y iii) son idénticas para álgebras y σ-álgebras, aśı que basta con estudiar
la condición ii).

⇒) Esta implicación es trivial, puesto que si la familia es cerrada para uniones numerables, lo es en
particular para uniones numerables de conjuntos crecientes.

⇐) Dada una familia numerable {Aj}∞j=1 de elementos del álgebra, consideramos los conjuntos Bn =
∪nj=1Aj , que pertenecen al álgebra. Se tiene que Bn crece y que ∪∞n=1Bn = ∪∞j=1Aj . Por hipótesis,
∪∞n=1Bn pertenece al álgebra, y por tanto lo mismo es cierto para ∪∞j=1Aj , y concluimos que el álgebra
es σ-álgebra.
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7) Probar que la unión de una sucesión creciente de álgebras A1 ⊂ A2 ⊂ ... es una álgebra. Pero dar
ejemplos de que:

• la unión de dos álgebras puede no ser una álgebra, y

• la unión de la sucesión A1 ⊂ A2 ⊂ ... de σ-álgebras puede no ser una σ-álgebra.

Solución. Puesto que X ∈ An para todo n ∈ N, es obvio que X ∈ ∪∞n=1An.

Por otra parte, si A ∈ ∪∞n=1An, se tiene que A ∈ Aj para algún j ∈ N. Por lo tanto, por ser Aj un
álgebra, se tiene que Ac ∈ Aj , y en consecuencia que Ac ∈ ∪∞n=1An.

Sea ahora {Ai}Mi=1 un conjunto finito de elementos de ∪∞n=1An. Cada Ai pertenece a algún Aj , y por
tanto a todos los que tengan ı́ndice n ≥ j. Sea

K = mı́n{k ∈ N : Ai ∈ Ak para todo i ∈ {1, . . . ,M}}.

Por ser AK un álgebra, se tiene que ∪Mi=1Ai ∈ AK , y por tanto que ∪Mi=1Ai ∈ ∪∞n=1An.

Para el primer contraejemplo consideramosX = {a, b, c}. Es fácil comprobar queA1 = {∅, X, {a}, {b, c}}
y A2 = {∅, X, {b}, {a, c}} son álgebras (también σ-álgebras), pero que sin embargo A1 ∪ A2 no lo es.

Para construir el segundo contraejemplo empezamos demostrando un resultado auxiliar. Consideramos
un conjunto X y, fijado A ⊂ X, definimos la clase

HA = {B ⊂ X : B ⊂ A o Bc ⊂ A}.

Veamos que HA es una es una σ-álgebra sobre X.

Por un lado, puesto que Xc = ∅ ⊂ A, se tiene que X ∈ HA.

Por otra parte, si B ∈ HA, hay dos posibilidades. Si B ⊂ A, entonces (Bc)c ⊂ A y también Bc ∈ HA.
Si lo que se tiene es qu Bc ⊂ A, entonces automáticamente tenemos que Bc ∈ HA.

Finalmente, sea {Bi}∞i=1 una colección numerable de elementos de HA. Si Bi ⊂ A para todo i ∈ N,
entonces ∪∞i=1Bi ⊂ A y por consiguiente ∪∞i=1Bi ∈ HA. Si Bc

j ⊂ A para algún j, entonces

(∪∞i=1Bi)
c = ∩∞i=1B

c
i ⊂ Bc

j ⊂ A,

y concluimos también en este caso que ∪∞i=1Bi ∈ HA.

Pasamos ahora al contraejemplo. Sea X = R, An = [−n, n] y Hn = HAn , n ∈ N. Como acabamos de
ver, los conjuntos Hn son σ-álgebras, y la sucesión {Hn}∞n=1 es obviamente crecientes. Veamos que sin
embargo ∪∞n=1Hn no es una σ-álgebra. Para ello consideramos la familia numerable {Ai}∞i=1. Puesto
que Ai ∈ Hi, se tiene que Ai ∈ ∪∞n=1Hn para todo i ∈ N. Sin embargo, ∪∞i=1Ai = R 6∈ ∪∞n=1Hn, y por
tanto ∪∞n=1Hn no es una σ-álgebra.

8) Sea (X,A, µ) un espacio de medida. Si E,F ∈ A, comprobar que

µ(E) + µ(F ) = µ(E ∪ F ) + µ(E ∩ F ).
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Solución. Puesto que µ(E) = µ(E \ F ) + µ(E ∩ F ) y µ(F ) = µ(F \ E) + µ(E ∩ F ), se tiene que

µ(E) + µ(F ) = µ(E \ F ) + µ(F \ E) + µ(E ∩ F ) + µ(E ∩ F ).

Pero µ(E ∪F ) = µ(E \F ) +µ(F \E) +µ(E ∩F ), que combinado con lo anterior produce el resultado.

9) Sea (X,A, µ) un espacio de medida. Para E ∈ A fijo, definimos µE(A) = µ(A∩E). Probar que µE
es una medida sobre A.

Solución. Nótese que, por ser A σ-álgebra, y E ∈ A, entonces E ∩ A ∈ A para todo A ∈ A. Por
consiguiente la función µE está bien definida en A y su rango está contenido en [0,∞], puesto que µ
es una medida.

Por otra parte, µE(∅) = µ(∅ ∩ E) = µ(∅) = 0, por ser µ una medida.

Finalmente, dada una familia {Ai}∞i=1 de elementos de A disjuntos dos a dos,

µE(∪iAi) = µ((∪iAi) ∩ E)µ(∪i(Ai ∩ E)) =
∑
i

µ(Ai ∩ E) =
∑
i

µE(Ai),

donde hemos usado que los conjuntos Ai ∩ E son disjuntos dos a dos y que µ es una medida.

10) (Recordatorio) Para una sucesión (xn)∞n=1 en R̄ se definen ĺım sup y ĺım inf de la siguiente
manera:

ĺım supxn := supA, ĺım inf xn := ı́nf A, donde

A := {a ∈ R̄ : a es lı́mite de una subsucesión (xnk
)∞k=1}.

Sean am := supn:n≥m xn y bm := ı́nfn:n≥m xn. Demostrar que:

a) (am) es decreciente y (bm) es creciente y, en particular, convergen en R̄ y sus ĺımites son, respec-
tivamente, ı́nf{am : m ≥ 1} y sup{bm : m ≥ 1}.

b) ĺım supxn = ı́nf{am : m ≥ 1} y ĺım inf xn = sup{bm : m ≥ 1}, es decir,

ĺım supxn = ı́nf
m

sup
n:n≥m

xn, ĺım inf xn = sup
m

ı́nf
n:n≥m

xn

c) La sucesión tiene ĺımite si y solo si ĺım supxn = ĺım inf xn y, en ese caso, ĺımxn = ĺım supxn =
ĺım inf xn.

d) ĺım sup(xn + yn) ≤ ĺım supxn + ĺım sup yn. ¿Cuál es la desigualdad para ĺım inf?

e) Si ĺım supxn > b, entonces existen infinitos n’s tales que xn > b. ¿Es cierto el rećıproco?

Solución. a) Sea Am = {xn : n ≥ m}. Entonces am = supAm, bm = ı́nf Am. Pero k < l implica que
Ak ⊃ Al. Por lo tanto am decrece y bm crece.
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b) Veamos para comenzar que ĺım supxn ≤ ı́nfm supn≥m xn. Sea {xnk
}∞k=1 una subsucesión convergente

a un valor a. Entonces xnk
≤ ank

y tomando ĺımites tenemos que a ≤ ı́nfm supn≥m xn, y de ah́ı el
resultado.

Veamos ahora que ı́nfm supn≥m xn ≤ ĺım supxn. Sea a = ı́nfm supn≥m xn = ĺım am. Recordemos que
la sucesión {am}∞m=1 es decreciente. Para cada k ∈ N existe un mk tal que 0 ≤ amk

− a < 1/(2k).
Pero también existe un nk tal que 0 ≤ amk

− xnk
< 1/(2k). Combinando ambas cosas tenemos que

|xnk
−a| < 1/k. Por consiguiente xnk

→ a, de donde se concluye inmediatamente el resultado deseado.

El razonamiento con el ĺımite inferior es similar.

c)⇒) Es una obviedad. Si existe el ĺımite y vale a, entonces A = {a} y por tanto ĺım supxn = supA = a
y ĺım inf xn = ı́nf A = a.

⇐) Otra obviedad. Si supA = ı́nf A = a, entonces A = {a} y por consiguiente ĺımxn = a.

d) Evidentemente, supn≥m(xn + yn) ≤ supn≥m xn + supn≥m yn. Tomando ĺımites se tiene el resultado
(nótese que en una sucesión monótona decreciente el ĺımite coincide con el ı́nfimo).

Para ĺım inf se tiene, con un argumento similar, que ĺım inf(xn + yn) ≥ ĺım inf xn + ĺım inf yn.

e) Supongamos que no fuera cierto que hay infinitos xn mayores que b. Sea

k = máx{n : xn > b}.

Entonces aj ≤ b para todo j > k, y por consiguiente ĺım supxn = ı́nfj aj ≤ b, lo que es una contradic-
ción.

El rećıproco no es cierto. Como contraejemplo basta tomar una sucesión estrictamente decreciente
que converja a b. Se tiene que xn > b para todo b y sin embargo ĺım supxn = b.

11) Sea X un conjunto y {En}∞n=1 una sucesión de subconjuntos de X. Se definen los conjuntos
E := ĺım inf En ≡

⋃
m

⋂
n≥m

En y E := ĺım supEn ≡
⋂
m

⋃
n≥m

Ej .

a) Demostrar que
∞⋂
n=1

En ⊂ E ⊂ E ⊂
∞⋃
n=1

En.

b) Hallar E y E cuando {En} es una sucesión creciente, cuando {En} es una sucesión decreciente, y
cuando los {En} son disjuntos dos a dos.

c) Encontrar un ejemplo en X = R donde En sean intervalos tales que E 6= E.

d) Comprobar que ĺım supEn es el conjunto de puntos que pertenece a En para infinitos n’s.

Solución. a) De las definiciones se sigue inmediatamente que E ⊃ ∩∞n=1En y que E ⊂ ∪∞n=1En.

Sea ahora x ∈ E. Se tiene que x ∈ ∩∞j=kEj para algun k, y por tanto x ∈ Ej para todo j ≥ k. En

particular, x ∈ ∪∞j≥nEj para todo n ∈ N, y por consiguiente x ∈ E = ∩∞n=1 ∪∞j≥n Ej .

b) Supongamos que la sucesión En es creciente. Entonces ∩∞j=nEj = En, y concluimos que E = ∪∞n=1En,

que combinado con a) da que E = ∪∞n=1En.

Si la sucesión En es decreciente, entonces ∪∞j=nEj = En, y concluimos que E = ∩∞n=1En, que combi-
nado con a) da que E = ∩∞n=1En.
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Si los En son disjuntos dos a dos, se ve inmediatamente que E = ∅ = E.

c) Tomamos En = (−1, 0] si n es impar y En = [0, 1) si n es par. Entonces

E = ∪∞n=1{0} = {0}, E = ∩∞n=1(−1, 1) = (−1, 1).

d) Si x ∈ Ek para infinitos k, entonces x ∈ ∪∞j=nEj para todo n ∈ N, y por tanto x ∈ E. Rećıproca-
mente, supongamos que x ∈ Ej solo para un número finito de valores de j. Sea k el máximo de dichos
valores de j. Entonces x 6∈ ∪∞j=k+1Ej , y por tanto x 6∈ E.

12) Sea (X,A, µ) un espacio de medida. Se definen las operaciones de conjuntos ĺım inf Ej :=
⋃

n

⋂
j≥nEj ;

ĺım supEj :=
⋂

n

⋃
j≥nEj . Sean Ej ∈M , j ≥ 1 . Probar que si µ(∪Ej) <∞:

µ(ĺım inf Ej) ≤ ĺım inf µ(Ej), µ(ĺım supEj) ≥ ĺım supµ(Ej).

En particular si µ(X) <∞ entonces:

a) µ(ĺım inf Ej) ≤ ĺım inf µ(Ej) ≤ ĺım supµ(Ej) ≤ µ(ĺım supEj)

b) Si existe ĺımEj , entonces µ(ĺımEj) = ĺımµ(Ej)

Solución. Sean An = ∩j≥nEn, Bn = ∪j≥nEj . Nótese que An ⊂ Bn para todo n ∈ N y por tanto
que µ(An) ≤ µ(Bn). Las dos sucesiones de conjuntos que acabamos de construir son monótonas, una
creciente, An ⊂ An+1, y la otra decreciente, Bn ⊃ Bn+1. Por consiguiente, puesto que por hipótesis
µ(B1) <∞, usando los teoremas de monotońıa de conjuntos se tiene que

µ(ĺım sup
n→∞

Ej) = µ( ĺım
n→∞

Bn) = ĺım
n→∞

(Bn), µ(ĺım inf
n→∞

Ej) = µ( ĺım
n→∞

An) = ĺım
n→∞

(An).

Puesto que, como hemos visto, µ(An) ≤ µ(Bn), se tiene que ĺımn→∞(An) ≤ ĺımn→∞(Bn), que com-
binado con las igualdades anteriores produce inmediatamente el resultado. De aqúı se deducen au-
tomáticamente a), puesto que si µ(X) < ∞ se tiene automáticamente que µ(B1) < ∞. Y de a) se
deduce inmediatamente b), recordando que ĺımEj existe si los ĺımites inferior y superior coinciden.

13) Sea X un conjunto infinito numerable. Consideremos la σ - álgebra A = P(X). Para cada A ∈ A
definimos

µ(A) =

{
0 si A es finito,

∞ si A es infinito.

a) Probar que µ es finitamente aditiva, pero no numerablemente aditiva.

b) Probar que X = ĺımn→∞An, para cierta sucesión creciente de conjuntos {An}, tales que µ(An) =
0 ∀n ∈ N.

Solución. a) Sea {Ai}ni=1 una familia finita de subconjuntos disjuntos de X. Si todos ellos son finitos, su
unión tiene un número finito de elementos. Por tanto, µ(∪ni=1Ai) = 0 =

∑n
i=1 µ(Ai). Si alguno de ellos
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tiene infinitos elementos, lo mismo es cierto para su unión, y se tiene que µ(∪ni=1Ai) =∞ =
∑n

i=1 µ(Ai).
Concluimos que µ es aditiva.

Es fácil ver que sin embargo no es numerablemente aditiva. Para ello, si X = {x1, x2, . . . }, tomamos
Ai = {xi} y se tiene que µ(∪∞i=1) = µ(X) =∞ 6= 0 =

∑∞
i=1 µ(Ai).

b) Sea X = {x1, x2, . . . }, entonces X = ĺımn→∞An = ∪∞n=1An para la sucesión creciente de conjuntos
An = {x1, x2, . . . , xn}. Nótese que µ(An) = 0, pero µ(ĺımn→∞An) = µ(∪nAn) = µ(X) =∞.

14) Sea X = {a1, a2, a3}, sea A = P(X). Sea µ una medida que verifica
µ(a1) = µ(a2) = µ(a3) = 1

3 . Consideremos la sucesión de conjuntos

An = {a1, a2} si n es par, An = {a3} si n es impar.

Probar que µ(ĺım inf An) < ĺım inf µ(An) < ĺım supµ(An) < µ(ĺım supAn).

Solución. Se tiene ĺım inf An = ∅ y ĺım supAn = X. Además µ(An) = 1/3, si n es impar, y µ(An) =
2/3, si n es par. Por tanto,

µ(ĺım inf An) = µ(∅) = 0 < ĺım inf µ(An) = 1/3 < ĺım supµ(An) = 2/3 < µ(ĺım supAn) = µ(X) = 1.

15) Sean {An} conjuntos medibles tales que
∑∞

n=1 µ(An) < ∞. Demostrar que cada elemento x
pertenece a un número finito de An para c.t.x. (Dicho de otra manera el conjunto de los puntos x que
pertenecen a infinitos de los An, es decir, ĺım supAn, mide cero.)

Solución. Recordemos que ĺım supAn := ∩kBk, donde Bk = ∪j≥kAj . Obviamente, Bk ⊃ Bk+1. Como
además µ(B1) ≤

∑∞
n=1 µ(An) < ∞, podemos usar el TCM para sucesiones de conjuntos decrecientes

y obtenemos

µ(ĺım sup
n→∞

An) = ĺım
k→∞

µ(Bk) = ĺım
k→∞

µ (∪j≥kAj) ≤ ĺım
k→∞

∞∑
j=k

µ(Aj) = 0.

16) Sea (X1,A1, µ1) un espacio de medida completo, es decir, tal que todos los subconjuntos de
un conjunto medible de medida cero también son medibles. Sea g : X1 → X2 una aplicación,
A2 = {A ⊂ X2 : g−1(A) ∈ A1} y µ2(A) = µ1(g

−1(A)). Comprobar que (X2,A2, µ2) es un espacio de
medida completo. NOTA: µ2 se le denomina medida inducida en X2 por la aplicación g.

Solución. Observamos para empezar que el ejercicio 3 de esta misma hoja nos garantiza que A2 es
σ-álgebra.

A continuación demostramos que µ2 es una medida sobre A2. En efecto, por un lado tenemos que
µ2(∅) = µ1(g

−1(∅)) = µ1(∅) = 0. Por otro, si {Bi}∞i=1 es una familia numerable de elementos de A2,

7



entonces, puesto que los conjuntos de la familia {g−1(Bi)}∞i=1 son disjuntos dos a dos y µ1 es una
medida,

µ2(∪∞i=1Bi) = µ1(g
−1(∪∞i=1Bi)) = µ1(∪∞i=1g

−1(Bi)) =
∞∑
i=1

µ1(g
−1(Bi)) =

∞∑
i=1

µ2(Bi).

Comprobemos finalmente que se trata de una medida completa. Supongamos que A ∈ A2 cumple
µ2(A) = 0 y sea B ⊂ A. Queremos probar que B ∈ A2. Como µ1(g

−1(A)) = µ2(A) = 0, g−1(B) ⊂
g−1(A) y µ1 es completa, deducimos que g−1(B) ∈ A1 y por tanto B ∈ A2.
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