Teoria de la Integral y de la Medida (curso 2021-22)
Hoja n° 4 SOLUCIONES

1. Sea f:[0,1] — R definida mediante f(x) = 0 si x es racional, f(z) = n si n es el nimero de
ceros inmediatamente después del punto decimal en la representacién de x en la escala decimal.
Calcular [ fdm, siendo m la medida de Lebesgue.

SOL: Por la definicién que nos dan, se tiene que f(x) = n en el conjunto I, = (1071, 107" N

Q¢. De esta forma podemos escribir f(z Z n x,(x). Usando que la medida de Lebesgue de

I, es la misma que la del intervalo I,, = =(1 O ne 1, 107"], es decir, 9/10"*! su integral es

9 & 1 9  1/10 9 1
d = — _——— = — = —,
/f e 10n+1 10;"10n 10(1-1/102 92 9
2. Sea f(z) la funcién definida en (0,1) mediante f(z) = 0, si @ es racional, f(z) = [1] si z es

irracional ([1] es la parte entera de 1). Calcular [ f(z)dm siendo m la medida de Lebesgue.

SOL: Observamos primero que [y] > y — 1. Como el conjunto de nimeros racionales tiene
medida 0 con respecto a la medida de Lebesgue, se sigue que f(x) > % — 1 c.t.p. Por tanto

/fdmz/()l(;—l)dx:oo

o0

1

3. Comprobar que / — dm = o0, siendo m la medida de Lebesgue.
1 i

4. Sea fy(z) = min(f(z),n) siendo f(z) > 0 y medible. Demostrar que [ f,dp 1 [ fdp.

SOL: Basta observar que { f,, }, es una sucesion creciente de funciones medibles y que lim f,(x) =
f(z) puntualmente Va. A continuacién se usa el TCM.

5. Sean f, funciones medible no negativas y acotadas. Supongamos que f,(x) | f(z) y que para
algtin k se verifica [ fi du < oco. Probar que (TCM para sucesiones decrecientes):

lim/fnduz/fdu.

(Sugerencia: Formar la sucesion g, = fi — fiin)-

SOL: La sucesion {gy }, es creciente y cumple lim,,_,o gn(z) = fr(x) — f(z), Vz. Por el TCM,

[ e~ [ sau=tim [ (5~ fen)dn = / fud Y [ fudn

Despejando queda el resultado.

6. Sea 1 = a1 > ay > as,...,> an,..., una sucesién de nimeros positivos tales que lima,, = O.
Sea fn(x) = ap/x para x > a > 0. Comprobar que f, decrece a cero uniformemente pero
[ fndm = oo para todo n.




7.

Sea fp : [0,1] — [0, 00), definida mediante

n si0<z<i
fn(x):{ "

0 en otro caso.

Comprobar que f,, — 0 puntualmente, pero [ f,dm = 1.

. Sea f(z) = 0 en cada punto del conjunto ternario de Cantor en [0,1]. Sea f(z) = p en cada

intervalo del complementario de longitud 3% Demostrar que f es medible y calcular f[o 1 fdm,
siendo m la medida de Lebesgue.

SOL: El complementario del conjunto de Cantor en [0, 1] viene dado por un abierto de la forma

Up 1 U Ip, 1., donde los I, son intervalos abiertos disjuntos cada uno de medida 377. La
funcién f se puede escribir como

oo 2p—1

pXka
p=1 k=1

y su integral vale por tanto
oo 2r~1 o0 [e'S)
or—1 1 Pl 2/3
d = = =3.
/fm pz;kzlpm .k ZP 22:: (> 3= 2/3)

. Llamemos d;(z) a los digitos del desarrollo decimal 0.d;ds... de un = € (0, 1). Decir por qué son

convergentes las series

Zd )2, gla) = (~1)")2,

i

1 1 . . . (1 :
y hallar fo fy fo g, expresandolas como sumas de series. jPor qué son véalidas esas expresiones?

1 1
SOL: / f(x)dx = g y / g(z)dz = 0, que ya veremos con calma ...
0 0

10.

Sea fan—1 = X[o,1), fan = X(1,2]> » = 1,2, ... Comprobar que se verifica la desigualdad de Fatou
estrictamente.

SOL: Vx € R se tiene liminf,,_, fn(z) = 0 porque f,(z) = 0 bien si n es par o bien si n es
impar. Por tanto /lim inf f,(z)dx =0 < lim inf/fn(x)dx =1
n—oo n—oo

11. Sean f >0, g > 0 medibles, f > g, [ gdpu < co. Demostrar que
[tan= [adu= [(s-g)au
12. Sea (X, A, ) un espacio de medida. Sea {f,} una sucesién creciente de funciones medibles de

X en R:



Ponemos f(z) = lim, 00 fn(2) € (—00, +00].
a) Demostrar que lim,, [y fndu = [y fdusi fi es integrable.
b) Dar un ejemplo en el que fX fndu = —oo para todo n, mientras que fX fdu=0.

SOL: a) Aplicar el TCM a funciones f, — f1 > 0. b) X = R, p es la medida de Lebesgue, f,
son funciones constantes: f,(z) =—1/n, x € R.

13.

Sea f, > 0 medible, lim f, = f, fn, < f para todo n € N. Comprobar que [ fdp =lim [ f, du.
Sugerencia: Usar el lema de Fatou 'y que [ f,dp < [ fdp).

SOL: Por el Lema de Fatou y las hipdtesis, /fd,u = /hm fndp < lim inf/fndu < /fd,u.

14.

Sea g : (X, A, ) — R integrable. Sea {E,} uns sucesién decreciente de conjuntos tal que
N E, = 0. Demostrar que lim,_,q fEn gdp = 0.

SOL: Usar TCD con f, = gxg, v funcién dominante F' = |g|.

15.

Sea f : R — [0, 00) medible y f € L'(m). Sea F : R — R definida mediante F(z) = [*_ f(t) dm.
Demostrar que F(x) es continua.

Sugerencia: Usar teoremas de convergencia.

Demostrar que dados z; < 9 < x3 < ... numeros reales, se tiene

zk:|F(ka+1) — F(zy)] < /R |f] dm.

mm SOL: La continuidad se deduce del TCD de la forma siguiente: fijamos z y elegimos
{zn}n una sucesién convergente a x, supongamos ademds que z, < x,Vn. Definimos f,(y) =
FW)X (zn,2) (v) (es decir, fr(y) = f(y) si zn <y <z y fuly) =0 en el resto. Entonces

lim |F(z,) — F(z)| < lim / |fldm = lim /|fn|dm:O,
n—oo Zn n—oo

n—00

16.

Sea u(X) < oo. Sea {f,} una sucesién de funciones de L'(u), con f, — f uniformemente.
Demostrar que f € L'(u) y que [ fndp — [ fdp.

Sugerencia: Estudiar la sucesién €, = f,, — f, escribir f = f,, — (fn — f).

17.

Sea A = [0,1] N Q, entonces A = {aj,as,...,a,...}. Definimos f, : [0,1] — R mediante:
fo(z) = 1sixz € {ai,a9,...,an} y fn(z) = 0 en los demds casos. Probar que f, es integrable
Riemann, hallar f(z) = lim,—,~ fn(x) y estudiar si f es integrable Riemann.

SOL: f es la funcién de Dirichlet, luego no es integrable Riemann.

18.

) *° dx
Demostrar que lim — =1
n—oo [q (1 + %)nxg

Sugerencia: Usar que para n > 1 se tiene que (1+ 7)" > %.



1

SOL: Definimos f,(x) = ﬁ Se tiene lim,,_,o fn(z) = e, Vo > 0. Sea por otro lado
L+ 2)ran
o) 111/2 si z<1
€Tr) =
& si 1<u

Entonces, F' es integrable y f,(x) < F(z),sin >2. Por el TCD, lim,_, fooo fndz
= fooo e Tdx = 1.

19.

nxr —1 . .
Sea fn(z) = @logn T 1)1+ natlogn)’ € (0,1]. Comprobar que lim,,_,o fn(z) = 0y sin
1
1
embargo lim fndzr = =.
n—oo Jq 2

e _ 1 n
Sugerencia: fp(z) = —2TogniT T (alog i1

SOL: Con la sugerencia, podemos encontrar una primitiva de forma directa que nos da

1

n—00 n—oo

1 1 1 24+1]  log(x1 1
lim fa(z)dz = lim <Og[(n201gn)x + 1] _ Og(:vlogn+ ))
0 ogn ogn

0

i log[(nlogn) +1] log(logn + 1) 1
= lim - =_.
2logn logn 2

n—o0

Esto no contradice el TCD porque no existe funcién “dominante” que permita usarlo.

20.

o0

Calcular lim ———dz, estudiando los casos a < 0, a =0, a > 0. ; Qué teoremas de
n—oo J, 14 n2x2
convergencia son aplicables 7

_n

1+ n2z2’ .

Entonces, F es integrable en (a,00) sia > 0y fn(x) < F(x), Vn. Por el TCD, li_)m / fndx =0
n—oo a

sia > 0.

SOL: Sea fp(z) = Se tiene lim, o fn(z) = 0,Vz > 0. Definimos F(z) = %

Sin embargo, dado cualquier € > 0 el cambio de variable y = nz nos da

€ ne 1
/ g / dy = arctan(ne) — g, si n— oo.
0 0

1+n22™ 7 )y T4y
oo T [e.9]
Por simetria, lo mismo ocurre en (—¢,0). Por tanto lim fndr = — y lim / fndx = 7,
n—oo Jq 2 n—oo J,
sia<0.
© 1 2
21. Calcular lim ﬂdw

n—oo Jq (1 + (L'Q)n '

1+ nz?

SOL: Sea fn(l') == m

. Se tiene lim,, oo fn(z) = 0,Vz > 0. Definimos

1 siz<1
F(:c):{

% si 1<z
X



Entonces, F' es integrable y f,(z) < F(x), si n > 2 (porque, por el desarrollo del binomio de
[e.e]
Newton, (14 22)" > 1+ na? + ”(n L) z%). Por el TCD, lim / fndz = 0.

n—oo 0

22.

En cada uno de los siguientes casos, demostrar que lim,, fol fndm = 0, siendo m la medida
de Lebesgue:

nxlogx /T
a) fo(z) = WQ b) fu(x) = 1 +n2:c2;
n®2x nPz" logx )
c) fn() :m§ d) fulz) = Trnza? r>0,p<min(2,1+ 7).

SOL: a) TCD, usando que 1+ itz < %, para z,n € R;
d) Supongamos que p < 2. Para aphcar TCD, ponemos y = n y le damos todos los valores reales
n (0,00). Aplicando el Célculo, vemos que

yP -
sup ———= < C(p)z~?
y>IO) 1+ y2x? — ®)

(se alcanza en y =, /ﬁx_l). Luego fn(z) < g(z) := C(p)z~P*" log(z), y esta funcién may-
orante es integrable si p < min(2,1+ r). Los apartados b) y c) se hacen de la misma forma.

23.

2

L/ ogx 2d _ > 1 o
Demostrar que . 1_1: .17—27;0(”_'_1)2—3 .

SOL: Utilizando la versién de TCM para series, obtenemos que

L' ogax n+1

La dltima igualdad se obtiene integrando por partes dos veces.




