Teoria de la integral y de la medida, 2021-22
Hoja n? 7 (medidas y o-dlgebras producto, medidas inducidas, el Teorema de Fubini)

1.- Sea dv la medida definida sobre P(R?) por medio de
v(A) = card(ANZ?*) paratodo A C R?.

Es decir, dv es la medida que “cuenta” el nimero de puntos de coordenadas enteras que hay en un
conjunto. Sea ¢ : R? — R definida por ¢(x,y) = er Y S dvy es la medida inducida por dv y ¢ en
R, calcular v4([1,€]) y vy((e?, €3]).

SOL: Por definicién, vy([1,€]) = v({(z,y) : ¢(x,y) € [1,€]}), es decir,
ve([1,€]) = v({(z,y) : 0 < 22 +y? < 1}) = ndmero de puntos de coordenadas enteras en el disco
unidad = 5.

Por otro lado, vs((€2,€3]) = v({(z,y) : 2 < 22 +y? < 3}) = v({(z,y) : V2 < V22 + 32 < V3}) =
nimero de puntos de coordenadas enteras en el anillo exterior al disco cerrado de radio v/2 e
interior al disco cerrado de radio v/3. Este conjunto es el vacio (porque los puntos relevantes
son (0,0), (0,£1), (£1,0), (0,£2), (£2,0), (£1,£1) y todos estdn fuera de ese anillo). Por tanto
V¢((627 63]) =0.

2.- Sea X = R?\ {(0,0)} y dm = dxdy la medida de Lebesgue en X. Definimos ® : X — R por
medio de ®(z,y) = In(2? + y?). Sea mg la medida inducida por ® y m en R.

a) Calcular el valor de mg (][0, 1]).
b) Demostrar que mg tiene la forma dme(y) = W(y) dy y encontrar W (y) explicitamente.

SOL: a) Por definicién, mg([0,1]) = m(®1([0,1])). Ahora bien,
071((0,1]) = {(2,y) : ®(x,y) € [0,1]} = {(2,9) : 0 < In(a®+9?) < 1} = {(w,9) : 1 < 2>+ < e},
Se trata por tanto del anillo con radio interior 1 y radio exterior /e de donde se deduce

me([0,1]) = m(®7([0,1])) = er — 7 = (e — 1)7.

b)
/Rf(y) dma(y) = //X f(n(2z? + y?))dx dy polares /027r /000 f(nr?)rdrdd

=1

& nr 1
= 27r/ f(lnr?)yrdr V= ’ 27T/ f(y)ey/2§ey/2dy = / fly)meldy.
0 R R

Luego W (y) = meY.

3-Sean X =Y =N, M =N =P(N) y u, v las medidas de contar en N. Probar que d(u x v) es la
medida de contar en P(N x N). Si definimos

1 sim =n,
f(m,n) =< -1 sim=n+1,

0 en otro caso,

comprobar que / | f]d(pxv)=o00y que las integrales iteradas

/(/fdu) dv, /(/fdu) dys)

existen y son distintas.



SOL: En primer lugar {m},{n} € M =N = P(N), luego {m} x {n} = {(m,n)} € M x N. Ademss,
todo A C N x N pertenece a M ® N por ser la unién numerable de sus puntos. Se concluye por
tanto que M @ N/ = P(N x N).

Por otro lado, d(p x v)({m} x {n}) = u({m})v({n}) =1y
dpxv)(A)= Y 1=card(A)

(m,n)eA
Esto nos dice que d(p x v) es la medida de contar en N x N.
En particular, cualquier funcién f: N x N — R es medible y

/ fdlpxv)= Z flm,n) (si existe).
NxN m,neN
Si f es la funcién dada,

co n+l

/ | fld(pxv)= Z\fmn]-ZZl—ZQ_

m,neN n=1m=n

mientras que

/ ( / fdp)dv =" (Z f(mm)) = (f(m,n) + f(n+1,n)) =0,

n=1

//fdy = (men)z +Z f(m,m—1)+ f(m,m)) = f(1,1) +0 = 1.
=1 m=2

4.- Sean (X, M, u), (Y,N,v) espacios de medida o-finitos. Sea f : X — R, M medible; g: Y — R, N
medible y h definida mediante h(z,y) = f(z)g(y).

a) Demostrar que h es M ® N medible.
b) Demostrar que si f € L'(u) y g € L'(v) entonces h € L'd(u x v) y ademés

[ o= 1) ([ 2)

Sugerencia: empezar con funciones simples.

SOL: a) Esta es la parte més delicada. Siguiendo la sugerencia, supongamos que f y g son ambas
funciones simples; es decir f(z) = s(z) = Zszl ck XA, (x), con Ay, € My
g(y) =t(y) = Z;-]ZI dj xB,(y), con Bj € N. Entonces, h(z,y) = s(x)t(y) es medible porque

K J K.J
h(z,y) = =3 cwdixa @) xB,(y) = D ckdixa, s, (),
k=1 j=1 k=1

con Ay x Bj € M x N, es una funcién simple de la o-algebra M @ N.

Para terminar usamos que, por ser f y g medibles en sus respectivas o-dlgebras, existen sucesiones
de funciones simples {s,,(z)}n v {t»(y)}n que convergen puntualmente a f y g respectivamente.
Como limy, 00 Sn(z) tn(y) = f(z) g(y),Vz,y deducimos que h(z,y) = f(x)g(y) es medible.

b) Este apartado es una consecuencia del Teorema de Fubini ya que las secciones de h son

he(-) = f(@)g(:) y W(-) = f(1)g(y) ¥

s = () () <

2



5.- Sea f: X — R una funcion M-medible, f >0, y sea Ay = {(z,y) e X xR: 0 <y < f(x)}.

a) Probar que Ay € M ® B (B es la o-dlgebra de Borel en R). Sugerencia: empezar con f simple.
b) Dada una medida p en (X, M) o-finita, probar que / fdp coincide con la medida producto
7T = dp ® dy del conjunto Ay. .

SOL: a) Si empezamos con la funcién simple f(z) = s(x) = Zszl ¢t xB, (x), con B, € M disjuntos y
¢ > 0, se tiene Az = Zle By, x [0, ¢) que claramente es M ® B-medible porque By, x [0, ¢x) €
M x B. Ademas (con dy = dm la medida usual de Lebesgue)

K

o x m)(A) = S lBe) - = [ s

k=1 X

Para la f dada, elegimos (lema técnico) una sucesién creciente de funciones simples positivas
{sn(x)}n con lim s,(x) = f(x),Ve. Entonces Ay = U A, luego Ay es medible.

b) Por el TCM se cumple

n— o0 n—oo

dp x v)(Ay) = lim d(p x v)(As,) = lim Spdp = / fdu, q.e.d.
X X

6.- Sea X =Y =[0,1], A1, A2 = Bjgyj (élgebra de Borel en [0,1]), 1 la medida de Lebesgue en
Aj, v la medida de contar en Ay. En el espacio de medida (X x Y, A4; ® As, u ® v) se considera el
conjunto V = {(z,y) : « = y}. Comprobar que V € A; ® Ay y que (u x v)(V) = +00. Sin embargo

/dy/ xvdu =0, /d,u/ xvdv = 1.
Y X X Y

Esto muestra que la hipotesis de que las medidas sean o-finitas no se puede quitar del enunciado del
Teorema de Fubini. ' ' ‘ ' ' ' '
Sugerencia: SiV, = (II x I{)U...U (I}, x I},) con I}, = [2;7}, 37] j=1,2,...2", entonces V = N{°V,,.

SOL: Como cada V,, € A; ® As, y V es la intersecciéon numerable de ellos, se tiene V € A; @ Ay
también.

Para demostrar que (u x v)(V) = 400, utilizamos la definicién:
(uxv)(V)= fnf{ ZM(Ik)V(Jk) s Iy, Ji € B[O,l]a Uplp X Ji D V}.
k=1

Supongamos que tenemos un recubrimiento de V' por una unién de rectangulos medibles I, X Jj.
Tenemos que ver que > oo pu(ly)v(Jg) = +oo. Basta encontrar un indice k tal que p(I) > 0
y v(Ji) = +oo, es decir, Ji es infinito. Sea S el conjunto de indices k tales que p(Ilx) = 0 o
Jj es finito o numerable, y sea Q@ = (U,cg(lr N Ji); es un subconjunto de [0, 1] de medida de
Lebesgue 0. Entonces la union

U Ik X Jk

keEN\S

cubre el conjunto V' = {(z,y) : x = y,x € [0,1] \ Q}. Haciendo la projeccién sobre el eje v,
obtenemos que Upcn g /i cubre el conjunto no numerable x € [0,1] \ @. Como el conjunto de
indices N\ S es numerable, se sigue que para algin k € N\ S, Ji es no numerable y en particular,
es infinito. Como k ¢ S, u(Ix) > 0, lo que demuestra nuestra afirmacion.



Finalmente, si © = m es la medida de Lebesgue tenemos para y € [0, 1]

[ e int) - /{y}ldmzmqy}):o, wego [ ([ avtenauto)) avt) o,

mientras que, si x € [0, 1],

[ty =vieh =1, weso [ ([ wtesnant)) dute) = [ 1w =1

7.-Sean f,g € L'(R,dm), donde m es la medida de Lebesgue Demostrar que f(xz—y)g(y) es integrable
en y para casi todo x. Para estos valores de x, ponemos h(x) = [ f( (y) dm(y). Se dice que h es
la convolucion de fy gy se escribe h = f x g. Demostrar que h es 1ntegrable y que [[hll1 < |[fll1]lgll1-
Recordamos que ||hll; = [; |h|dm.

SOL: La funcién de dos variables F'(x,y) = f(y —x) es medible, porque para todo conjunto A medible
en R, el subconjunto {(z,y) : y —x € A} de R? es medible. Por tanto, las funcién H(z,y) =
f(y—x)g(x) y es medible. Aplicando el Teorema de Tonelli a la funcién positiva y medible |H]|,

vemos que
/]H:cy|dm ) dm(y /\g /|f —x)| dm(y) dm /|g|dm /\f|dm
Por tanto, H es integrable en R?. Por el Teorema de Fubini, h(y) = [ f(y (z) dm(z) estd

definida en c.t.p. Ademas, se obtiene

Il = [l dme) < [ ( [ 15 - 29()|dm(z)) dmo)

= [l [ rf<y—x>\dm<y>)dm<a:> = 1/lhllglh.

8.- Sea o
Fay) = {(H st (2,y) # (0,0),
0 si (x,y) = (0,0).
1 1
Comprobar que / / f(z,y) dy y que /0 ( ; f(z,y) dac) dy = —%. ;,Qué hipotesis no

se verifica en el teorema de Fubini?

SOL: Ver los apuntes de clase.

9.- Sea

s —1<e<1, —1<y<

Fla,y) = @y St 1<z<1, -1<y<1, (z,y) # (0,0),

0 siz=y=0.
Demostrar que las integrales iteradas (con respecto a la medida de Lebesgue) coinciden y valen cero,
sin embargo f no es integrable en [—1,1] x [—1,1]. ;Qué hipotesis no se verifica en el Teorema de
Fubini?

SOL: Las integrales iteradas valen 0 porque tanto f, como f¥ son integrables (continuas y acotadas),
impares y el dominio de integracion es simétrico. f no es integrable porque

1
1
x,y)|dxd —4// d;vd /d =0
//[11]><[11]| (=, v)ldedy ’e 0 y(1+y2)y




