Teoria de la Integral y de la Medida (curso 2020-21)
Hoja n® 1 (Introduccién)

1. Demostrar que un subconjunto B del eje real es abierto si y solo si se representa como una
unién numerable disjunta de intervalos abiertos (finitos o infinitos).

Solucion. Laimplicacién < es trivial, asi que nos centramos en la otra. Si B C R es abierto
y ¢ € B, existe un intervalo I tal que x € I C B. Si existe un intervalo tal, entonces existe
“el intervalo més grande contenido en B que contiene a z” (la unién de todos los intervalos
de este tipo). Denotamos por {I,} a la familia de estos intervalos maximales. Los intervalos
1, son disjuntos dos a dos (en caso contrario no serfan maximales). Por otra parte, cada
uno de estos intervalos contiene un numero racional, y por tanto solo puede haber una
cantidad numerable de intervalos en la familia.

2. Sea f : [a,b] — R mondtona y acotada. Probar que f es integrable Riemann.

Solucion. Hacemos la demostracién para f no decreciente. El caso de f no creciente es
completamente analogo.
Sea P ={a =29 < x1... < zp=>b} una particién del intervalo [a, b]. Puesto que f(z) <

fy)sia <z <y <D, setiene que s; = supy,, .1 = f(z;), 4 =f,_ .= f(z;-1).
Entonces

n

U —Lp =Y fla) e —z1) = > o) (@ —xj1)

j=1 j=1
n n—1
=3 flap) ey —x) = Y (@) (@0 — )
7j=1 7=0
n—1
= f(0)(@n — 2n-1) — fla) (@1 — o) + > f(2)(22) — w41 — 35-1).
j=1
Si la particién es equiespaciada, z; = j(b —a)/n, j = 0,...,n, entonces x, — Tp_1 =

(b—a)/n=x1—20y 2x; —xj41 — xj—1 = 0. Por consiguiente,
Up — Ly = (f(b) = fa))(b—a)/n <e

sin> (f(b) — f(a))(b—a)/e, y por tanto f es integrable Riemann.

3. Definimos la sucesién de funciones fi,(x) = lim, 0 (Cos(ﬂm!x))% y luego la funcién
g(x) = limy 00 frn(x) (x € [0,1]). (Observad que las funciones f,, son limites puntuales
de funciones continuas.) Decidir si f,, y ¢ son integrables Riemann y si son integrables
Lebesgue.

. Es cierta la igualdad

1 1
lim fm (@) dx:/o ( lim f(2))dx

m—00 0 m—00



(en algin sentido)?

Solucion. Sea m € N. Dado z € [0, 1] se tiene que

1 siz=p/qconpe{0,...,q} mcd(p,q) =1y gml,
Jm(z) =
0 en otro caso.

Es entonces obviamente acotada y continua salvo en un numero finito de puntos, y por
tanto integrable Riemann.

Sin embargo, la funcién

1 sizeQno,1],
ﬂ@Z{ .
0 size|0,1], z¢Q,

no es integrable Riemann. En efecto, para cualquier particion Uy = 1y Ly = 0, y por
tanto no es posible hacer pequena la diferencia Uy — Ly, que es siempre igual a 1.

En cuanto a la integrabilidad Lebesgue de f,,, los conjuntos
{Bre ={z€[0,1] : ke < f(x) < (k+1)e}, keN, >0,

son o bien vacios, o bien un numero finito de puntos. En cualquier caso son conjuntos de
medida exterior de Lebesgue 0, y por tanto medibles Lebesgue, con medida 0; véase el
problema 10 (b). Concluimos que

Zk+1€long (Ere) =0=DB. = Zkfslong (Eke)s
k=1 k=1

y por tanto que las funciones f,,, son integrables Lebesgue, con integral 0.

La integrabilidad Lebesgue de g involucra trabajar un poquito méas. En este caso los
conjuntos {Ey . = {z € [0,1] : ke < g(x) < (k+ 1)e} son o bien vacios o bien QN [0, 1].
Si son vacios son obviamente medibles Lebesgue, con medida 0. Si E,. = QN [0,1],
estamos ante un conjunto numerable. Entonces, por el problema 7, tiene medida exterior
de Lebesgue 0, y por el problema 10 (b) es medible Lebesgue con medida 0. Concluimos
como antes que ¢ es integrable Lebesgue con integral 0.

La identidad es cierta si trabajamos con integrales de Lebesgue, y no lo es cuando traba-
jamos con integrales de Riemann.

. Probar que si las funciones f, : [a,b] — R son integrables Riemann y forman una sucesién
uniformemente convergente a cierta funcién f, entonces f es integrable Riemann y se tiene

b
/ f=1lim / fn. Dar ejemplos de cémo, si el limite NO es uniforme, puede que no exista
a n a

b b
la integral / f, 0 que no coincida con el lim / fn-
a n a

Solucion. Por converger la sucesiéon uniformemente, para todo € > 0 existe N tal que
fo(z) —e < f(z) < fo(z) + ¢ paratodo x € [a,b],n > N.
Sea, sj = SUP(z; ;] fri = fﬂf[xj,l,xj} fs sh = SUP(z; ;] I, o= inf[xﬁhm fn. Entonces

i;‘—ggijgsjgs?—i—e sin> N.



Por lo tanto,
Ly —elb—a) <Ly <U <Uj, +e(b—a) sin>N.

Tomo una particién tal que para un n > N fijo se tenga que Uy, — Ly, < e. Esto es posible,
por ser f, integrable Riemann. Entonces

Uy — Ly <Up, — Ly, +2e(b—a) <e(1+42(b—a)).

La funcién del ejercicio anterior es un ejemplo en el que el limite no es integrable Riemann.
Las funciones

fn(x):{n si0<ax<1/n,

0 sil/n<ax<l,

que son integrables Riemann, con integral fol fn = 1 para todo n € N, convergen (no

uniformemente) a
1 six=0,
€Tr) =
/@) {O si0<ax <1,

. . . 1 ,
cuando n — oo. Esta funcion es integrable Riemann, con fo f = 0. Asi pues,

1
lfm /fnzl;éO:/ lfm f,.

. Probar que para cada € > 0 hay abiertos B que son densos en I = [0, 1] y que cumplen |B| <
e. (Para un abierto B, |B| denota la suma de las longitudes de los intervalos que forman
sus componentes conexas). Indicacion: considerar los complementarios de los conjuntos
de Cantor generalizados.

Solucion. Como se nos indica, basta tomar el complementario O del conjunto de Cantor

generalizado C*. Como se vio en clase m*(0%) = %= = ¢ si a = /(1 + 2¢). Nétese que

2a
a€(0,1/3) sie € (0,1).

. 1) Si m* denota la medida exterior de Lebesgue definida en clase, demostrar que dado un
intervalo I cualquiera de R se tiene m*(I) = long(l). Indicacion: probar primero que si
n

{I;}}_, es un recubrimiento finito de I por intervalos se tiene que Z long(Ix) > long(I).

k=1
A continuacién usar un argumento de “compacidad”.

Probar asimismo las desigualdades:

ii) Ac B = m*(A) <m*(B);

i) m* | Ak | <D m*(Ap).

k>1 k>1

Solucion. (a) En lo que sigue denotamos por ¢(Z) a la longitud del intervalo abierto Z.
Sea I un intervalo.



Caso 1: I =a,b], con a,b e R, a <b.
Dado € > 0, sea I. := (a — €,b+ €). Obviamente,
m*(I) < {(I.) =b—a+ 2e.

Puesto que € > 0 es arbitrario, se sigue que m*(I) < b — a. Queda demostrar que m*(I) >
b — a. Para ello basta con probar que

b—a< Zf([k) para toda {I;}r>1, Ii intervalos abiertos, tal que Ug>1 I D I.
k>1

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que cada [ tiene longitud finita. Por la
compacidad de I, existe una subrecubrimiento finito {Iy, }7_;, U7_ I, D I.

Sea Iy, = (aj,b;) para j € {1,...,n}. Sin pérdida de generalidad, supongamos que

(ajabj)m[avb]#q) y aj+1<bj7 jE{l,...,n—l}-

Entonces,
n n n—1
Zf([kj) = Z(bj — CLJ') =b, + Z(b] — aj+1) —a1>b,—a;1 >b—a.
j=1 =1 j=1

Por consiguiente,

n
b—a <Y ((Iy) <Y UI),
j=1 E>1
lo que concluye la demostraciéon para este caso.
CAso 2: [ intervalo de longitud finita (de cualquier tipo) con extremos a y b, a < b.

Para todo £ > 0 suficientemente pequeno tenemos [a +&,b —¢] C I C [a —€,b+ ¢]. Por
consiguiente,
m*(la+¢e,b—c¢]) <m*(I) <m*(la—e,b+¢]).
Asi, por el Caso 1,
b—a—2e<m*(I) <b—a+2e.
Puesto que € > 0 es arbitrario, haciendo ¢ — 0 concluimos que m*(I) = b — a.

CAso 3: Supongamos que [ tiene longitud infinita. Para todo M > 0 existe un intervalo
cerrado Ips de longitud M tal que Iy C I. Por consiguiente, M = m*(Ip;) < m*(I).
Puesto que m*(I) > M para todo M > 0, concluimos que m*(I) = oo.

(b) Si la sucesién de intervalos {Ij} es tal que Ug>1 O B, entonces Ug>1 D A, de donde se
sigue inmediatamente el resultado.

(c) Si) sy m*(Ag) = 0o, no hay nada que demostrar. Asi que podemos suponer que tanto
la serie como cada sumando son finitos.

Sea € > 0 fijo. Para cada k existe una sucesién de intervalos {I Jk }i>1 tal que
3
m*(Ag) < Z:longljl-C <m*(Ag) + ok
Jj=1
Puesto que Ug>1 Uj>1 IJ]?’ D Up>14g, se tiene que
* * € *
Uiz Ak) £ 30D long IF < 37 (m* () + o) = Do m*(Ag) +<.

E>15>1 E>1 k>1

El resultado se obtiene ahora haciendo € — 0F.




Probar que todo conjunto numerable tiene medida (exterior de Lebesgue) nula.

Solucién. Sea A = {z;}32; un conjunto numerable en R. Dado £ > 0 consideramos el
recubrimiento de A dado por Uj2,1;, con I; = (zj — 3575 + z757) - Puesto que

se concluye el resultado deseado.

. Probar que la unién numerable de conjuntos de medida (de Lebesgue) nula tiene medida

nula.

Solucion. El resultado es consecuencia inmediata de la subaditividad de la medida exterior.

a) Encontrar un conjunto denso en [0, 1] de medida nula.

b) Probar no obstante que si A C [0, 1] cumple m*(A) = 1, entonces A es denso en [0, 1].

Solucion. (a) QN |0, 1].

(b) Supongamos que no lo fuera. Entonces, existe un intervalo (a,b), 0 < a < b < 1, tal que
(a,b) N A = (). Por consiguiente, A C ([0,a] U [b,1]). Pero entonces, usando los apartados
ii) y iii) del problema 6,

m*(A) < m*([0,a] U b, 1)) < m*([0,a]) + m*([b,1]) =a+1—b<1,

y llegariamos a una contradiccion.

10.

a) Con la misma notacién de los ejercicios anteriores, demostrar que si m*(A4) = 0
entonces m*(AU B) = m*(B), VB C R.

b) Lebesgue definié la clase de subconjuntos medibles de [0, 1] como la de aquellos A C
[0,1] tales que m*(A) + m*(CA) = 1, (donde CA = [0,1] \ A). Demostrar que si
m*(A) = 0 entonces A es medible.

Solucion. (a) Usando los apartados ii) y iii) del problema 6, m*(B) < m*(AU B) <
m*(A) + m*(B) = m*(B), y de ahi el resultado.

(b) Ya sabemos, por la subaditividad, que 1 = m*([0, 1]) = m*(AUA®) < m*(A)+m*(A°).
Por otra parte, m*(A) + m*(A°) = m*(A°) < m*([0,1]) = 1, y de ahi el resultado.

11.

Probar que el conjunto D de nimeros en [0, 1] tal que su desarrollo decimal no contienen
el 5 es un conjunto de medida (exterior de Lebesgue) cero (i.e., m*(D) = 0).




j=1107
describir como D = NZ2; Dy, donde

Dk:{i

Jj=1

Solucién. El conjunto D = {Zoo Y a; €40,1,2,3,4,6,7,8,9},5 = 1,.. } se puede

a . ..
i E{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},]:1,...,aj7é551]:1,...,k:}.

k
Por consiguiente, m*(D) < m*(Dy) < (%) — 0 cuando k — oo.

12.

Sea f : [a,b] — R acotada. Definimos Oy (z) = lim sup f— inf fp. M
6=0% | |a—y|<6 lz—y|<é

a) Probar que f es continua en z si y solo si Og(x) = 0.

b) (*) Demostrar el Teorema de Lebesgue: f es integrable en el sentido de Riemann si y
solo si Vk =1,2,..., el conjunto Ey, = {x € [a,b] : Of(x) > 1/k} tiene medida nula.

Solucion. a) Recordemos que f es continua en z si para todo £ > 0 existe un ¢ tal que
|z —y| < & implica |f(x) — f(y)| < €. Por otra parte Of(x) = 0 si para todo € > 0 existe
un 0 tal que supj,_, <5 —nfj, <5 <e.

[ continua en x = Oy(z) = 0|: Puesto que f(z) —e < f(y) < f(x)+esi|z—y| <9, se
tiene que

sup f(y) < f(z) +e,  Inf f(y) > f(z) —¢,
lz—y|<d lz—y|<d

¥ por tanto que supj,_y <5 f(y) — fj, <5 f(y) < 2=.

Of(xz) =0 = f continua en x | Dado € > 0, si |x — y| < § se tiene que

flx)—fly) < sup f(y)— inf f(y)<e, fly)—f(x) < sup f(y)— inf f(y)<e.
lz—y|<o |z—y|<6 lz—y|<8 lz—y|<o

b) Sea f integrable Riemann en [a,b]. Queremos demostrar que el conjunto Dy de
puntos de discontinuidad de f tiene medida 0. Por el apartado a),

Dy ={x € [a,b] : Of(x) > 0} = U2 E}.

Por tanto, solo necesitamos demostrar que cada E} tiene medida 0.

Notacion. wy¢(I) = sup; f — inf; f. Estas cantidades estan bien definidas si f es acotada.
Recordemos que las funciones integrables Riemann son acotadas por definicién.

Fijamos k € N. Sea ¢ > 0. Por ser f integrable Riemann, existe una particion P =
{zg,z1,...,2,} de [a,b] con

> wpllmin, @) (@i — 2io1) < ¢/ (2k).
=1

Sea F' el conjunto de todos los i para los cuales (x;_1,z;) interseca a Ej. Entonces, para
cada i € F, wy([wi—1,25]) > 1/k. Asi pues,

P i) < 3 wpllo mid) o — i) < 2/(28),

ieF 1EF

1

Oy (z) denota la oscilacién de f en x.



de forma que la suma de las longitudes de los intervalos (x;_1,2;) que intersecan a Fj
es menor que £/2. Estos intervalos cubren todo Ej con la excepcién de los puntos de
{0, x1,..., 2y} que estén en ese conjunto. Pero estos puntos se pueden cubrir con intervalos
cuyas longitudes suman menos que €/2, de forma que Fj se puede cubrir con intervalos
abiertos cuya suma de longitudes es menor que &, como queriamos demostrar.

Sea f acotada. Supongamos que el conjunto D; de discontinuidades de f tiene medi-
da 0. Queremos ver que entonces f es integrable Riemann.

Empezamos demostrando el siguiente resultado auxiliar: si f : [a,b] :— R, entonces, para
todo a > 0 el conjunto G, := {z : Q(x) < a} es abierto en [a,b] y el conjunto K, := {x :
Q¢(x) > a} es cerrado en [a, b].

Sea ¢ € G. Entonces Q(c) < a 'y, por definicién, hay un ¢ > 0 tal que
sup f- inf f <o
[c—8,c+6]N[a,b] [c—6,c+6]N[a,b]

~

Si € (¢c—0d,¢+468)N[a,b], hay un entorno 4 tal que (z — d,z + 0) C (¢ — 8,¢ + 6). Por
consiguiente
sup f—  inf f<a
[:278,:24*8}0[0,,1)} [1_671""6}0[@1’]
y concluimos que Q¢(z) < «, y por tanto que G, es abierto en [a, b].

Puesto que [a, b] es cerrado y G es abierto en [a,b], entonce K, = [a,b] \ G, es cerrado
en [a,b] (y en R).

Pasamos a la demostracién propiamente dicha. Fijamos k € N. Puesto que Ey C Dy, Ey
tiene medida 0. Asi, E} se puede cubrir con una familia numerable de intervalos abiertos
cuyas longitudes suman menos que 1/k. Por ser Ej cerrado y acotado, es compacto, de
forma que una familia finita de estos intervalos, {I;}/", bastard para recubrir Ej, E C
U™, 1. Sea € = {K1,...,Kkm}, con k; = I;. Podemos suponer, sustituyendo los pares que
se intersequen por un dnico conjunto, que x; N k; = (.

El conjunto K = [a,b] \ U™, I; es compacto (de hecho, es la unién de un ndmero finito de
intervalos cerrados disjuntos) y estd formado por puntos para los cuales Of(x) < 1/k. Para
cada z € K, hay un intervalo cerrado J con z € int(J) y w¢(J) < €. Por compacidad, hay
un numero finito de dichos intervalos que recubre a K. Por interseccién por K, podemos
suponer que todos ellos son subconjuntos de K. Asi, sea C = {J1,...,Jp} una familia de
intervalos cerrados cuya unién es K y tal que w¢(J;) < € para todo j. Podemos (y lo
haremos) asumir que los intervalos Jj no se solapan (si hay dos con interseccién no vacia
los unimos en uno solo).

La familia & UC = {[zo, z1], [x1,22], ..., [Tp—_1, 2]} particiona [a,b] y

D wpllwion, ml) (@ —zioa) = Y wp(L)(ri) + > wi(J)AJ))
i=1 i=1 j=1

m k
1
<2 ?ug FI) (ki) + z > 0y
@, i=1 j=1

< 2sup | D" s) + 1 (b~ a)

[a,b] i—1

1 1
<2- Z(b—a).
< 2upf] + 50— a)

El lado derecho se puede hacer arbitrariamente pequeno, y por tanto f es integrable.




