Teoria de la Integral y de la Medida Examen final extraordinario, 01/07/2022

1. (2,5 puntos) Sea a una constante positiva.

a) Utilizando los teoremas del curso, demostrar que
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b) Demostrar que
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2. (2,5 puntos) Sean X,Y dos conjuntos disjuntos, y sea Z = X UY. Dadas medidas exteriores
finitas p, en X y v, en Y, definimos para todo conjunto A C Z

Ne(A) = (AN X) + . (ANY).

a) Demostrar que 7, es una medida exterior en Z.

b) Demostrar que un subconjunto A de Z es n,.-medible si y solo si AN X es p,-medible y ANY es
v,-medible.

3. (2,5 puntos) Dadas unas funciones f, g € L(]0,1],dt), definimos

Fz)= [ f@t)dt, Gx)= /[0 ]g(t)dt.

(0,2]

a) (Es cierto que F'y G son continuas en [0, 1]? Dar un ejemplo en el que F' no es diferenciable en
algin punto del intervalo [0, 1].

b) Demostrar que [, f(2)G(z) dz = F(1)G(1) — [, F(2)g(z) dz (es una extensién de la férmula
de integracién por partes a un contexto mas amplio).

Indicacién: comprobar que se puede aplicar el teorema de Fubini a la funcién H(z,y), definida
por H(z,y) = f(x)g(y), siz <y,y H(z,y) =0,si x> y.

4. (2,5 puntos) Sea i una medida finita en un espacio medible (X, .A) y sean a,b dos funciones
integrables no negativas en X. Consideramos las medidas da = adp y df = bdpu.

a) Demostrar que «, # son mutuamente singulares si y solo si ab = 0 en p-casi todo punto.
b) Ponemos N, = {z € X : a(z) =0}, N, = {z € X : b(x) = 0}. Demostrar que « es absolutamente

continua respecto de /3 si y solo si u(N, \ N,) = 0 (en otras palabras, si N, C N, U E, donde F
es un conjunto de medida 0).

c) Sea xn, la funcién caracteristica del conjunto N,. Ponemos f(z) = 0, si z € N, y f(x) =
a(x)/b(z), si x € X \ N,. Comprobar que
a = fB+ axn,p-

Demostrar que esta es la descomposicién de Radén - Nikodym de « en las partes absolutamente
continua y mutuamente singular respecto de 5.



