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1. Limites y continuidad

Definicion 1.1 Una funcidén es una regla cualquiera que hace corresponder un punto de R™ y sélo
uno a cada punto de un cierto conjunto A C R"™. f(Z) es el valor de la funcion f en el punto Z. Fl
dominio de una funcion es el conjunto de puntos para los que estd definida, A en este caso, y se
denota por Dom (f). Si no se especifica nada, se sobreentiende que el dominio de una funcion estd
formado por todos los puntos para los cuales tiene sentido la definicion. Habitualmente escribiremos

f:A—R™

para denotar que A es el conjunto inicial o dominio y R™ el conjunto final, de tal manera que a cada
punto de A la funcién f le asocia un punto de R™.

La imagen de una funcion es el conjunto de los puntos y tales que existe un punto & con f(Z) =¥,
y se denota por Img (f).

La gréafica de una funcion es el siguiente conjunto de puntos:

(&, f(2)) : = € Dom (f)} C R* & R™.

Definicién 1.2 La bola abierta B(Zy,r) de centro Ty € R™ y radio r > 0 es el conjunto de puntos
que se encuentran a distancia menor que v del punto Xy, es decir,

B(fo,r) = {fE R™: Hf—fo” < 7’} .

La bola cerrada B(%y,r) de centro Ty € R™ y radio r > 0 es el conjunto de puntos que se encuentran
a distancia menor o igual que r del punto Ty, es decir,

B(#,r) = {FTeR": |&— o] <r}.

Definicion 1.3 Sean A un subconjunto de R™ y sea p' un punto en R™. Decimos que p es un punto
de acumulacion de A si para todo radio € > 0, existe un punto en AN B(p,¢e), que es distinto de p.

Ejemplos. 1) Si A es finito, entonces no tiene puntos de acumulacion.
2) SiA=B (6, 1) es la bola abierta de radio 1 en R", centrada en el origen, entonces sus puntos
de acumulacién son puntos pertenecientes a la correspondiente bola cerrada B(0,1).
3) Sea
A={Z=(z,2)T €eR?: 1<z <2, 2<25<4}.
Entonces un punto p = (p1,p2)’ € R? es un punto de acumulacién del conjunto A si y sélo si
1<p1<2,2<py<4.

Para cualquier subconjunto G de R", denotamos por G¢ su complemento en R": G¢ = R" \ F.



Definicién 1.4 Un conjunto U C R™ es abierto si para todo & € U existe un r > 0 (que puede
depender de ¥) tal que B(Z,r) CU.
Un conjunto F' C R™ es cerrado si su complemento F¢ es abierto.

Es facil ver que una bola abierta es un conjunto abierto y que una bola cerrada es cerrada. También
es facil ver que la unién e intersecciéon de un nimero finito de conjuntos abiertos es abierto, y que la
unién e interseccién de un nimero finito de conjuntos cerrados es cerrado.

Definicién 1.5 Sean A un subconjunto abierto de R™, Zyp € A y f: A — R™. Se dice que /e R™
es el limite de f(Z) cuando ¥ tiende a Ty, y lo escribimos limz_,z, f(Z) = £, st para todo € > 0 eziste
un § > 0 tal que | f(Z) — ¢ <esiz e A, 0<||Z— Zo| <.

Se puede ver que limz .z f(Z) = 7 si y sélo si f(z*) — 7 para toda sucesién de puntos {#F}
contenida en A tales que % # ¢y ¥ — ¢ cuando k — oo. Esto permite extender la definicién
del limite en un punto ¢ a cualquier funcién, definida en un conjunto A tal que ¢ es su punto de
acumulacién.

—

Teorema 1. Sean A un subconjunto abierto de R, Zp € Ay f: A — R™. Si existe el limite cuando
7 tiende a Zy de f(Z), entonces es tnico. Es decir, si limgz_,z, f(Z) = ¢1 y limz_,z, f(Z) = {2, entonces
0 = 0.

Observacién 1.6 Sean A un subconjunto abierto de R? que contiene a (0,0) y f: A — R. Si los
limites 1im, o f(rcos@,r sent)) dependen de 0, entonces no existe el limite lim g, ) 0,0y f(7,y). Si
los limites lim,_,o f(r cos,r senf) no dependen de 6, entonces no se puede afirmar nada sobre la
existencia del limite.

Si el punto en el queremos estudiar el limite es (zg,y0) € A, entonces se tiene un resultado
similar: Si los limites lim, o f(xo + rcosf,yo + r senf) dependen de 6, entonces no existe el limite
h’m(:r,y)ﬁ(xo,yo) f($7 y)

Si el punto en el queremos estudiar el limite es (zg,y0) € A, entonces se tiene un resultado
similar: Si los limites lim,_,o f(zo + rcos8,yo + r send) dependen de 6, entonces no existe el limite

Mg ) (20,90) f (T, 9)-

222
Ejemplos. 1) lim -5 =0;
(z.y)T=(0,0)T 2% +y
2) No existe el limite lim %
(z,y)T—(0,00T =* + Yy
2
3)Si g(x,y) = ———, no existe el limite lim x,1y), aunque el limite de esta funcion
) St g(z,y) = — oy e I o 9(z,y) q

a lo largo de cualquier recta que pasa por el origen existe y es nulo.
Efectivamente, lim,_,o g(, tx) = 0 para toda constante t € R. Pero lim, .o g(y%,y) = 1/2, luego el
limite lim z,
()T —(0,0)" 9(@9)
Proposicién 1. Sean A un subconjunto abierto de R", Zp € Ay f,g: A — R. Silimz ,z, f(Z) =0
y ¢ estd acotada en un entorno de Zo, entonces limgz_,z, f(Z)g(Z) = 0.

Teorema 2. Sean A un subconjunto abierto de R, ¥y € A, c € Ry f,g: A — R™. Si existen



lim f(Z) y lim g(&), entonces:

(1) Jim (ef(@) = e Jim £(2)
(@) lm (f(@) +g()) = Jim f(Z) + lim ()
() lim (f(@)g(Z)) = (gzlingof(f))( lim g(%)), sim=

. f@)  lmg oz f(2) . .
W B 0@ Tt g@ 0 ST LY R0
(5) lim (£(@)"7 = (lim f(@)" 00,

si m = 1 y todas las expresiones en la parte derecha tienen sentido.

Teorema 3. Sean A un subconjunto abiertode R", Zy € Ay f: A — R™. Si f(Z) = (f1(Z),..., fm(Z)),
donde f;: A — R, i=1,2,...,m, son las funciones componentes de f, entonces limz_,z, f(Z) ={ =
(l1,12,...,ly) siy s6lo si limg_,z, fi(¥) =; para cada i =1,2,...,m.

Definicion 1.7 Sean A un subconjunto de R"™ y Ty un punto de A. Sea f: A — R™ una funcion.
1) Si %o es un punto de acumulacion de A. Se dice que f es continua en el punto Zo si  lim f(Z) =
T—T0

f (o).
1) Si &y mo es un punto de acumulacion de A, asumimos que f (automdticamente) es continua
en Iy.

—

Teorema 4. Sean A un subconjunto abierto de R™, ©y € A, ce Ry f,g: A — R™. Si f y g son
continuas en T, entonces:
(1) cf(Z) es continua en Z.
(2) f(Z) + g(Z) es continua en .
(3) f(Z)g(Z) es continua en Zy, si m = 1.
(4) f(Z)/g(Z) es continua en Ty, si m =1y g(Zo) # 0.
(5) (f(2))?@ es continua en &y, sim =1y (f(Z))9@

Teorema 5. Sean A un subconjunto abiertode R", Zp € Ay f: A — R™.Si f(Z) = (fi(Z),..., fm(T)),
donde f; : A— R,i=1,2,...,m, son las funciones componentes de f, entonces f es continua en g
siy sélo si f; es continua para cada i = 1,2,...,m.

8 8 8

esté definida en un entorno de .

Teorema 6. Sean A un subconjunto abierto de R”, &y € A, f: A — R™ y g: B — R* donde B
es un entorno de f(Zy). Si f(Z¥) es continua en &y y g(¥) es continua en f(Zy), entonces la composicién
(go f)(Z) = g(f(Z)) es continua en Zy.

2. La topologia del espacio euclideo R" en relacién con funciones
continuas

Definicion 2.1 Un entorno de un punto & € R" es un conjunto abierto que contiene a .

La frontera OF de un conjunto E C R"™ es el conjunto de puntos & de R™ (no tienen por qué estar
en E) tales que en todo entorno de T hay algin punto de E y algin punto de E°.

Un conjunto EE C R™ es cerrado si y solo si OF C F.

Elinterior de un conjunto E C R"™ es el subconjunto de puntos ¥ de E para los que existe unr > 0
(que puede depender de &) tal que B(Z,r) C E. De hecho, el interior de E es el mayor subconjunto
abierto de E.

La clausura E de un conjunto E C R" es E = EUOJE. De hecho, la clausura de E es el menor
conjunto cerrado que contiene a E.

Un conjunto E C R™ es acotado si eziste un r > 0 tal que E C B(0,r).

Un conjunto E C R™ es compacto si es cerrado y acotado.



Un conjunto M C R™ es abierto si y s6lo si M no contiene ni un sélo punto de su frontera.

Teorema 1. Sean A CR"y f: A — R. Si A es compacto y f es continua en A, entonces f estd
acotada en A.

Teorema 2. Sean A CR"y f: A — R. Si A es compacto y f es continua en A, entonces existen
los valores maximo y minimo de f en A.

3. Diferenciacién

Definicion 3.1 Sean U C R"™ un conjunto abierto y f : U — R. Entonces la derivada parcial
O0f/0x; de f con respecto a la variable x; se define como

of

. flri,zo,c o xj+hy o) — fn, . xn)
—_— =1
By BL o) = fimy h hs0 h

donde 1 < j < n yej es el j-ésimo vector de la base candnica; es decir, la deriwada parcial de f con
respecto a la variable x; es simplemente la derivada “usual”de f con respecto a la variable xj, si se
supone que el resto de las variables son constantes.

Si f: U — R™, entonces f(Z) = (fi(Z),..., fm(Z)), y podemos hablar de la derivada parcial
0fi/0x; de la componente i-ésima de f con respecto a la variable x;.

Ejemplos 3.2 1) Sea f(x,y,z) = 2> sen(z + 2y) + 22z. Entonces

W (r,.2) = 2 cos(atam) e, 0 (a,9,2) = 2% cos(e+2y), L (a,,2) = 322 sen(a+2y) +a”.
T Y z

2) Sea F(z,y) = (=~ log(y),e?’xzy)T. Entonces
OF, o F 2 322

Definicién 3.3 Sean U C R? un conjunto abierto, (zo,y0) € U y f : U — R. Decimos que [ es
diferenciable en (zg,yo) si 0f/0x y Of /0y existen en (xo,yo) y si

- f(,y) — f(zo,%0) — (0, yo)(z — z0) — %(mo,yo)(y — %0)

(@)~ (z0,30) I (x,y) — (w0, yo)|l

=0.
En este caso se define el plano tangente a la grdfica de f en el punto (xg,yo) como
0 0
= ) + G . m) o = 0) + 50,900y = ).

Recordatorio. Dado un punto py = (29,0, 20) € R® y un vector normal @ = (A4, B,C) # 0, el
plano P en R? que pasa por py y tiene la normal 7 es

P={5=(z,y,2) €R*: (7—fio, ) = 0}
= {(z,y,2) cR3: (x—x0)A+ (y—yo)B+ (2 — 20)C =0} .

De aquise ve que el plano tangente a la grafica de f es el plano que pasa por el punto (xo, Yo, f (o, yg)),
que corresponde al punto (xg,yo) del plano zy y cuyo vector normal es

0 0
n= (— a—i(mo,yo), _é§($07y0)7 1) .

Es decir, 77 es ortogonal a la grafica en el punto (.CE(), Yo, f(zo, yo)).

La definiciéon de una funcién diferenciable de n variables es parecida a la anterior.



Definicién 3.4 Sean U C R™ un conjunto abierto, ¢ = (q1,q2,...,q,) € U y f: U — R. Decimos
que f es diferenciable en p si existen las derivadas parciales Of /0x1,0f/0xa,...,0f/0xy en Gy y si

@)~ @~ @ =) = @1 —p) = = P @i —p)
A ERY] -

Definicion 3.5 Sean U C R™ un conjunto abierto y f : U — R diferenciable en U. El gradiente
de f en & € U se define de la siguiente forma:

grad f(7) = Vf(7) = | 92

of (=
Oy (Z)
Teorema 1. Sean U C R™ un conjunto abierto, o € Uy f: U — R™. Si f es diferenciable en Z,
entonces f es continua en .

Observacién. Puede ocurrir que existan las derivadas parciales de una funcién en 7y, y que la funcién

no sea continua en Zy. Esto demuestra que la definicién que hemos dado de funcién diferenciable es la
“correcta”.

Teorema 2. Sean U C R” un conjunto abierto, Zop € U y f: U — R. Si existen todas las derivadas
parciales 0f;/0x; de f y son continuas en un entorno de Zy, entonces f es diferenciable en Z.

Definicién 3.6  Sean U C R"™ un conjunto abierto, To € U, 7€ R" y f: U — R™.
La derivada direccional de f en Xy a lo largo del vector U se define como

Of =\ def d (Fo+17)| = lim f(Zo +t0) — f(Zo)

817(960) Cdt t=0  £50 t

Habitualmente se elige el vector U unitario (con norma 1). En este caso se habla de la derivada
direccional de f en Zj en la direccién ¥, y representa la tasa de cambio (pendiente) de la
funcion en la direccion de dicho vector.

Este concepto generaliza a las derivadas parciales, ya que estas son derivadas direccionales en los
vectores paralelos a los ejes.

Teorema 5. Sean U C R” un conjunto abierto, ©p € Uy f: U — R™. Si f es diferenciable en Zj
entonces existen todas las derivadas direccionales de f en Z.

Calculando el méximo y el minimo de la expresion (V f(Zp), ¥) sobre todos los vectores ¥ € R" de
norma uno, obtenemos la siguiente importante caracterizacién del gradiente de f:

Corolario. Sean U C R" un conjunto abierto, Zyp € Uy f : U — R. Si f es diferenciable en
Zoy Vf(Zo) # 0, entonces V f(Zp) es la direccién en la que la derivada direccional en Zy de f es
maxima y —V f (&) es la direccién en la que la derivada direccional en Zy de f es minima (f crece més
rapidamente desde 7o en la direcciéon V f(Zy), y decrece méas rapidamente en la direcciéon —V f(y)).

Definiciéon 3.7 Sean A CR™ y f : A — R. Dado un nimero real ¢, el conjunto de nivel de
valor ¢ es el conjunto de puntos ¥ € A para los cuales f(Z) es constante, es decir, el conjunto

v E{T € AL f(T) =c} CACR™

Sin = 2, hablamos de curva de nivel de valor ¢, y si n = 3, hablamos de superficie de nivel de
valor c.

Teorema 6. Sean U C R™ un conjunto abierto, o € Uy f: U — R. Si f es diferenciable en Zj y
V f(#oy) # 0, entonces V f(Zy) es perpendicular al conjunto de nivel de f de valor f(Zp).



Definicién 3.8 Una trayectoria en R™ es una aplicacion continua ¢ : [a,b] — R™. Sin =2 es una
trayectoria en el plano, y sin = 3 es una trayectoria en el espacio. Llamamos curva a la itmagen
dec enR"™. Sic(t) = (z1(t),...,2,(t))T, definimos la velocidad de ¢ como ¢ (t) = (z(t), ..., 2}, ()7,
y la aceleracién de ¢ como ¢ (t) = (z(t),..., 2! (t))T. Llamamos rapidez de c a la norma del vector

velocidad ¢ (t).

4. Derivadas parciales de orden superior. Operadores del Calculo
Diferencial vectorial.

Definicién 4.1 Sean U C R? un conjunto abierto y f : U — R. Definimos las derivadas parciales
de orden 2 de f como

of _ 2o rr _ 2o O’ _ 9 ol of _ 2l

0x2 Oz \Oz oxdy 0x\dy/ '  Oydx Oy\ox/’  0Oy2 Oy\oy/ '
Esto puede repetirse para las derivadas de tercer orden o de orden superior a tres. De forma andloga
se definen las derivadas parciales de orden mayor que uno para funciones de n variables.

Definicién 4.2 Sean U C R™ un conjunto abierto y f : U — R. Decimos que f es de clase C* en
U si f y todas sus derivadas parciales de orden 1,2,... k, son continuas en U.

Sean U C R™ un congunto abiertoy f: U — R™. Si f = (f1,..., fm), decimos que f es de clase
C* en U si f; es de clase C* en U parai=1,2,...,m.

Teorema 7. Sean U C R"™ un conjunto abierto y f: U — R. Si f es de clase C? en U entonces las
derivadas parciales cruzadas son iguales, es decir, si 1 < i,j < n se tiene en U

0% f o0 f

8.%1‘833]' N axjafvi '

Teorema 8. Sean U C R" un conjunto abierto y f: U — R. Si f es de clase C* en U entonces las
derivadas parciales de orden k no dependen del orden de diferenciacién.

Por ejemplo, si f € C? en U, entonces
a3f - a3f - a3f
8%1‘(9%]'81’]' N 8:::]83;18:0] N 8xj8xj8xz~’

etc.

Definicion 4.3 Ya hemos definido el gradiente de f: U CR" — R como

of of 6f>'

aigjl ; 87332 goe ey aigjn
Definimos el laplaciano de f: U CR" — R como
0? 0? 0?
Ry

x{ O0xj Oxz,
Definimos la divergencia de F : U C R" — R" (es decir, F = (Fy, Fs, ..., F,)) como

gradf:sz(

laplf = A f =

: oF)  OF, oF,
divF=v.F=2"0 972, :
v v 81’1 + 8:1:2 + + 8xn
Definimos el rotacional de F : U C R3 — R3 (es decir, F = (Fy, F3, F3)) como
€ €& &3
o 9 0 0OF; O0F, OF, 0OF3 0F, OF\T
tF=VxF=det| — L < :( e it N N )
ro X ¢ or Oy 0z oy 0z = 0z or ~ Ox oy

Fy Fy Fjy



Significado geométrico:

1. El gradiente de una funcién escalar f representa “la direccion de maximo crecimiento de dicha
funcién”, y ademas es perpendicular a las curvas de nivel.

2. El laplaciano de una funcion escalar f es un operador diferencial de segundo 6rden, relacionado
con ciertos “problemas de minimizacion” de ciertas magnitudes sobre un cierto dominio.

3. La divergencia de un campo vectorial F' “mide la diferencia entre el flujo entrante y el flujo
saliente de un campo vectorial sobre la superficie que rodea a un volumen”. Si el campo tiene
“fuentes” entonces div F' > 0, si tiene “sumideros” entonces div F' < 0, si se compensa div F' = 0.

4. El rotacional de un campo F' es un operador vectorial que muestra la tendencia del campo
vectorial F' a inducir “rotacion alrededor de un punto”. Si rot ' = 0 en un punto significa que
el fluido no tiene “remolinos” en dicho punto, por lo tanto es irrotacional.

5. Estudio local de funciones de varias variables

Definicién 5.1 Sean U C R"™ un conjunto abierto, £y € U y f : U — R. Decimos que Ty es un
maximo local de f si existe un entorno V de &y tal que f(Z) < f(Zo) para todo & € V; Zy es un
maximo local estricto de f si existe un entorno V' de Ty tal que f(Z) < f(Zoy) para todo & € V\{Zo}.
Decimos que Ty es un minimo local de f si existe un entorno V' de %y tal que f(Z) > f(Zo) para
todo ¥ € V; ¥y es un minimo local estricto de f si existe un entorno V' de Ty tal que f(Z) > f(Zo)
para todo & € V' \ {Zo}. El punto ¥y es un extremo local de f si es un minimo local o un mdximo
local. Los puntos Ty que verifican V f(Zy) = 0 se denominan puntos criticos de f. Un punto critico
que no es un extremo local se denomina punto de silla.

Teorema 8. Sean U C R" un conjunto abierto, Zop € Uy f: U — R. Si f es diferenciable en &y y
f presenta en Zj un extremo local, entonces Zp es un punto critico de f, es decir, V f(Zy) = 0.

Definicion 5.2 Sea f: U C R* — R. Se define la matriz Hessiana de f, evaluada en un punto
pe U, como

*rw) Prw) . @)
8%% O0x9011 0xn0xy
*re) e *fE)
Hf(p) = | 0x10x2 0432 Oxndzy |, P=(p1,p2,...,pn)" €U.
Ffp)  *fm) P f()
0x10x, O0x20x, 02

Recordamos que una matriz A = (a;;)"._; € R™ "™ ge llama simétrica si A coincide con su matriz
J/1,5=1
9
transpuesta, es decir, si a;; = aj;, 1 <14, < n.

Suponiendo que f es de clase C2?, vemos que la matriz Hessiana H f(p) es siempre una matriz
simétrica.
Teorema 9. (Polinomio de Taylor de orden 1). Para f : U C R®” — R diferenciable en %y € U se
tiene

—

F(@o+ ) = £(@o) + Y b (@) + R, ) = f(d0) + - V7 (T0) + Raldo, ).
i=1 !

donde limz R (%o, h)/||h]| = 0.

0



Teorema 10. (Polinomio de Taylor de orden 2). Para f : U C R® — R de clase C? en U y %y € U,
se tiene

f@o+R)=1(@0)+ 3 hig A 3> 836]( 70) + Ra(o, )

7.7_

= f(Z0) + k- Vf(Z0) + LRTHP(70) -+ Ro(do, ),

Ry(&o, h)/|[h]|* = 0.

Los valores propios (autovalores) \; de una matriz simétrica A € R™*" siempre son reales. Ademas,
siempre existe una base ortonormal {v; }}1:1 en R"™, compuesta de autovectores de A:

A’Uj:Aj’Uj’ ’UjGRn7 AJGR,jzl,,n,

SR
<>{ sti=j,

donde limz 750

0, sii#j.

Definiciones. Sea A € R™ ™ una matriz simétrica.

(1) A se llama definida positiva si todos sus autovalores Aj son positivos;

(2) A se llama definida negativa si todos sus autovalores \; son negativos;

(3) A se llama semidefinida positiva si todos sus autovalores \; satisfacen A; > 0;

(4) A se llama semidefinida negativa si todos sus autovalores \; satisfacen \; < 0;

(5) A se llama indefinida si tiene tanto autovalores positivos como autovalores negativos.

Cualquier matriz simética no nula pertenece a una y sélo una de estas clases. La matrix A =0 es
semidefinida positiva y semidefinida negativa a la vez.

Teorema 11. Sean U C R” un conjunto abierto, f : U — R una funcién de clase C? en U,y &y € U
un punto critico de f.

(1) Si la matriz H f(%y) es definida positiva, entonces Zp es un punto minimo local estricto de f.

(2) Si la matriz H f(%o) es definida negativa, entonces Zy es un punto maximo local estricto de f.

(3) Sila matriz H f(Zy) es semidefinida positiva, pero no es nula, entonces Zp es un punto un punto
minimo local o un punto silla de f.

(4) Si la matriz H f(Z) es semidefinida negativa y no es nula, entonces Zp es un punto maximo
local o un punto silla de f.

(5) Sila matriz H f(Z() es indefinida, entonces Zy es un punto de silla de f.

Si H f(Zy) = 0, puede ocurrir cualquiera de las posibilidades: Zy puede ser tanto un punto minimo
local como un punto méximo local o un punto silla de f.

Los criterios de Sylvester para matrices definidas y para matrices semidefinidas per-
miten decidir, a cual de estas clases pertenece la matriz sin necesidad de calcular sus autovalores.

Ver los enlaces:

http://esfm.egormaximenko.com/linalg/quadratic_form_Sylvester_es.pdf

(apuntes de Egor Maximenko)

https://en.wikipedia.org/wiki/Sylvester’s_criterion
(Wikipedia en inglés)

Teorema 12. (Multiplicadores de Lagrange.) Sean U C R"™ un conjunto abierto y f,g : U — R
funciones de clase C! en U. Sean Zy € U, ¢ = g(Zo) y S el conjunto de nivel de g de valor ¢ (es decir,
el conjunto de puntos # € U tales que ¢(Z) = ¢). Supongamos que Vg(o) # 0. Si la restriccién de f
a S (denotada por f|g) tiene un méximo o un minimo local en Zy, entonces existe un nimero real A
tal que

Vf(Zo) = AVg(Zo) -
Los puntos Zy que verifican V f(Zy) = AVg(Zp) se denominan puntos criticos de f|s.

Recordamos que, dado un subconjunto U C R", su clausura U se define como la unién de U con
la frontera de U (ver la Parte 1 de los apuntes).


http://esfm.egormaximenko.com/linalg/quadratic_form_Sylvester_es.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Sylvester's_criterion

Teorema 13. (Localizacién de méximos y minimos absolutos.) Sean U C R"™ un conjunto abierto y
acotado, y f: U — R una funcién continua en U. Entonces los valores méximo y minimo de f en U
se alcanzan en puntos pertenecientes a alguno de los siguientes conjuntos:

(1) los puntos de U en los que f no es diferenciable,

(2) los puntos criticos de f en U,

(3) los puntos maximo y minimo de f|ay.

Teorema 13’. (Localizacién de méximos y minimos absolutos, otra versién.) Sean U C R™ un conjunto
abierto y acotado, A un conjunto abierto que contiene a U y f : A — R una funcién diferenciable
en A. Supongamos que existen ¢ € R y una funcién g tales que oU = {# € R" : ¢(Z) = ¢}, g es
diferenciable en OU y Vg(Z) # 0 para todo & € 9U. Entonces los valores maximo y minimo de f en
U se alcanzan en los puntos criticos de f en U o en los puntos criticos de f|ay.

6. Criterios de existencia de maximos y minimos sobre conjuntos
no compactos

Teorema 6.1 Sea f: A — R una funcion continua sobre un subconjunto A de R™ Aqus A no tiene
que ser ni abierto ni cerrado. Supongamos que ¢ es un punto de A tal que se cumplen las siguientes
hipotesis.

1. f es continua en A;

2. Para todo punto p de acumulacion de A, que no pertenece a A, existe un entorno U de este
punto tal que f(Z) > f(q) si £ € UNA;

3. En el caso de que A no sea acotado, lo mismo se cumple en el infinito. Mds precisamente, si A
no es acotado, entonces existe un radio (grande) R tal que f(Z) > f(§) si £ € A y ||z| > R.

Entonces f alcanza minimo global sobre A.

En particular, la hipdtesis 2 se sigue de la siguiente condicién mas fuerte:

2. Para todo punto p de acumulacion de A, que no pertenece a A, lim f(Z)
T—p,dEA

+o00.

De la misma forma, la hipotesis 2. se cumple si se tiene

3. Si A no es acotado, entonces  lim  f(Z) = +oo.
|1Z]|~00,F€A

Con lo cual, las hipdtesis del Teorema anterior pueden ser sustituidos por las condiciones 1, 2" y 3'.
(Si A no es acotado y se cumplen estas tres ltimas condiciones, con toda seguridad f no va a tener
un maximo global en A, porque tomaria valores arbitrariamente grandes.

Todos los puntos de acumulacién de un conjunto cerrado le pertenecen. Por lo tanto, se obtiene
un criterio més simple para la existencia de minimos globales de funciones, definidas sobre conjuntos
cerrados, pero no acotados.

Teorema 6.2 Sea f: A — R una funcion continua sobre un subconjunto A de R™, que es cerrado y
no acotado. Supongamos que ¢ es un punto de A tal que

f@=f(q) si T€A y |zf >R (1)
Entonces f alcanza minimo global sobre A.
De la misma manera, se tiene también

Teorema 6.3 Sea f: A — R una funcion continua sobre un subconjunto A de R", que es cerrado y

no acotado. Si lim  f(Z) = +oo, entonces [ alcanza minimo global sobre A.
[|Z]|]—o00,ZEA



Es fécil enunciar resultados andlogos para la existencia del méximo global de f (se obtienen de los
anteriores cambiando f por —f). Por ejemplo, en el Teorema hay que sustituir la condicién (1))

por la condicién f(Z) > f(q) si Z € Ay ||z|| > R. En el Teorema [6.3] hay que pedir que el limite de f
en el infinito sea igual a —oo, en vez de oco.

En los problemas, puede ser 1til también la siguiente observacion.

Teorema 6.4 Sea f una expresion polinémica en x1,x2,...,x, de la forma
— m1 ma2 m
fz1,22,... xn) = a2 + apxy® - - + apay™ + g(x1, T2, .. ., Tp)
donde m1,ma, ..., my son pares, todos los “coeficientes principales” aq, s, ..., o, son positivos y

grado(g) < min{my,...,mp}.

Entonces

lim  f(Z) = +oc.
=00

1
Se sigue, por ejemplo, que lim 212+ 2% + 224 — Tayz = +00.
ll(z,y,2)[|—o00 2

1

(aqui n = 3,01 = 1,02 = 2,3 = 5,m1 = 12,m3 = 6,m3 = 4.).

7. Diferenciacién de funciones de R" a R™. La matriz de Jacobi. La
regla de cadena.

Definicion 7.1 Sean U C R"™ un conjunto abierto, £y € U y f : U —> R™. Decimos que f es
diferenciable en Zy si las derivadas parciales de f existen en Ty y si

S (E) — f(@o) — T(Z — Zo)|

hm - = - O )
T | — Zo||
donde T es la siguiente matriz:
ofh .o\ 0h . offr -,
Tl (d0) (@) o g (@)
of2,,, Ofz, 0fa
T = oxr1 (%0) 0x9 (7o) oxy, (%o)
afm — afm — 8fm —
or1 (7o) 0z (7o) 0xy, (7o)

y T(Z — Zy) es el producto de T con & — Zy. La matriz T tiene orden m X n, su elemento en la fila i
y columna j es Of;/0x; evaluada en Zo. Esta matriz se llama la derivada o matriz jacobiana de f
en Iy.

Notacién: T = Df(Zp).

Otra notacién: Si los puntos de U se denotan como ¥ = (z1,...,2,)’ y los puntos de R™ se
denotan como i = (y1,...,ym)”, entonces se escribe
U1
Y2
Yy = :f(xl)"'al‘n))
Ym
9y O oy1
gxl (gmz %zn
9Y2 Oy2 9Yy2
Df(Zy) = —a(yl"“’ym) — | Ox1 Oxx """ Ozn
(a1, ..., Tn)
OYm Oyn ym
Oxr1 Oxo """ Oz
m‘;n
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Observacion 7.2 Si U C R™ es un conjunto abierto y f : U — R es diferenciable en U, entonces
la matriz derivada de f en T tiene 1 fila y n columnas:

o1 (410 24)

Entonces el gradiente de f en & se relaciona con D f(Z) de la siguiente forma:

3(;; ()
rad [(7) = V@) = | - = (Dr@)".

OTn

Teorema 14. (Regla de la cadena.) Sean U C R™ y V' C R™ conjuntos abiertos con Zp € U y
f(Z) eV, f: U—R"yg:V — RF. Si f(£) es diferenciable en &y y g(Z) es diferenciable en
f(#y), entonces la composicién (g o f)(Z) = g(f(Z)) es diferenciable en &y, y se tiene la igualdad de
matrices:

D(go f)(Zo) = Dg)(f (o)) - Df (i) .

~~

kxn kxm mxn

Ejemplo 1. Si g : R — R3, f : R® — R, podemos escribir §(t) = (x(t),y(t), z(t))T. Si definimos
h:R— Rpor h=fog:R— R, entonces

FGH) = £(x(t),y(1), 2(t),
dh Of de Of dy Of dz
dt ozdt oydt T osdt

Ejemplo 2. Si §: R? — R3, f: R3 — R, podemos escribir

_ T
G(x,y,2) = (u(z,y, 2),v(z,y, 2), w(z,y,2))" .
Si definimos h : R* — R por h(z,y, 2) = f(§(z,y,2)) = f(u(z,y, 2),v(x,y, 2),w(x,y, z)), entonces

Oh _Of du  Of dv  Of dw
9z Oudr o0 or  owor
Oh _ 0f ou  0f ov  Of Ow
Oy Oudy Ovdy Ow Oy’
Oh _Of du  Of dv  Of dw
9z Oudz  Ovdz Ow dz

Observacion 7.3 Para deducir el Teorema 5 de la Regla de cadena, basta poner Z(t) = Zo + tv, de
forma que Dz(t) = U para todo t. Entonces tenemos

SIS
=
§L
_l_
~
=
Il
w)
—~
~
[e)
8y
N—
—~
N
Il
w)
&ﬁ
—
8
S
N—
S—
@)
8l
—~
o~
SN—
Il
w,
~
—~
8
=
SN—
S

of
o5

(o) = < f(& +10)|,_ =D (#(0)7 = D (o)t =< V/ (70), > .

Hemos obtenido la siguiente formula para la derivada direccional de f en Xy en la direccion v:

of

55 (7o) = Df(E0)7 = (V (). 7).

Teorema 15. Sean A, B C R" dos conjuntos abiertos. Sean

f+A— B, g:B— A
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funciones inversas una a otra (es decir, f o g(Z) = & para todo & € Ay go f(y) = ¢ para todo i € B).
Sipy € A, go = f(Po) € B, f es diferenciable en py y la matriz jacobiana D f(pp) no es singular,
entonces g es diferenciable en gy y

Dy(q@) = [Df(50)] "

En otras palabras, si ¥ = f(Z), x € A, entonces & = ¢(¥), y € B, y

O(x1y...,xp) _ [3(?/1,-",?/71)]—1.

oW1, Yn) o(x1,...,7p)
8. Integracién en R"
Definicién 8.1 Sea R un rectdngulo n-dimensional R = [aj,b1] X [ag,b2] X -+ X [an,by], con
a; < b, parai=1,...,n. Se define el volumen n-dimensional de R como

R = (b1 — ar)(by — as) -+~ (bn — an).

Observacién. Habitualmente la dimension n serd dos o tres, por lo que estaremos trabajando con
subconjuntos del plano o del espacio. Si n = 2, la medida de R es el drea de R. Si n = 3, la medida de
R es el volumen de R en el sentido usual.

Definicién 8.2 Un conjunto A de R™ se dice que tiene volumen cero (n-dimensional), y lo escri-
biremos |A| = 0, si para cada € > 0 existen rectangulos n-dimensionales Ry, Ra, ..., Ry, tales que

ACRIURyU---UR,, Y |Ri| + [Ro| 4 -+ |Rim| < €.

Diremos que una propiedad se verifica en casi todo punto de B si el conjunto de puntos de B que
no verifican esa propiedad tiene medida cero.

Definicién 8.3 1) Una particion P del rectingulo n-dimensional R es una particion de cada uno
de los intervalos coordenados [a;, b;], de modo que expresamos R como union de subrectingulos R =
UM R;.

2) Dada una particion R = UfilRi de R, entondemos por su rango el mdzrimo de los diametros
de los subrectangulos R;. Estd claro que se puede encontrar particiones de R de rangos tan pequenos
COMO qUEeramos.

Sea R un rectangulo n-dimensional, f : R — R una funcién y sea P = Uf\LlRi una particion de R.
La suma de Riemann de f que corresponde a una particion P es la suma finita

S:Zf(fi)-\Ri\, (%% *)

donde los puntos Z; € R; se eligen de forma arbitraria.

Definicion 8.4 Sea f : R — R una funcidn en un rectangulo n-dimensional R. Vamos a decir que
f es admisible si estd acotada en R y es continua en R salvo en un subconjunto de R de volumen
n-dimensional 0.

Definicion 8.5 Sea f una funcion admisible en R, siendo R un rectangulo n-dimensional. Se puede
demostrar que entonces existe un unico numero I tal que, dado cualquier € > 0, se puede encontrar un
0 > 0 tal que cualquier suma de Riemann (***) que corresponde a cualquier particion de R de rango
menor que § satisface

IS —1I|<e.

Al nimero I lo llamaremos la integral (definida) de f en R, y lo escribiremos

bn b1
I:/f:/f(:zl,...,xn)dxl-'-d:vn:/ flxy,. .. xp)dzy - - day, .
R R an a

1
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Teorema 16. (Teorema de Fubini para el caso de dos variables). Sea
R = [al,bl] X [ag,bg] = {(x,y)T S R2 1T e [al,bl], Yy < [ag,bg]}

un rectangulo 2-dimensional. Si f es una funcién admisible en R entonces

/sz/:( " s ar)ar= [ ( jlf(w,y)dw)dy-

2 a a

Ejemplo 8.6 Sea f(z,y) = z*y® Calcular la integral [[ f(z,y) dzdy, donde R = [0,1] x [0,2].
y=2

Solucion:
1 2 1,4 1
2.3 2.3 Y 2 4 3
g = _— = 4 = —
//:r:y dx dy /O(/Oxy dy)dx /0(4y )dw /0 x“ dx 3:1:

Noétese el uso del simbolo [ para denotar la integral de una funcién de dos variables.
Teorema 16’. (Teorema de Fubini, caso general). Sea

r=1 4

0 =0 3

R = [al’bﬂ X [a2’b2] X oo X [an,bn] = {{fE R":z; € [al,bl], To € [az,bg}, o, T € [an,bn] }

un rectangulo n-dimensional. Lo representamos como R = Ry x Ry, donde Ry = [a1,b1] x - - - X [aj, bj]
y Ro = [aj41,bj41] X -+ X [an, by]. Si f es una funcién admisible en R entonces

Jr= [ (] rena)i=[ (] suir)a,

donde z = (z1,...,2j) e y = (Tj41,...,%n)-
En el caso de 3 variables, cuando R = [ay,b1] X [ag, ba] X [as, b3], podemos poner

Ry =[a1,b1] x [az,b2], Rz = las,bs],
6 bien
Ry =[a1,b1] x [a2,b2], Ra = [ag,ba] X [a3, bs].

En el primer caso, el Teorema de Fubini nos da la férmula

///f—// (/ f(w,y)dy>d:v—/ (// f(rﬂ,y)dw)dy,
R la1,b1]x[a2,b2] [a3,b3] [a3,b3] la1,b1]x[az,bz]

es decir, el calculo de una integral triple se reduce al calculo simbdlico de una integral una integral
simple de una funciéon de una sola variable y luego a una integral doble.

Noétese que el simbolo f f f se utiliza para denotar la integrales de funciones de tres variables. En
un contexto mds abstracto, se utiliza también la notacién [, f(Z) dZ para la integral de una funcién
de n variables.

Por una regién en R" entendemos un subconjunto abierto de R™.

Definicion 8.7 Sea D es una region acotada en R™, cuya frontera tiene volumen 0. Sea f una funcion
admisible en D se define la integral de f en D como

/szij*,

donde R es cualquier rectdngulo n-dimensional que contenga a D y f* es la funcion definida en todo

R™ como
ey ) f() sizeD
f(x)_{() siz ¢ D.

13



Teorema 17. Sean f,g funciones integrables en la region acotada D y sea ¢ € R una constante.
Entonces

(i) f + g es integrable en D y /(f+g):/f+/g,
D D D
(13) cf es integrable en D y/cf:c/ f,
D D
(7i7) Si f < gen D, entonces/ fg/ g,
D D

)

(iv) | f| es integrable en D y /D‘ﬂz)/Df

(v) f- g esintegrable en D y (/ng)2 < </Df2>(/Dg2>.

Observaciones. Las propiedades (i) y (ii) nos indican que el conjunto de las funciones integrables
en D es un espacio vectorial y la integral es un operador lineal en este espacio. La propiedad (v) se
denomina desigualdad de Cauchy-Schwarz. La propiedad (ii¢) implica, en particular, que [ pf=>0
sif>0en D.

Ejercicio. Se define el producto directo

DxD= {(xl,xg,.. .Hfgn) : (1'1,.%'2,. . a:n) eD, (a:n+1,a:2,...x2n) S D}

Sean f, g funciones integrables en D. Demostrar la desigualdad de Cauchy-Schwarz a partir de la
obvia desigualdad

/ (f(@)g(y) — 9(2) f(y))? dady > 0.
DxD

Lema 1.

(1) Se obtiene una definicién equivalente de conjuntos de medida cero si se toman recténgulos abiertos
(o bolas abiertas o bolas cerradas) en vez de rectangulos cerrados.

(2) Si AC By |B| =0, entonces |A| = 0.

(3) Si A es un conjunto finito o numerable y compacto, entonces |A| = 0. Se dice que A es numerable
st A ={dy,ds,...}, donde {a@,} es una sucesion de puntos (finita o infinita).

(4) La unién finita de conjuntos de medida cero tiene medida cero.

(5) Si A C R™ es una grafica de una funcién continua:

A:{(Il,l‘z,...,ﬁCn)Z (331,1’2,...,1771_1)69, xn:f($15$27"'7xn—1)}7

donde f estd definida en un subconjunto compacto € de R"~! y es contunua, entonces |A| = 0.

Se puede demostrar también que |A| = 0 si A es un conjunto compacto infinito, pero numerable,
es decir, A = {dy,do, ...}, donde {@,} es una sucesién de puntos en R™.
Corolario 1. La unién finita de curvas en R" tiene medida cero si n > 2. La unién finita de superficies
en R" tiene medida cero si n > 3.

Definicién 8.8 Si la region acotada D verifica |0D| =0, se define la medida de D como |D| = [, 1.
Por tanto, si D C R?, [, 1 es el drea de D y, si D CR3, [,1 es el volumen de D.

El siguiente resultado proporciona un método préctico del célculo de integrales de funciones de 2
variables.
Teorema 18. Sea D un conjunto acotado en R?, cuya frontera tiene area cero. Fijado un z € R,
denotamos
Dye={yeR: (z,y9)T € D}.

Sea X (D) la proyeccién de D sobre el eje & (normalmente, es un intervalo).
Si f: D — R es una funcién admisible, entonces

J[r@waay= [ ([ i)
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Ejemplo 8.9 Sea D el tridngulo acotado por el eje x, la recta x = 1 y la recta y = 2x. Calcular
ffD xy dz dy.
Solucion: La proyecccion X (D) del tridngulo D sobre el eje x es el intervalo [0,1]. Dado un
x €[0,1], D,. es el conjunto de puntos y € R tales que el punto del plano (z,y)”T pertenece a nuestro
y=2x

tridngulo. Luego Dye = [0,2z]. Aplicando la férmula, obtenemos:
1 2 1 2 1
1
//a:yda;dy:/ (/ mydy)dx:/ (ﬂ >dx:/2x3dx:.
D 0 0 0 2 |- 0 2
En este ejemplo, la integral doble se reduce a una integral iterada, donde la integracion respecto

de y es interior y la integracion respecto de x es exterior. Podemos hacerlo en otro orden. Si fijamos
un y € R, se define

0

Doy ={z €R: (2,y)" € D}.

Entonces se tiene la férmula

[ s arar=[ ([ i) a

donde Y (D) es la proyeccién de D sobre el eje y. En el ejemplo anterior, el intervalo Y (D) es el
intervalo [0,2], y Dey = [y/2,1] para todo y € [0,2]. Si calculamos la integral doble de esta forma,
obtenemos:

)

//l):vydxdy:/()z(/y;xydx) dyz/j(iy

x=y/2

Por supuesto, la respuesta es la misma.

Férmulas para las integrales triples Dada una regién acotada D en R3, denotamos por X (D)
la proyeccién de D sobre el eje x, por XY (D) la proyeccién de D sobre el plano zy, etc.
Fijado un g € R, ponemos

Dyjee = {(y,z) eR?: (Jjo,y, Z)T € D}

Es la proyeccion de la interseccién de D con el plano x = xy (paralelo al plano yz) sobre el plano yz.
De la misma forma, fijado un punto (zg,yo) en R?, ponemos

Dygyoe = {2 € R: (0,90,2)" € D}.

Es la proyeccién de la interseccion de D con la recta z = xg,y = o, paralela al eje z, sobre el eje z.
Con esta notacion, se tienen las formulas

///jjf(x7y’z) dxdydz:/X(D) dx //z..f(x,y,z) dy dz;
///Df(m,y,z) dmdydz://xy(D) d»””dy/DM.f(:v,y,z) dz,

que reducen el cdlculo de una integral triple a un calculo consecutivo de una integral simple y una
doble.
Cambiando el orden de integracion, se puede escribir mas férmulas de este tipo, por ejemplo:

///Df(x’y’z) dxdydz_/Z(D) dz //"Zf(w,y,z) dx dy,
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/// f(z,y,2) dxdydz—/ dr dz // f(z,y,2) dedz,
D XZ(D) ez
etcétera.

Teorema 19. Sea D una region acotada. Si las funciones f y g son integrables en D y son iguales en
casi todo punto de D, es decir, el conjunto {x € D : f(x) # g(z)} tiene volumen n-dimensional cero,

/ /
D D

Teorema 20. Si f estd definida en una regién acotada D, es admisible y m < f(z) < M para todo
x € D, entonces

1MMSAf§MWM

Teorema 21. Sea f una funcién admisible en la regién acotada D. Si f(z) > 0 para casi todo = € D
y existe un punto xg € D con f continua en xg y f(xg) > 0, entonces

/Df>0.

Teorema 22. Sean D una regién acotada y f una funcién definida en D. Si D es la unién de las
regiones de interiores disjuntos D = Dy U ---U Dy, con |0D;| = 0 para i = 1,...,k, entonces f es
integrable en D si y sélo si es integrable en D; para i =1,...,k. Adema&s se tiene que

sk

Definicién 8.10 Sean Q* un dominio en R"™ y & = T(u) una transformacion diferenciable, donde
T:Q* — R". El jacobiano de T es el determinante de la matriz derivada de T, es decir,

8("Bh s 7xn)

JT (@) = det D)

= det(DT (1)), ueQ".

Teorema 24. (Teorema de cambio de variable). Sean Q* y Q regiones acotadas de R" y T': Q* — Q
una transformacién biyectiva de clase C''. Entonces para toda f integrable en Q se tiene

/ﬂawz/f@@NW@mm
Q Q*

donde & = (z1,...,2,) y U = (u1,...,up).

Observacion 1. El Teorema de cambio de variable sigue siendo cierto si las hipdtesis de biyectividad
y diferenciabilidad dejan de cumplirse en conjuntos de medida cero.

Observacién 2. Si T~! denota la inversa de la aplicacién diferenciable T', del Teorema de la funcién
inversa se deduce (JT(@)) - (JT H(T(7))) =1, t € Q*.

Cambio a coordenadas polares. Este cambio viene dado al pasar de las coordenadas cartesianas
(z,) €R?a (r,0), conr >0y 0 <6 <27, mediante las férmulas:

x =rcosb, y=rsenf.
El determinante jacobiano del cambio es r.

Cambio a coordenadas cilindricas. Este cambio viene dado al pasar de las coordenadas cartesianas
(,9,2) €ER3a (r,0,2),conr >0,0<60 <21y 2z € R, mediante las férmulas:

xr =rcosf, y=r1send, z=2z.
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El determinante jacobiano del cambio es r.

Cambio a coordenadas esféricas. Este cambio viene dado al pasar de las coordenadas cartesianas
(z,9,2) ER%a (p,p,0),conp>0,0<p<2ry 0<6 <7 mediante las férmulas:

T = pcosp senf, y=pseny send, z=pcosh.
El determinante jacobiano del cambio es p?sen 6.

APLICACIONES DE LA INTEGRAL EN DIMENSION n.

Valor medio. Si D es una regién acotada en R" y f es una funcién integrable en D se define el
promedio o valor medio de f en D como

1 Y
\m/Df‘fDl'

Centro de gravedad. Si un cuerpo ocupa una regién del espacio D y en cada punto (z,y,z) € D su
densidad es p(x,y, z), se define su centro de gravedad o centro de masa (y lo denotaremos por
(7,9,7)), como

1
T = M///D zp(x,y, z) dedydz ,
1
Y= M///D yp(z,y, z) dedydz
_ 1
Z= 57 ///D zp(z,y, z) dedydz

donde M es la masa del cuerpo, que puede calcularse como M = [[[, p(x,y, z) dedydz.

Momento de inercia. Si un cuerpo ocupa una regién del espacio D y en cada punto (z,y,z2) € D
su densidad es p(z,y, 2), se define su momento de inercia respecto del eje E (y lo denotaremos
por Ig) como

o= [[[ dist (2., Bola,y. ) dodyz.
D

donde dist ((x, y, z), F) es la distancia del punto (x,y, z) al eje E. Recordemos que dist ((,y, z), X)? =
Y24 22, dist ((z,9,2),Y)? = 22 4+ 22 y dist (2,9, 2), 2)* = 2® + .
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