Matematicas I. Ingenieria Quimica. Curso 2016/2017

Hoja 4 : Funciones de varias variables

Maximos y minimos

1.- (a) Hallar todos los puntos criticos de la funcién f(z,y) = x* + y* — 4y + 1. Averiguar si existen
el maximo y el minimo de esta funcién.
(b) Comprobar que la funcién f(z,y) = €* cosy no tiene puntos criticos en R?.

2.- Determinar todos los puntos criticos de la funcién f y su caracter (si son maximos locales, minimos
locales o puntos silla):

(a) fz,y) =3 —a® —y* — a'y?.

(b) f(x,y) = 2> + 3> + 3zy.
(c) f(:my) = ™ + 2.
(d) flz,y) =2y + 5+

3.- Comprobar que la funcién f(x,y) = 2?y? tiene un minimo absoluto en todos los puntos de los ejes
x ey pero que, sin embargo, el criterio de la matriz Hessiana para los extremos locales es inttil porque
no nos proporciona ninguna informacion en este caso.

4.- Calcular el minimo y el maximo de la funcién f(x,y) = 622 + 4zy + 3y* sobre la circunferencia
2% 4+ y? = 1. Encontrar los puntos donde se alcanzan.

5.- Sean m, n, p, a constantes positivas. Calcular el minimo y el maximo de la funcion
fla,y,z) = a™y"2

sobre el conjunto x +y+z=a,x >0,y >0, 2 > 0.

Integracién de funciones de varias variables

6.- Evalua las integrales dobles siguientes, donde R es la regién acotada por las ecuaciones que se dan
en cada caso (habra que elegir el orden de integracién méas conveniente).

L [[pay?dA; y=a,y=0z=1
2. [pRr+4y+1)dA; y=2a* y=2a°
3. [[p2xydA; y=2a y=812=0
7.- Invierte el orden de integracién en las integrales iteradas siguientes:
1. fo fo (z,y) dz dy

2. fo fl (z,y)dy dx
8.- Usa coordenadas polares para evaluar las integrales siguientes:

L [, e*" %" dA, con R la corona circular de radio entre 1 y 2.

2 V8—a?
2. fo J. 5+:Jc2+y dydz .

9.- Dibuja la region tridimensional de integracion correspondiente a la siguiente integral triple:

6 p4—2z/3 3—x/2-3y/4
[ F(z,9,2) dz dyda
0 0 0

10.- Expresa la integral del ejercicio anterior como integral iterada en el orden dy dx dz



11.- Calcula fol fol 02_$2_y2 xye® dz dx dy

12.- Calcula [[] R 2"t qV donde R es el cilindro de base circular de radio 2 centrada en el origen
y altura 0 < z < 5.

13.- Calcula fffR e® T+ 4V con R la parte en el primer octante de la esfera de radio 1 centrada en
el origen. ;Y si se cambia R por toda la esfera de radio 17

14.- ;Qué integral triple habria que plantear para calcular el volumen de una esfera de radio p en
coordenadas cartesianas? ;Y en coordenadas esféricas? Calcula el volumen de dicha esfera.

Hallar el valor de las siguientes integrales, determinando y dibujando en cada caso el
recinto de integracion.

15.- [,(22 + 3y + z) dedy dz con Q = [1,2] x [~1,1] x [0, 1].

16.- fT 22 cos z dx dy dz siendo T la regién limitada por los planos x = 0,y = 0,2 = 0,2 = m,x+y = 1.
17.- [,z y? z* dx dy dz siendo Q el sélido limitado por la superficie z = 2y y los planos y = z,z =1y
z=0.

18.- |,z y+/zdx dydz siendo el sélido limitado por la superficie y = 2% y los planos y = z,y =1y
z=0.

Calcula los siguientes volimenes:

19.- volumen de la interseccién del cilindro 22 + y? < 4 y la bola 2% + % + 2% < 16;
20.- volumen del s6lido limitado por los conos z =1 — /22 + 32 y 2 = —1 + /22 + y?;

21.- volumen de la regién limitada por el paraboloide z = 2% + 9? y el cilindro 2? + > = 4 en 2 > 0;

Solucién: 19) 327(8 — 3v/3)/3; 20) 27/3; 21) S8m;

En cada uno de los siguientes casos, la integral fQ f(z,y,2)drdydz de la funcién positiva
f se reduce a la integral iterada dada. Dibujar la regién de integracién 2 C R? y su
proyeccién sobre el plano z = 0. Escribir entonces la integral como una o varias integrales
iteradas en las que integracién se hace en el orden dz dx dy.

22.- fol (fox (foy f(z,y, 2) dz) dy) dz.
23.- fol ( 0172 ( O‘Hy flx,y,2) dz) dy) dx.

24.- fol (fol <f0$2+y2 f(x,y,2) dz) dy) dx.

Utilizar coordenadas esféricas para calcular las siguientes integrales triples. Dibujar el
recinto de integracion en cada caso.

25.- [[], B m dx dy dz, siendo B la bola de radio 3 centrada en el origen de coordenadas.
26.- [[[ xyzdedydz con C = {(z,y,2) € R :a?+y*+ 22 <1, x,y,2 > 0}.
27.- fffD(xz +y? + 2%) dx dy dz, siendo D la corona entre las esferas de radios a y 2a.

Determinar y dibujar el recinto de integracion y hallar el valor de las siguientes integrales,
cambiando a coordenadas cilindricas.

28.- [[[,(2* +y?) dx dy dz, siendo Q el s6lido limitado por la superficie 22 +y* = 2z y el plano z = 2.



29.- fo dx dy dz, siendo € la regién limitada por los planos coordenados, z = 22 +y* y o +y = 1.

30.- f f fﬂ(gf + 2?) dx dy dz siendo © un cono recto de revolucién, de altura h, base de radio a > 0
situado en el plano z = 0 y eje en el eje Z.

31.- Hallar la matriz de D f(a) en cada uno de los siguientes casos:
() f(z,y) = (y,2,2y,5> = 2*)T, a = (1,2)".

(b) f(m,y) = (sen(m + y),COS (l’ - y))Tv a= (ﬂ-’ _7T/4)T'
(c) flz,y,2,t) = (V2 + 22, Va2 + 22,22 + y? + 22 = 9¢H) T, a = (4, 3, %,S)T.

32.- Sea F(z,y) = f(u(z,y),v(z,y)) con u = 5% v = 22 Aplicar la regla de la cadena para calcular

VF(x,y) en funcién de las derivadas parciales de f, % y %.

33.- Las relaciones v = f(z,y), ©* = x(t) e y = y(t) definen u como funcién escalar de ¢, digamos
u = u(t). Aplicar la regla de la cadena para calcular la derivada de u respecto de t cuando

flz,y) = e coszy?, x(t) = cost, y(t) = sent.

34.- La sustitucién t = g(z,y) convierte F(t) en f(x,y) = F(g(z,y)). Calcular la matriz de Df(x,y)
en el caso particular en que F(t) = ¥ y g(z,y) = cos (z? + y?).



