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Hoja 2

Teorema fundamental del Álgebra

1.- Encontrar todas las ráıces complejas de los polinomios indicados. Calcular sus multiplicidades.
Escribir la factorización de estos polinomios en un producto de polinomios de grado 1. ¿Son únicas
estas factorizaciones?

(a) z3 − z2 − 5z − 3, (b) z3 − z2 + iz − i,
(c) z3 − 2z − 4, (d) z3 + 3iz2 − 3z − i.

Cálculo: Funciones de una variable

2.- Encuentra el dominio de las siguientes funciones.

(a) f(x) =
1

x−
√
1− x2

, (b) f(x) =
1

1− log x
,

(c) f(x) =

√
5− x

log x
, (d) f(x) = log(x− x2).

Respuesta.- (a) [−1,−
√
2/2) ∪ (−

√
2/2,

√
2/2) ∪ {−

√
2/2}.

3.- Calcula los ĺımites siguientes:

(a) ĺım
x→1

cos πx

x2 − 4 + log(x)
, (b) ĺım

x→1−

x2 − 2

x− 1
,

(c) ĺım
x→+∞

x3 + 2x+ 5

2x3 − 2x2 + x+ 3
, (d) ĺım

x→−∞

x2 + 1

3x3 + 2x
.

4.- Calcula qué valor debe tener c para que la función f(x) =

{
arctanx, para x ≤ 1
log x+ c, para x > 1

sea continua, y dibuja la gráfica de f para ese valor.

5.- Si f(x) = sen(x) y g(x) = 1 − x2, entonces una de las dos posibles composiciones f ◦ g ó g ◦ f
coincide con la función h(x) = cos2(x). ¿Cuál de ellas es?

6.- Discute la existencia de los ĺımites siguientes y calcula su valor cuando sea posible:

(a) ĺım
x→∞

x3 + 4x− 7

7x2 −
√
2x6 + x5

, (b) ĺım
x→∞

(3x2 − 1)2(x+ 7)3

x7 + 6
,

(c) ĺım
x→∞

√
x2 + 5

x2 − 7
, (d) ĺım

x→∞

(√
x2 + 4x− x

)
,

(e) ĺım
x→∞

ex

ex − 1
, (f) ĺım

x→−∞

ex

ex − 1
,

(g) ĺım
x→0+

e1/x, (h) ĺım
x→0−

e1/x,

(i) ĺım
x→0+

1− e1/x

1 + e1/x
, (j) ĺım

x→0−

1− e1/x

1 + e1/x
,

(k) ĺım
x→2−

x
x2−4

, (l) ĺım
x→1

|x−1|
x−1 ,

(m) ĺım
x→0

cos 1
x2 , (n) ĺım

x→0+

√
x sen 1

x .



7.- Discute la existencia de los ĺımites siguientes y calcula su valor cuando sea posible:

(a) ĺım
x→+∞

x3 + 4x− 7

7x2 −
√
2x6 + x5

, (b) ĺım
x→+∞

(3x2 − 1)2(x+ 7)3

x7 + 6
,

(c) ĺım
x→+∞

log(x)
3
√
x+ 3

√
3
, (d) ĺım

x→0

1− e1/x

1 + e1/x
,

(e) ĺım
x→0

e1/x, (f) ĺım
x→0

e(−1/x2),

(g) ĺım
x→+∞

ex/2

x10 + 48
, (h) ĺım

x→−∞

e−2x

√
x18 + 1

.

8.- Encontrar un ejemplo de funciones f , g, definidas en R, tales que

ĺım
x→+∞

f(x) = +∞, ĺım
x→+∞

g(x) = −∞,

y para las que, sin embargo, ĺımx→+∞
(
f(x) + g(x)

)
no existe.

Indicación: Hacer que (por ejemplo) se tenga f(x) + g(x) = sen(x).

9.- Calcula cuánto valen los ĺımites siguientes. (Ayuda.- simplifica factores comunes).

(a) ĺım
x→2

√
x−

√
2

x− 2
, (b) ĺım

x→1

x2 − 1

3−
√
x2 + 8

.

10.- Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

(a) y = log
x2 − 1

x2 + 1
, (b) y = sen(log x), (c) y = log(x2 log3 x),

(d) y = 2x (Ayuda: usar ab = eb log a), (e) y = xx .

11.- Calcula los siguientes ĺımites:

(a) ĺım
x→0

tan3 x

x4 + x3
, (b) ĺım

x→0

(ex − 1)2 sen2 x

tan3 x
, (c) ĺım

x→0

1− cosx+ x2

2x2
.

12.- Se considera la función f(x) = x3 − 3 x2 − 9 x+ 1 en el intervalo cerrado [−2, 6]. ¿Cuáles son los
valores máximo y mı́nimo que alcanza f en dicho intervalo?

13.- Demuestra que la ecuación 6 x5 + 13x+ 1 = 0 tiene exactamente una ráız real.

14.- Una función muy utilizada para representar el tamaño de un cultivo de microbios a lo largo del
tiempo es la llamada función loǵıstica:

y = f(t) =
k

1 + ae−bt
, para t > 0 (a, k, y b son constantes positivas).

a) Representa la función y = 100
1+2e−t , para 0 < t < 5.

b) Halla el instante en que la velocidad de crecimiento es máxima.

c) ¿A qué tamaño tiende la población?

15.- En una reacción bioqúımica controlada por una enzima, la velocidad (v) de conversión de una
sustancia (para una cantidad fija de enzima) viene dada por

v = f(s) =
as

k + s
, para s > 0, a y k son constantes positivas,

donde s es la concentración del sustrato que está siendo convertido. Esta función se conoce con el
nombre de función de Michaelis-Menten.
a) Representa gráficamente la función en el intervalo 0 < s < 3k.
b) Halla el ĺımite cuando s → ∞ de la velocidad de conversión y calcula cuál debe ser la concentración
del sustrato para que la velocidad de conversión sea la mitad de este valor.



16.- Calcula el polinomio de Taylor de órdenes 1, 2 y 3 de la función f(x) = log(1 + x) respecto del
punto x0 = 0. Evalúa dichos polinomios en x = 0.01, y compara con f(0.01).

17.- ¿Cuál es el polinomio de Taylor de orden n de la función f(x) = sin(x) respecto del punto x0 = 0?
¿Y respecto de x0 = π/2?
18.- La concentración de ox́ıgeno en un estanque contaminado con un residuo orgánico viene dada por
la función:

y = f(t) =
t2 − t+ 1

t2 + 1
, para 0 ≤ t < ∞, (t representa el tiempo en semanas).

a) Haz un esbozo suficientemente detallado de la gráfica de f .
b) Halla los instantes en los que se alcanzan las concentraciones máxima y mı́nima.
c) ¿En qué instante la velocidad de crecimiento de la concentración de ox́ıgeno es máxima?

19.- Sea f una función definida en R tal que f ′ existe en todo punto y es continua. Se conoce que

f(−1) = 0, f(0) = 2, y f(1) = 0.

¿Cuál(es) de las siguientes afirmaciones se verifica(n) siempre?

(i) Existe un a ∈ [−1, 1] tal que f ′(a) = −2;
(ii) Existe un b ∈ [−1, 1] tal que f ′(b) = −1;
(iii) Existe un c ∈ [−1, 1] tal que f ′(c) = −3.

20.- Las granjas de patos contaminan el agua con nitrógeno en forma de ácido úrico. Se hace un
seguimiento del nivel de ácido úrico (y) de un ŕıo, cerca de una de estas granjas, a lo largo del tiempo
(en meses). Este nivel de ácido úrico se puede describir, durante un buen peŕıodo de tiempo, mediante
la función:

y = f(t) = 4 log(t+ 1)− 5 log(t+ 2) + 10 para t ≥ 0.

a) ¿Cuál es el nivel de ácido úrico al comenzar el seguimiento?
b) El nivel de ácido úrico, ¿crece o decrece en los primeros meses? ¿Cuándo alcanza su nivel máximo
o mı́nimo? ¿Cuál es este nivel máximo o mı́nimo?
c) Realiza una representación aproximada y razonada de la evolución del nivel de ácido úrico durante
el peŕıodo [0, 24] (los dos primeros años).

21.- Dos especies de paramecios (paramecium aurelia y paramecium caudata) compiten en un nicho
ecológico por los mismos recursos. El número N de individuos en un mililitro de paramecium caudata
en este ecosistema viene dado aproximadamente por la función:

N(t) = 50(6t+ 1)e−2t (t = tiempo en d́ıas).

a) ¿Cuál es el número de individuos de paramecium caudata al empezar el estudio?
b) Calcula el número máximo de individuos e indica justificadamente cuándo se alcanza.
c) ¿Qué ocurre con la población a largo plazo?

22.- Una fábrica de bolleŕıa industrial determina, tras un estudio, que si y es el nivel de glucosa en
sangre de un adulto normal (medido en miligramos por cent́ımetro cúbico), la función y = f(t) =

7+4te−
√
t describe aproximadamente la evolución de dicho nivel de glucosa para tiempo t > 0 (medido

en cuartos de hora) después de la ingesta de un bollo en el instante t = 0.

a) ¿Cuál era el nivel de glucosa inicial?
b) ¿En qué instante el nivel de glucosa en sangre alcanzará un máximo?
c) ¿Qué valor máximo de concentración de glucosa llegará a alcanzarse?
d) Una empresa farmacéutica está interesada en conocer también en qué instante el ritmo al que el
organismo hace bajar el nivel de glucosa de la sangre es lo más veloz posible. ¿Cuál es este instante?
e) ¿Qué ocurre, según este modelo, con la concentración de glucosa en sangre si se deja pasar una
cantidad muy grande de tiempo?
f) Dibuja del modo más preciso que te sea posible la gráfica de la función y = f(t) = 7 + 4te−

√
t.

En este apartado, se pide que tomes t en todo el dominio de f , y que hagas los cálculos necesarios
para justificar la respuesta. La gráfica que dibujes debe no contradecir las respuestas de los apartados
anteriores.


