40

Cap. II. Limite. Continuidad

§ 4. Operacién de hallar los limites

41

§ 4. Operacion de hallar

los limites.

Comparacién de las magnitudes
infinitesimales .

Funciones de argumento entero

En los ejercicios 245—267 hallar los limites.

245, lim 21 246, 1fm 210

n—»>o00 —00 =L

., (n+13—(n—1)3 . n3—100n24-1
247. Nim e T 1 248. lim — 5 en

. 1000n3 - 3n2 . (n+1t—(n—D1?
249. wmw 0,001n% — 10073+ 1 250. wmw T DAF (n—1)%
= (2n+1)4—(n—1)% ., Vndf2n—1t
9
1. lm oy P2

5 I )2

953, 1tm Lotn 954, 1fm Y/ PEitn)

Ti—+00 3INL.H =00 .v\ NNQITA

- S22t 1-ty nd1
255, 1lim ——=v S .

nooo Y A8 bRE4-2—y n71-3n84-1

n!

956. 1im Lt 1_ @1 957, 1im

nso VWA 2—1/ 731 neoo; (R DI—rl

§+mv_+§+:_ (L2 (n D!

258. lim = mgr——- 259 MM o
14 \w+ F
260. lim 5
Tn—00 \—llll_l l_l n
261. = c+m+&+ < n).
262. :EA Lt +=l|m$.
263. lim (- mighm.:lm: ).
] 1 1
264*. lim A.a|. w S e (n—1)n v 2

n-»c0

263. —_—t o
B rBA + + +ﬁmal£ hm:-_-:v

Mn—>00

i

on—1 - 2" —1
266. lim 5. 267. lim =5
Nﬁ. |_|a.

n—->

Funcién de argumento continuo

En los ejercicios 268—304 hallar los limites.

2 [ 3
268, lim =9 ; AE
lim 23 269. lim (=7 +1).
270. lim —%—. i 8
Timbges 271. aw_Em e
279, ljm S=2etl 973, 1lim B3 t2r
ol 83—z f el *—z—b6
974, 1im E=0V2—z 8z%—1
mel @1 e
X
3 9
lim 34+ x—2 ) : 1 3 v
a1 T3—a2—z--1 211. WWW A l—z 1—a3 )"
- 1 1
lin — g
HWW z (z—2)2 2—3z-+-2 |°
a ) il 5
lim z4-2 5. r—4
gl I oy S Y P PR w
. m—1{ 2
lim M: - (m y n son nimeros enteros).
x-=1 -
3 4 5
14 3tz ot —D5z
g P o 282. lim ——7
P 2 {4 2—3238
limet s 4, 1i _
e T & M rhres
3 3 r2
lim (—2——z] . A .
Yoo A z24- 1 h\ 286. _.Hlmﬂwe 222 —1 2x-+1 v "
: B2 2z —1) (3224 z4-2)
1 —v T a (2z 1
s RPr a2 =
li EE D10 @204 - (a100)10
w00 o104 1010 ’
lim Y 290. lim Vi1

xotoo VEtz—z woco Y T 1 — Y A1
. VT FayY 231
xotoo Y B LT 41—z
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3 5 )
, YAr3—y+4 . Vitat—1 319,
292. Wﬂw Vorri . 293. W.Hw - .
295, 1imLati=L, 205, et 2t it 321.
£+0 a? wod VBA16—4
206, lim YE2—1=2 207. lim 22V 2 A
x—+5 z—35 x—>1 .—\.Hl»
208, lim VEIE—Vz 299, lim Y21EZ=1 920
T he0 h ) T x0 2 ' 397
3,7 3 . .
300, lim A =f=¥1=%f  301. lim VEb=Va—b ).
x>0 < x—>a T8
(n y m son nimeros enteros). 329
304, 1im Lre Vit 331
1 r—1 i ‘
“395- ;De qué manera varian las raices de la ecuacion cuadrada 333
az? +bx +¢c=0 cuando b y ¢ conservan sus valores constantes ‘
(b =0) yla magnitud a tiende a cero?
En los ejercicios 306-—378 hallar los limites. 335
306. lim (Y7 ra—Vo. 307. lim (V&1 -V &1, .
308. lim (Y Z+1—z)%. 309. lim z (Va2 1—2a).
HI\vHoo . x40 “.w.ﬂl..
310. lim (V/ (x +a) (x4-b)—2)-
311. lim C\Hml\w&l»|e\..~,.m|q.&+uv. 338.
X0
312, lim (/ @+ 02—y (¢ -1~
S 340.
313. lim z2 (V22 1=V 2—1).
lim 2% (V& +1=V&—1) 342,
314, lim 2222, 315. lim 22, 343.
x-0 F PR
316, i -Snos., 317. lim 2%, 344.
xap Senfz Ty SCIOL
NG, lim — (@) (n y m son nimeros enteros positivos). 345.
250 (sen o)™
47,

* Tn los ejemplos en que s¢ presenta x — + o
separadamente los casos de z — - @ ¥ T -+ — 0.

deben ser considerad

lim 2 mumwmba . 320. 1fm 2z —arcsen
%20 %50 2z 4-arctgz
Yy S0 322. lim 102
il z T xag Zsen2z :
lim —— 8% 324, lim [ SRI_00T
a0 V (1—cos a)? xopo 1—senz—cosz
lim ﬁmonlumodﬁ . 396. lim (1 —cos a)?
Trl) o " oo tgla—senda
3 1 1
lim A . v - 1 —senz
lim (o) 328. lim — =5,
-2 (7-)
lim——B2 330, lim 052
ualvﬂm. d\.ﬁlmoﬂ.&vw : x>q SCO 2z
2
lim A% i te z. 332, lim——
PUNL Tt o?
IVM. s _ _— 5
u..ﬁ.l
lim (1 —2) tg - i y—2 tg 2
lim (1—2) tg 5 334. Lim (sen L7 1g 37)
: sen A& i
i cosz—sen z : : lﬂ.v
== T " 38E, lim —— 2
Rlv~| P...vmnl —\..w —
A 7 ) cos
| —sen &4
lim £
X—IT .H x T
cos ASm :.ﬂlmmbdm.v
lim Aw& tgr— — v T e b i (a—1)
T n cosz : .s :
X x>0
2
lim oomg.s.luoom Bz ) 341. lim sen (a-z)—sen (a—z)
x>0 = v tElata)—tgla—az) °
¥m sen2 e —sen? B
24+ QN'@N
1t sen (a-}2h)—2sen (a4-h)--sena
h=0 h?
1t tg (a--2h)—21tg(a+h)}tga
h—0 h2 ¥
Yt .F\N|._\A._Tn:ma ) 346. lim a\w._.“rwmmmi.—\».lmmwﬂ
x>0 sen? z et tgz :
\im ViFzsenz—1/ coslz
x—0 ﬂ@N $ .
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Diversos limites

{—cos z a\oom 2z
2

F48. lim .

- En los ejercicios 379—401 hallar los limites.

’ ¥ T—arctg 3z—V 1 —arcsen 3z
349, lim .

«e0 1/ T—arcsen2z—7/ {+arctg 2z

‘ Az .
3. lim ﬁ. Considerar separadamente los casos en que
V.IVB

n es: 1) un nimero entero positivo, 2) un nGmero entero negativo,
3) cero.

380%: lim HA_\&NuT V a2 1=z 2)s

, 1/ a—1 arccosx
w‘—*
w P.le.H!b» A\HLI 1

: x> 0O
x Y- 1 t ” , X ’ X
351. lim A LL 352. ._w,w? L.L : 381. ,.wwpalﬁﬂ (@a>0). 382. dﬁwi (@>0).
m N T sen x arct
3 ey L, k \mx | ¢ =aE . . gz
353. lim (144 " 354. lim (1+)" - 383. lim = 384 lim 20L2
o ) o H 385, lfm I 386, Iir 2Fosenz
2l NBx—i : 3z—4y ¢ yewoo T COSZ . Ty g, T
$ 355. lim (Z25-)7 . 356. wwb?imv : .
g T . x . sen (a-}+-3h)—3sen (a—+2h) -3 8en (e+h)—sena
: 357, lim ()7 358, lim (=) 385 lim . .
" Ie— N~ =
= g 1 \x 388 lim tg2z () 2senz+3senx+4—V senZz 1 6 sen z + 2).
359. lim (2251)7 360. lim (1 +—) o
) -4-00 z— 200
o x P 2 —2r-4-1 \x . {—cos (1 —cos x)
361. lim (1++). 362. lim (S=5—) - WY im 2
X—> 300 X-—>00 - ; ‘ . . i
— B wda-.. lim Aoom 5=C05 o= ... ocmllv .
x e : 2 \ 2X . A o
862, lim (1-4-sen 2)™ 364. lim (1 +tg*1/) ™" - g ki ]
365, 1im-obloke) 366, lim SRfefa=lne 391. lima? (1—cos—-). 392 lim (cos }/ 741 —cos V).
. lm . . - |
o ’ - 33, limx Am:.ﬁm E|bv .
4 ] A—»00 z+2 4
367. lim {z[Iln(z+a)—1nz]}. |
o ah—1 w...@u/ lim z ?EE Elmwoem .lev .
368. lim Inz—1 369. lim ——s Yoo z42 P .
x-—>e NH.|M h—0 L W@mn lim mnommuu&lw,muoﬂma ] .wbp T Aa +%.Vx (n>0).
370. lim So—-. 371. lim ——. =l » K
x> 3z a1 W
- — X —e 397¢. 1im (cos )™ %, 398. lim l_nMMma .
. 7 e — B b Lim
SR T.ﬂcw z? ) 579 _zanvhw senz 1 ' sen x g 1
efen : o 39 lim Amow]av B 400. 1im (cosz - sen z) ~ .
374. lim - . 375. H:J — o _ it
x-w1) X—+1 0
- | c ¢ 4Q1. lim (coszt+asenbx)”,
376. lim z(e* —1). 3% lim (chz—shz). FR_lim tho. S lim (cosz+ )

X000
2-r00 X oo =
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441. Hallar la razém |WIM para las mwmgmbﬁmm funciones:
1) y=2a*—z2+1 para z=1; Az =0,1; :
2) .c.ﬂ..la- para z=2; Az=0,01;
x
3) y=V=z para x =4; Azr=0,4.

la referida razon en el

1 1

Mostrar que cuando Az —0, el limite de
primer caso es igual a 4, en el segundo, —— > en el tercero, —

T
442. Dada la funcién y = 22, hallar los valores mﬁwoﬁmeom de
la derivada en el punto x = 3, poniendo sucesivamente Az igual a:

a) 0,5; b) 0,4; ¢) 0,01; d) 0,001.
443. f(z) =22 Hallar 7/ (5); f (-2); f Alwv .
4. f(z)=<°. Hallar £ (1); £ O 7 (=VD: 1 (5)-
445. f (z) = 2% ¢En qué punto f(z) =/ (z)?

446. Comprobar la siguiente mmmﬂwwouu para la funcién f (z) = =
vélida la relacién f (e+b) = f (a) + [ (b).

mm . .
¢Es vélida esta identidad para la funcion f (z) = 2*? g
447. Hallar la derivada de la funcion y = sen z para = = U.
448. Hallar la derivada de la funcién y = Hmm para z = 1. :
449. Hallar la derivada de la funcién y = 10% para z = 0. |
450. Es sabido que la funcién 7 (0)=0 y que existe el limite de

la expresién f(z) para z—0. Demostrar que este limite es igual |

Z
a 1 (0).

451, Demostrar el siguiente teorema: si :&v.% ¢ (z) son ..Mmcmrwm ..
a cero, cuando z = 0 [f (0) = 0, g (0) = 0] y tienen las derivadas,
para z = 0, siendo ¢’ (0) #= 0, se tiene

1lim i)
x>n @12)

' (0)
¢ (0)

452. Demostrar lo siguiente: si f (z) tiene la derivada cuando
z = a, se tiene ‘
fo ZiB—ei (@ =f(a)—af' (a).
x>a r—a
453. Demostrar que la derivada de una funcién par es una funcién
impar, mientras que la derivada de una funcién impar es una fun-
cion par.

§ 2. Diferenciacién de las funciones 53

Interpretacién geométrica de la derivada

454. Hallar el coeficiente angular de la tangente a la pardbola

y = 2% : 1) en el origen de coordenadas; 2) en el punto (3; 9); 3) en
el punto (—2; 4), 4) en los puntos de interseccién de la tangente con
la recta y = 3z — 2.

455. {En qué puntos es igual a 3 el coeficiente angular de la tan-

gente a la. pardbola cibica y = 2%

456. ¢En qué punto la tangente a la pardbola y = 23 1) es para-
lela al eje Oz; 2) forma un dngulo de 45° con el eje Ox?

457. Una tangente a la pardbola cabica y = z® {puede formar
un dngulo obtuso con el eje Oz?

458. {Qué angulos forman al cortarse la pardbola y = z® y la

recta 3z —y —2 = 0?7 v

wmw. ¢Qué 4ngulos forman al cortarse las parabolas y = z®

6 y? =z? , ; :

460. ¢Qué dngulo forman al cortarse la hipérbola y = 1/z vy la
pardbola y =1 z?

" 461. Escribir la ecuacién de la tangente y de la normal a la curva
y = 2® en el punto cuya abscisa es 2. Hallar la subtangente y la
subnormal. : i ’

462. {Para qué valor de la variable independiente son paralelas
las tangentes a las curvas 'y = 22 e y = z%? ; C

463. ¢En qué punto la tangente a la pardbola y = z? 1) es para-
lela a la recta y = 4z — 5; 2) es perpendicular a la recta 2z — 6y +
+'5 = 0; 3) forma un 4ngulo de 45° con la recta 3z —y + 1 = O?

464. Demostrar que la subtangente correspondiente a cualquier
punto de la pardbola y = ax® es igual a la mitad de la abscisa del
punto de tangencia. Valiéndose de esta circunstancia, formular el
método para trazar la tangente a la pardbola en el punto dado.

465. Demostrar que la normal a la pardbola en cualquier punto
que pertenezca a ésta desempefia-la funcién de bisectriz del dngulo
formado entre el radio focal del punto y la recta paralela al eje de
la pardbola y que pasa por el punto dado.

§ 2. Diferenciacién de las
funciones

Funciones exponenciales

En los ejercicios de este parrafo x, y, z, ¢, u, v, s son variables
independientes, a, b, ¢, d, m, n, p, ¢ son constantes.
466. Derivar la funcién:
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f 2 —v-H1
1) 32—5z1; 2 at—gat25at—032+0L; 80 y===7- e
— = - 1 by _ 4—ad . 1
3) artbzte; 4 VIHV/L ) Sxalli\w o= R
3 1 - z? . I ! 22t
@v quw\flkl I.m|.~\|w.u \v ||.|_| + o I_I ; 484, s-—= =5 485. =R
2 - ~ 24 z—1 3
g SH _2Vz . g smwﬂu @ ; Al G == = BT v -
a\. & 488 __ az—+bx? 489. g = a2b2c2
2 = - . ST T am-tm2 ¢ (z—a) (z—b) (z—¢)"
502 - 3. 1);
10) 0,413 — = 1) @—05% 12) V@ —Vath) 490. (@)= (@424 1) (2 —a-1); hallar 1 (0) y I'(1).
13) (w-£1)* (0—1); 14) 0,5—3 (a—2)% 9. F(z)= A&HC Aal ) (x—3); hallar F'(0); F' (1) y F' (2)
15) gl bk 16) Asi-: Vm. 492. F (z) = i-w + = HfL ; hallar F'(0) y F' (—1).
(a+b)z P ; :
467. £ (2) Hwalw<m. Hallar: f(1); F (1); F4); (4 f(a?); 493. s(t) = — |_|| hallar s"(0) y s’ (2).
F (a?). g » e i J 49. y (z) = (1-+ 2% ?Ilv hallar y' (1) v ¥’ (a).
- —1 ; ; ruk
468. () = » Hallamt (=054 g 495. 0(¢) = %5 hallar ¢’ (2) ¥ ' (0).
#8321V z2—1 . op (L -
169. f(5)—22=¥VESL Hallar: 1 () 496, ¢ (2) = 2= ; hallar ¢’ (1).

i~z
497. z(t) = (V¢ + 1)¢; hallar 2’ (0).

En los ejercicios 498 —513 derivar las funciones que se indican
L 498. 1) (x—a)(x—D) (x--¢) (x—d); 2) (@*41)% 3) (1—=)*

470. f (z) = 4 — b5z + 228 — z°. Mostrar que
f (@) =1 (—a)-
En los ejercicios 471 —489 derivar las funciones que se indican.
471. 1) y = (22—3z+3) (z2+ 2z —1);
2) y== Aa@lw&lﬂov@p.fawl»v

3 y=(0Va+0 (35— 1) 5

?

4) (14 20 5) (1 —a%% 6) (52° 4 2 — 4% 7) (2® — 2)5
8 (12 —246)" 9 s=(r—5+3)"

0 4= (S 1) y=(H2):

= #.\ s o 4 "
4 y=(Fz—V3) (V34 5) 12) 4 = @+ 3ot 6541 )
mg m\r‘lA\.HLIMHv \_,l_lw\muml_lw.ﬂv Q“Iml_lq . OOO. § ||A\—.|_3N
6) y == (a2 —1) (2% -- 4) (2 —9); Y= »l_ —\H . 502, y = ~_|—*\..m|,s. .
7 y=0U+VDH+V I A+V 3. TV AI. s_v\,
=z e V1 — 22 504, 7 =2 \1 222 .
472. y= .M..HH__ : 473. y= z24+1 7 ¢ N\ I .waw wcm” d c.ﬁ
i E v3—2v U | 3 3. Y == III:.!H.III..
475, s="221 475. u= sy 7T = ﬁw\ =
b _ 7241 2 —x). Y= 9508, y == SR
476. Qumwﬂ. 471, 1 =gt @—Dd 2) Q-i%- m TI-H
1—a? b Y ——— 510. yo= —2Z
AT8. u= . T Vi Vi
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22 512, u— i1 547. Deducir las férmulas:
ald. J= Vazta’ v—1 402 (sen"zcosnx) = n sen™! z cos (n + 1) z;
1 5 n N n-1 . 1) z:
513. y— — e 5 (sen "x sen nx) nsen” 1z sen (n + 1) z;
.« Va—1 V@2 (cos™ zsen nx)’ = n cos" ' x cos (n + 1) z;
514, u (1) = Acmn__ucl_nmvm. hallar ' (1). (cos™ z cos nz)' = — n cos™ ' z sen (n41) z.
/ 1 '
515. y () =}/ MHQ ; hallar ¥’ (2). Funciones trigonoméliricas inversas
516. y(2)= »_M.nw . hallar y' (0). En los ejercicios 548 —572 derivar las funciones que se indican.
il I
548. y=rarcsen . 949. y-= %.
Funciones trigonométricas ‘ 550. y==(arcsen z)2. 551. y==zarcsenz+) z— 12
En los ejercicios 517 —546 derivar las funciones que se indican. 552. N\Hy“ﬂmﬂ 553. y = xsen zarctg z.
517. y=senz--cosz. . 554. Q|Ewo,|a 555. y==} z-arctgx.
gz
518. y= »lMOma . 519. y=—3 556. y == (arccos z —arcsen z)".
520. p = sen ¢--Cos . cont 557. y=arcsec x. 558. y= T.mnm —arctg z.
521. z = mmMQ -+ nmoM_Q . 522. s= 14 cost * 550, y . 2rCsenz 60 a2
: rsenz Pt Y = z" 560. Y="rctgz
523. y = 2 524 y=ris5 Vi—=z g .
sel z+ COS & i, 561. y=arcsen (r—1). 562. y = arccos ———.
525. y=cos? . 526. y=7't¢'* &
— o 72 : — on =
- &lWOOmm = 528. y— 3 sen?z— sen’ . 563. y = arctg 22 5064. arcsen — .
: : = , 1
e AT . = arefad =
_— cﬂwﬁmwalﬁmHLT . 530. y—zsecis—tga. 565. y=arcsen (sen z). 566. aretg® —.
| . . 1—
531. = secta -+ cosec?z. 532. y = sen 3z. 567. y =)/ 1— (arccos z)?. 568, y=arcsen —\.TTM i
533. y==acos W : 534. y=3sen (3z+5). $69. y = % w\ arcsen } 224 2z.
11 _ T to 2. - %90 - sen o sen x
535. y=1tg .nm. ’ 536. y=V 142t _ Y= aresen 4w sen 7 °
B g Nvl 3 —_—
537. y==sen W 538. y=sen (senz). 971. y= arccos MTT_;M% 572. y= arctg (z—V 14 22).
539. y— cos® 4z. 540. y= ﬁ\ﬁm Iw. Funciones logaritmicas
_ T2, 542. y=ctg,/ 1+ n los ejercicios 573 —597 derivar las funciones que se indican.
541. y=sen)/ 1+ y
,—\.M . A n 1 v 3. y = 2° loggx. 574. y = In% z.
N S ’ x — ] 7
543. y= (14 sen®z)". S44. y +te z 5. y==zlg 2. 576. y==V Inax.
1—Vz 46 = sen? (cos 3z). =2 578 =:zsenzlnx.
545. y=cos® — = 546. y 7 Togez <Y
1+ _\..a 2
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579.

581.

583.
585.
587.
589.
591.
593.
595. y

397.

En los ejercicios 598 —633 derivar las funciones que se indican.

598.
601.
604.

607.

610.
612.

614.
616.
618.
620.
622.
624.
626.
628.

630.
632.

y= . 580. y—2%.
QH+%. 582. u_|:_ﬁw|w
y=2z"Inz. 584. y=)1-+In2z.
y=1n(1—2x). 386. y=1In(a2—4x).
y = ln sen z. 588. y=logz(a®—1).
y=Intg z. 590. y=In arccos 2z.
y=In‘senx. 592. .c = arctg [In (az + b)].
= (1 -+ 1nsen z)™. 594. y=log, [log; (logsx)].

=1Inarctg ' 1+=2.
2
= \.Humm: s+u

996.

y == arcsen? In (a® 4

).

Funciones exponenciales

y=2%  599. y=10. 600. y—-.
QHNal 602. y=ux-10%, 603. y= ze".
N\H,Mﬁ. 605. QHE. 606. y==e"cosz.
ST B08. y— BT 609, y.-2ms,
sen e
y ==z —3%. 611. y=71+¢~
{+-ex
HA.N.N N.N I_.l WVN @ﬁmwo ULQ.
1—10= o ex
Y == ngﬂ % @hw. Y= IA.J_I&N .
y = ze” (cos x 4 sen z) 617. y=e".
Q e QONHI.W. @Mw. e N<H+» R
y ==sen (2%). 621. y=23senx,
Y= gsend x 623. Y= earcsen 2x
y = 28" 625. y=eVm=

Y = m<§a.

y = ae-v"%",

y == Ae~"*sen (ozx + @).

@Nq — Aoalmm:p 3x

629. y=lnsen,” arctg e**.

a2

631. y-=a2e .

633. y == a*2".

Ticiones niperbélicas

- En los ejercicios 634—649 derivar las funciones que se indican.
- 634, y==sh®z. 635. y=Inchz.

636. .N\Hm:dﬁm (th z). 637. y =th (1—2?).
638. y-=sh?z4ch?z. 639. y=ch (shz).
640. y=Vchr. 641. y=- mosma
=th (In z). 643. y=:xsha—chux.
y=1" (1 +th?z)?, 645. .F.“....la_lll%a
- A+tha
o 1—thz’
1 Y2 14+1V2thz
o= — p ~
y=gthe+ SH-In 1—1 2thz ’

W ch2z 4V zsh2z. 649. y - 22* cosech z.

1 los ejercicios 650 —666 derivar las funciones que se indican
ando la regla de la derivacién logaritmica.
=t 651. y = x~~.

y = (senzc°s~). 653. y = (In z)*.

y = (z + 1)¥*. 655. y = 2%** sen 2z.
mzﬁ«\%lwlrrﬂﬁlk 659. y=) zsenz)/ 1—e.
1
== S
. Y xtERX, 663. m\nhA»HHva.
p y=22VE, 665. y== (224 1)""".

3

-V

z (2241)

Funciones diversas

los ejercicios 667 —770 derivar las funciones que se indican.
,,-:,f\ 668. y-= im?tv

670. y- arctg (22— 3z+2).
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671. y=1g(r—cosz). 672. .N\H.woowm&loo%a.
673. y=5tg =4+ tg -~ 74" I et
. VitV
675. mHmodWmmuw&. 676. y=sen x.ec0s%
677. y=y>Y 2% -8 678. y=e-**Ingz.
= 1 y10 1
679. HA d\wv 680. y=arctg H+p .
on+ 1. 2sen2 z
681. y=e* (s2—z+4 ). 682, y=-"22
z z
= tg 5 +-ctg -
1 3 2 2
683 y—— = artg V3 68k y—— 2
685. y=sen® < ctg 2. 686. Tlimw.
687. y=In ?Ll\aflmv 688. y—==zarctg ) z.
689. wﬂﬁ\auzwm z+tgtz.  690. y=cos2zlnz.
2 1
691. y=-garctgz +.Mwﬂoqus.su.
692. y=arcsen (n sen z). )
693. y=arcsen }/ sen x. 694. y— »»m sens w&lemmum 3z.
695. y=z—) 1—2%arcsenz. 696. y=rcos Fmona-.
697. y=V 2+) z+Vz 698 arccosV T—3z.
699. y=sen? Ap||:u|av 700. y=log,(2%—senz).
1—zx ozt VY i—=2
701. y=arctg =" 702. y=1n—L = .
703. y==zarcsen (In z). 704. y--tg MMM“
705. y=cosz} 1 Fsen’z
706. y= OAASm M&M_L lmmzo,w&vw.
= 1
707. y—=z-10V=, 708 Y=oy
. 1 ; i 1
709. y=I1narctg e qg wlgallm..
M. y=1/1+zVz+3. 712, y=22)/1+V .
713. y= 4 714, y=2%arctg «°.

V1+senZz

At

e

eyt

§ 2. Diferenciacién de las funciones 61
715. W\HWHWM*,. 716. y=arcsen 2+ 1 —22.
4 o
7. y=2200 718. y=eln=.
1 —e*
719. y=1n — 720. y=10xtex,
721. y=sen?z-sen 22, 722, HE.
Y Y V cos 2z
793, y—z _\ﬂw 724 y=tlnits_ Loy,
x
725, y=2inx,
a—T
726, y—= <Aa|&v (z— SIEISmnﬁm —\slw.
sen 3z m
727. m\"g. .NN@. .Q”N I+,
729. y=1 a®— 22— a arccos .W.
730. y=VZ@TT—In (L4t 1+=). :
sen2z , cos2z
3. y= Ttctgz | 1tiga
732. IFA:\TT._\&NIC|.’
21
733. y=e**(asenz—cosz). 734 y = xel-cosx,
1
735. I=mnemt 736. y=e*(sen 3z— 3 cos 3x).
737. y=3z"arcsenz (22 4+2) V1 — 22
1
.Nwm. Y=
o 4 ?m-%
739. y=2arcsen = ﬁ\o lﬁ\m.Tkaf&N
740. y=In(e*cosz-+e*sen x).
y 1tz arctgz 1
T4, y=— —
y Vit 742. y= cos (z—cos )
743. y=e*sen zcosd z. 744, y= %@;rm-ﬂﬁ.
745, y=z—1In(2e"+ 1+ & 1he 1 1).
746. QHWEOE\TIENHJ&V. 747, y= iy
: e¥ - g=x
748. y=Intg 5 loﬂma_zﬁx*lmmzéla
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62 Cap. 1I1. Derivada y Diferenci

7 { J_.wN/UoEoﬁE:. que la Funcién
749. y=21In(2z —3)/ 1—4x?)—6arcsen 2z.

2 1 —_ e T———
750, y—-2 ! +1n YV 1T+ 22 +arctg z. H.mquT.lm&a\afL,T? ﬁ\&,*;\aml_.»
N - 213
' i, 515 anssan isface la relacién 2y-.zy +Iny". ‘
3l g= 2 (3—2) Viss—afdues Vg " 773. Demnostrar que la funcién y= AICTERT  satisface la rela-

Y1=2z2
752. y=In(zsenzlV 1—zx?). 753 y=z ) 1+fa?senz.

Vz+2(3—zt = 8 Vay2
754, y- L2 755. g1 (1 +aeVo).

n (1—a%)y —zy=1.

774%, Calcular las sumas

a1+ 2z -+322+ ...+ na" 1

b) 2+ 2.3z +342*4+ ...+ n(n — 122

56 1 x2-arctg .»..TWEH.I
756, y=—=—c¢ :
y V=
14tg =
stnx , 3senz 4 3 40 T ' 775. Supongamos que la regla para derivar la funcién potencial
BT Y= Joofiz T Sco2z | 8 .  establecida s6lo para un exponente entero positivo. Deducir la
2 aula para derivar la raiz, aplicando la regla para derivar la fun-
ze¥ arcty x 59 g —z2) 35l cosa inversa.
798. y= T 759. y=: (arccos z)2 ’ Trcsemiys " dy ’ ]
. s z = e?resen v; hallar la expresion para —, Mmediante y, median-
3alx T o 2 2 E
760. y— oV @F AP+ Y EFE g In (oY F 4 ed)
i 2 arcs t=2—3s+4s% expresar & mediante s
/EP. y ==z (avesen x)2 — 2z -2V 1 —z®arcsen . ; expresar — 2
- 1 1 .o d d
762. y=1n cosaretg & IN e U= In mw comprobar la relacior .% . .mmnu
4 /e Teniendo en cuenta que las funciones arcsen }/ z y sen? z son
mx -— 1. . a ’ =)
763. y == T arctg Am V 3 v procamente inversas y que (sen 2 z)’ == sen2z, hallar (arcsen }/ z)".
. e 80. Designemos la funcién, inversa a la funcién potencial expo-
764. 1 et i z i1 ln ——arctg ———. ial y = 2*, por el simbolo a (z), es decir, supongamos que de
YT Rt V3 V3

" se deduce z == a (y). Hallar la fé6rmula para la derivada de
uncion y = a (x).
81. Las funciones que son inversas a las funciones hipebélicas

designadas por los simbolos Arsh z, Arch z, Arth z. Hallar las
vadas de eslas [unciones.

: : 1t
2. s te”!; hally 2.

cter

SE. y-- (1522

1;] "

3/ —5
22, y == ! — ;

P

. 4/ gttt AR, 1 arcte Eﬁ»llr arctg |||NHI|\» v : 1 —a4 @ dr . .
ﬁ?Mr y=1In _\ Z—2t1 " 2y3 arcig VE V3 LA Expresar T mediante r, mediante y. Mostrar
22 —1 rdlida la relucion 92L. 4% 4
/IWP Y == ATCCOS —gr— - dr dy
. P 13 br—1 g8 A PRIl
s 1 @222 | V3 TEle L o &yt —d4p -1, Hallar —=.
770. y= —T53 + T T e ° V3 dz

ds
dt

D. ¢«arcsen 2°. Hallar la expresién para
:.

K LS I mediante s, me-
771. Demostrar que la funcion y=ln —— satisface la relaci d

2y +1=ev.
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786. Comprobar la validez de la H.mwmo.aw mm.um.wuh , 8l x ey
se relacionan por medio de la amdmww_mnnau
Ly w__H.awL__qmalTwu N y=z"
3) y =In (z® — 1).
Funciones dadas en forma implicita

ostrar que las derivadas de los

787. Aplicando la derivacion s { — cos? z son idénticamente

dos miembros de la igualdad sen iz
iguales entre si.
Hm 788. Aplicando la A
dos miembros de la igualda

2sen2z—1 ) cosz 2senz41) _

ez | Ltseaz

i los
derivacion mostrar que las derivadas de lo

Hﬁm.&\.

idénti iguales entre si. "
mosq%wgwﬁmwp%% .Mm mmmﬁﬂp el coeficiente angular de la tangente a

WY “, VR

e iciente angul

. ¢ es igual el coeficien 1a

i qwmyo &a%ﬁh ala =0) en &.w.:uﬁ.o (a, wv,w. i

r%mwﬁo ww qué es igual el coeficiente angu n:& bt
n#owsm.mﬁmnnwm (z —1)+ 132 =17 en P

i el punto
- ; ar de la tangente a la

]la tangente a la
@, 1)

i ejercicios 19—
y %meaw:h?aam implicita. L st
793. z% -+ y? =a®. i
mqrn. 3 4 y8 — 3 axy = U. 795. y* cosz Mw.umw 3.
o o - ] 4 9ag = 0. T97. ¥ wlm.a.q Fpr =0 ;
798 .QH» J_|M .mm = g2y?. 799. 2® — az’y ﬂomm&uwaupwwz . -
mco.. wmz AHS + cos (zy) == g (z + Y)- . i

02. 2y Iny = x. 803. &z — ¥~ arcsen r — arcsen j.
M@m.. Hm — %, 805. y = cos (r ﬂ .S.;
806, cos(xy) =T 807. =¥y’ =a

B == _. lT .HN.:. B
MMM W sen y — €08 y - €OS 2y = 0.
Fy—k x

810. tg5 ) TTR'ET 0
811. y sen r —COS (x —y) = 0.
BB et e .q.ﬁ cién y definida por
813. Mostrar que la ﬁ:.ﬁ | et
zy—Iny =1, satisface también la relacion

d
ot =2 =0

PE—

la ecuacion

702 —812 hallar las derivadas de las funciones |
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; Aplicaciones de la derivada

814. En la pardbola y = x® se han marcado dos puntos cuyas
abscisas son z; = 1, 2, = 3. Por estos puntos pasa la secante. {En
qué punto de la pardbola la tangente a ésta es paralela a la secante
trazada?

815. Una cuerda estd trazada de manera que pasa por el foco de
la pardbola y es perpendicular al eje de ésta. Por los puntos de inter-

. seccién de la cuerda y la parabola pasan tangentes. Demostrar que
. éstas se cortan en Aangulo recto. :

816. Escribir la ecuacién de la tangente y de la normal a la hi-

pérbola y = 1/z en el punto cuya abscisa es £ = —1/2. Hallar la
subtangente y la subnormal.

817. Mostrar que el segmento de la tangente a la hipérbola y =
. HIM. comprendido entre los ejes de coordenadas estd dividido en dos
| partes iguales por el punto de contacto.

. 818. Mostrar que respecto a la hipérbola zy = a el 4rea del tri-
‘dngulo formado por cualquier tangente y los ejes de coordenadas es
igual al cuadrado del semieje de la hipérbola.

819. Un punto mévil se desplaza sobre una recta de modo que

distancia s del punto inicial al cabo de £s es igual a s= W tt—
4% - 1322, .
a) cEn qué momentos se encontré en el punto inicial el punto
referido? b) ¢En qué momentos fue igual a cero su velocidad?

820. Un cuerpo cuya masa es de 3 kg efectiia movimiento rectili-
de acuedro con la ley

s=1+1t-+1

.imsmoxwummmmmmcoontmﬁoP“.mnmmmzzmomqboﬂoﬁpmnmu?
B . . . my2 AT - s z
pergia cinética Aqv del cuerpo al cabo de 5 s al iniciar el movi-

iiento.

¢ 821. El 4ngulo @ de giro de una polea en funcién del tiempo ¢
bne expresado por la funcién o = #* + 3¢t — 5. Hallar la veloci-

l angular para ¢t =5 s. .

822. Una rueda gira de modo que el 4ngulo de giro es proporcio-

al cuadrado de tiempo. La primera vuelta ha sido realizada en 8.

ar la velocidad angular © al cabo de 32 s al comenzar el movi-

to.

. El 4ngulo 8, que se forma al dar una vuelta una rueda, al

de ¢ segundos, es igual a 8 = at> — bt + ¢, donde q, b, ¢ son

tantes positivas. Hallar la velocidad angular ' de la rotacion
rueda. ¢En qué momento es igual a cero Ia velocidad angu-
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1670. Hallar los puntos del extremo y los de inflexion de 1a

grafica de la funcién
X

M (2% — 3z+ 2) dz. Construir la grafica de esta funcion.
0

1671. Siguiendo las g
fig. 37 y 38, averiguar
primitivas.

y

r4ficas de las funciones presentadas en la
la forma de las graficas de sus funcior

Férmula de Newton — Leibniz

1672. Calcular las integrales:
4 1 9 _
.w. 3V zdx;

0 | 2) |
) [ wa—ve

2

4 | (z+=) dai

1

dr |
22’

dz |

3’

[ -]

9

fvza+vaas o

&

P v
8) M wl\ﬂ di;  9) M

»mqw. Calcular las Eeomﬂ&om”

N.._
dz

D u /2az

10) m Vz—1) da.

z

) dz;

.
]

5)

w AaVo b > 0);
[}

19 I
1) .m sen zdz; 2) M cosz dx
0 0
(interpretar geométricamente el resultado obtenido),
7 V3
2 B N. .w. dx
3) \ efdx; 4) seczdr; ) 7 ;0 6)
] {—2x2
o 9 ] @o | 7=
2

1674. La funcién f (z) tiene valores Hm:.&mm en los puntos z
— b, y una derivada continua. ¢A qué es igual la integ

(x) da?

y =z
fr

cuya abscisa es x =

f

el eje de absciss

1675. La tangente a la grafica de la funcién y =

2 con
)

a, forma un 4ngulo de

b forma un &n

mientras que en & punto oc%m abscisa es z

. Calcular m /" (2) de y T: @) " (@) dz; "

a

mo () se supone

tinua.

VI

Integral indefinida.
Céleulo integral

§ 1. Métodos més simples
de integracién

En los ejercicios 1676 —1702 hall
ar las integrales,
t de integrales y aplicando las reglas o_mBobmn&mm vﬁﬂmﬂwmwiw

ﬂ Vzdz 1677 % v 2" dz. 1678. ,%.m
z2 ¢
T%&. 1680 Ta%%. 1681. %&ln
dh : .—\m -
f e 1683 M 3,4z-0.17 dz. 1684, Talms du.
fﬁ\?r 1)(z—V7+1)dz.  1686. M o
z .
.MA 2=1:2 4 3z~ 0.8 — 50.38) g
F /1—3z\2
MA . V dz. 1689. ,.Awld\iu dzx.
. x
,. U+va? - VR Y
o do. 1691. | = da.
f o 1693. {2223 g,
 1-4-cos2z .
.g Lcoslz dz. 1695. voo@wwmmaanuu dz.
{ te2edz. 1697. v.sm zdz.
f2sen22 gz, 1699. | (F2e0 Lo
z2 (14 22) °
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130 Cap. VI. Integral indefinida. Céleulo integral Métodos més simples de integracién a1
(1+=x)2dz dz dr
1700. | L5255 1704, | s (o= 1739. | 2. 1720, | 22
z24-1°
1702. M (arcsen z -} arccos z) dz- MMMMM 1742. ,m malms» 1743 .%, 2% dx
ex ) O r .
En los ejercicios 1703 —1780 hallar las integrales, mwrnmu._ % tezds 174 ) EAEEE
teorema sobre la invariancia de las fé6rmulas de integracién. * o. .%ﬁm& dz. 1746. , tg 3rdz.
1704. me 2d (tg ). M,oﬂﬁwgn_.:%. 1748. M Tmm;wl\wwnun dz. 1749. .w, |~%,.
zinzx

1703. .m sen'z d (sen z).

d(1+z2)
1705. 530
% Vifz2?
dz
1707. | =
1709. M_\ ®—3z)¢ dx.
1711. M By,
Y (a+bx)*
1713. Mad\.alam&&.
rdz
1715. w et
z3 dz
1717. T__\.ii.
1719. MmmdwaoOmH&H.
" coszdr
1721. :ﬁm%a.
S
1723. M Y Bg e
X
dx
1725 Mnmanmmuim Vi—a2’
1727. Tommiaﬁ.
1729. .moomwa&a.
1731. { sen (22—3) dz.
Eid -2
1733. :Sm?alwl dz.
d(1+22)
1735, | S 1736. |

(In z)m
1706. Taiva&. : .m == dz. 1751. Tgi&mgs.
dx ; Nmobnﬂ - x
1708. Tig (¢ 1). M cos z dz. 1753. Tm . - T-a%.
1710. T\m\ws%. _.T-wt dz. Smm.meg%. 1757. T-a&u%
1712. Mmﬁ\afi%. (£)
.*. ’ 1759. % _dz
1714. Maw?afrm%. ﬁ\T m Vi=25az
1716, | ZZ. (==, 1761, dz 7 d
% Vit M 14922 .% Vi—z2' 152 M maww_.w.
(6z—>5) dx . __dz d
18- Mf\waplma.fa. m Vi—9z2 1764. %MWTJ 1765. % «\M%i.
¢ senzdx 22 dx .
”~ S mx s
1722. \ cos® z sen 2z dz. 2x dx OB
) Vo :qi el
(arctg z)% d=x
1724, | BRI
& e ————
e Mnommﬂ Vittgz
d(1+1nz) .
1728. | o 1772. | (54 1) da.
1730. MAOOmgloommsvm&. 1774. .M, aw._llm dr. -
1732. Taﬁlws? 1776. % b o,
+a» =
1734. mna (sen ) dx. 1778. .w,
‘d (arcsen x) v ke ﬁ\.aul. 0
arcsen x 1737. .,. R SO0 2 . 1780. % z - (arccos 3z)2 i
Vi—9z2 '

w*
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L [ofed gspe [ SEoda 1825 [ g

4 .
sent z V cosa costz

132 Cap. VI. Integral indefinida. Céaleulo integral

En los ejercicios 1781 —1790 hallar las integrales, despe
la parte entera de la fraccién bajo el signo de integral.

1781, | 2y de. 1782 [ pZqde 1783, |25 ._._mammp.%. 1827. {tg'odz.  1828. {sentzda.
1784, | 3E2da. 1785, fﬁﬂl@%. 1786. Mwﬂm .Mgaa%. 1830. { tg?zdz. 1831, Mgwa.
1787. | Ar2 gz 1788, [ Zot da. 1780, | = a=

179. | S5 § 2. Métodos principales

En los ejercicios 1791 —1807 hallar las integrales aplican
método de descomposicion de la expresién integrando y el mé
para despejar el cuadrado perfecto. _

de integracién

Integracién por partes

cosz

dz {—senz send z E
1821. M dr. 1822. m ; .ﬂ % (sen 2z — cos 2z) dz. .*mr@ .w e¥ cosnx dzx.

1820..

cosz

» dz - d

1791. f, z(z—1)" 1792. ."H?H....TC. 1 M?TT:A. : eiercicios 1832 1868 hall :

. il jercicios — allar las integrales.
1719 | =g 179 [t e 1796 § g __

'L % . *,. zsen2xdx. 1833. v. zcoszdz. 1834. % e " dz.
1797. { orfi—p. 1798 (g 1799 |5 [ aae (596, [ lncds, (amt)

e e y : . 336. |\ z" lnzdz. (n%=—1).
1800. .m T 1801. .f ST 1802 .I — . _

il “ . Mhaﬁdama&&. 1838. ,m arccos z dx. 1839. M arctg )/ zdz.

e . 1804. ; "
1803 .,.anlfﬁl_.m ,w. Vi—@ztar arcsen z )55
——— dz. 1841. .% ztg?z dr. 1842 .m zcos? z dzx

1805. | = . 1806, | d\wﬂw —. g Vet . . .

ST z—9z z

‘ o ’ : .TW%. 1844. MI||E.22 dz. 1845. Mlaamixa dz.
1807. | : Vit Vi

H\M-lmH..t.m_.ﬂN ln (22 L 22 dz
En los ejercicios 1808 —1831 hallar las integrales aplicd M Bz +4)de. 1847. .m2|+|sm|vm.
fé6rmulas trigonométricas para transformar la expresién integrd e M 28 dz
. > 1849. 2

1808. .m costzdz.  1809. % sen?z di. 1810. %II 1+22 v. 2%1n (1 -+ ) dz.

de 1—cosz 1 . M z2e dr. 1851. 3g* X
811, | o 1812 [ e de 1813, f [wemae. 1852 | s ds.

! 2z dz
1814. [ g7z -+ tg*2) da. 1815, et .aw,._mga%. 1854. | a*cos?zds. 1855. | In*azde.

sz In2

1816. .w, cos z sen 3z dz. 1817. % cos 2z cos 3z dz. E | = d= 1857. ,m «u\al..m dz. 1858. ,M, (arcsenz)?dz.
1818. .m sen 2z sen Sz dx. 1819. .m oS Z c0s 2 COS 3% M (arctg z)? x dz. 3@:/ v. &~ sen z d.
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434 Cap. VI. Integral indefinida. Célculo integral
1863. [ senlnzdz. 1864. [cosincds. 1865% |
— 2e% (.
8662, [V T2 da. 1867. | T 1868. |

Cambio de wvariable

En los ejercicios 1869 —1904 hallar las integrales.

1869. v, T_LWH = (sustituyendo z -1 =2%).
Z
1870. %ﬁ 1871. | Zopde. 1872, |
1873. M%M»lm.%;mﬂr { _ﬂ\-. 1875. |
x Tr— -+ x
Vz - dz
1876. [ L2 da. 1877 Miw\ai . 1878
1879. .w, «\N.a au — (sustituyendo x = z5).
r—y z
& a......
1880. |\ +— »mm? = 1882.
1883. .m. \.m\uz“ (sustituyendo mauT»lNJ
Ve
dr Vitinz
1884. | = 1885, [ Vodr=a
1886. .%, V 1-F cos? z-sen 2z -cos 2z dz.
Intgz z%dz
1887. | L2 do. 1888. %.Hﬂlw 1889.
ﬂ.@m dx
1
.%, 22 V221 a2
Amcmmgwmumo aHW* o z=atgz, o &HnmwNv.
1891. .m d\wmﬁ (sustituyendo z=a sen z).
as—x
dz
o |
1 a

A sustituyendo x =

z

0 r—=— 0
2 cosz’

&HpowNv .

. —
sl Uit 1894. M a}au 2 da.
e a& D 2)3
% 96. L [
o =T
dz
Tk 1898. | d\I =
dz 5
1900. \ 22V 4—z2dx.
o j SV
dx i z—1 dx
: . ragz~. | i
(22 -4) V 4z 1 ﬁ z--1 z2
di Qi.:m.ﬁ
ﬁ\a.ﬂ||HN : ~ .m e I
. ejercicios 1905 —1909 hallar las integrales efectuando
 cambio de variable y luego integrando por partes.

: M eV dz. 1906. .m sen w\m dz.
a\ma , r
arcsen z z2arclgz ..
_ .:\:i.,% dz. 1908. | 53 de
. arclgz
m A (+a8

Diversos problemas
ejercicios 1910 —2011 hallar las integrales.

- (a+1) V FT2zda. 1911, | (A6 da.
m\mn dz. 1913. | 5% de.
i
zide . g
(=2—1) | VT=¢F e de 1915. T%Z =
L 945 — 322
Tdz.  ANT. | g O
dx
1919. | <
2z -+
8 4.
. :E.m et
cos) z
[ da.
1923. M ot de
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d In z dx Incosz ctgz
1924. M aiﬂ_,aw.mlwy. 1925, M e 20052 . 1961. m S L
il tg z)n 7d 23
1926. ﬂ|]TI1EM = da. 1927. | 22 g, | 1963. | gr-da.
. ]
do cos 2z | sen 2z dz
1928. M senZ Q cosZ @ ° 1929. .,, cos2 z da; .M»Immu 3z° 1965. .m 4—cos22z °
1930. | =22t 1931, | Vigasectada e 1967. | £L ao.
. Wn&
1932. | (1—1g 3a)?da. 1933. | S5 § e+ da. 1969. | ez=+in=dy,
i dz
1934, | == 1935, | —= 3423 . zarcsenz
., Z—1p .m Votér Me\llﬂmﬂ&a 1971. .M Ve w— Z.
zdzx
1136 ‘,, Vitiz oo .f,& a+zdz. WW%M&&. 1973. ﬂm sen®z dzx.
2 Y
1938. M G\mmb&n_unbmav dr. 1939. Masa@an&& M Q.Hawmm.w dx ) 1975. .w, MH”MM dz.
do 977 sen z dz
- 4 e V3cosp+sen @ 134ds %».Tuouh.
= ; 1941, | ———u.
1980 |~ Ve [ratoons g qg79, [ VIEemz gy
dz 1943, | —Se—dz St o
194z. maﬂm ) V5 ee—22 ﬂ..lla ,....ua dz. 1981. m %2 d.
(2+2) dz _(a=3ds c 3z
1944. M P al 1945. .I T Mm:a.am&&. 1983. .m ..”.Tmau )
- (Bz—1) dz (3z— 1V dz . —
1946. .f. ety 1947. M.II..H\% 5”»&5 1985. w. Sa ZF .
; —a?2)
(z—2)dz 2245
3 198 |2=rrn A e [V 5? .
3—4z (4—3z) dz b Y x24+4
1950. ,ﬂ 2z2—3z 41 dz 1951. %m.ﬂplealTﬁm. «\Ar_ﬂ.am dx 1989. .m .
lhade ., 4953, (o 2R a® . s < 2—3
1952. .M V 4z +9z+1 .m Vi3z—1lz+2 V5t {991 a\.ﬂ+»+» g
1954. M.||l<m% ; 1955. | ﬁ\glw%. V341 Vzri—1 .
Viz+3 o r—=0 dx 1993 v ¢\ "z dz
@242 Vitz ") VeV
V=2 - ' dx
1956. .m arctg x dz. 1957. .m Z sen x ¢os x dx. nt dz. 1995*. ,m.ﬁllumvm .
- dx d\f.am
1958. m&n cos oz dx. 1959. ., e¥*x® dz. o) vV 1997. .m — 1 dz.




