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1) Sea X es un espacio de Banach y X0, X1 son sus subespacios cerrados. Se dice que X es una
suma directa de X0 y X1 si X0 ∩ X1 = 0 y X0 + X1 = X (o, lo que es lo mismo, todo vector x ∈ X se
descompone de forma única como la suma x = x0 + x1, donde xj ∈ Xj).

En este caso, escribimos X = X0 u X1. Entonces podemos definir Q : X → X0, poniendo Qx = x0,
donde x0 y x1 se definen a través de x como antes. Se dice que Q es la proyección paralela, más
específicamente, es la proyección de X sobre X0 paralelo a X1.

a) Demostrar que Q2 = Q y que I − Q es la proyección paralela sobre X1.

b) Demostrar que para toda representación en suma directa X = X0 u X1, la correspondiente
proyección paralela Q es continua.

Indicación: Aplicar el Teorema de gráfica cerrada.

2) a) Comprobar que la proyección de Riesz

P+
∑
n∈Z

fnzn :=
∑

n∈Z+

fnzn

es un operador acotado en L2(T). Calcular su norma. (Aquí T es la circunferencia unidad y se refiere al
L2 respecto de la medida de Lebesgue sobre T.)

¿Es acotado este operador de Lp(T) a Lp(T) para 1 < p < ∞? (Si p < 2, podemos hablar del
operador, definido inicialmente sobre Lp ∩ L2, que es denso en Lp(T).)

b) Dado un a ∈ [0, 1), la fórmula fa(z) = log
(
(1 − az)/(1 − az−1)

)
define una función continua en la

circunferencia T (elegimos la rama del logaritmo de forma que f(1) = 0).
Demostrar que las normas de funciones fa en C(T) (0 ≤ a < 1) son uniformemente acotadas.
c) Calculando explícitamente las proyecciones de Riesz P+fa, demostrar que para cada a, P+fa está

en A(D̄), pero las normas de P+fa en A(D̄) van al infinito si a → 1.

Deducir que la proyección de Riesz no es acotada del espacio C(T) a sí mismo.

3) Dado un espacio de Banach X y su subespacio cerrado X0, se dice que X0 tiene complemento
en X si existe un X1 tal que X = X0 u X1. En este ejercicio, se pretende demostrar que el espacio de
Banach A(D̄) no tiene complemento en C(T).

Supongamos, por el contrario, que existe un X1 tal que

C(T) = A(D̄) u X1.

Denotando por Q : C(T) → A(D̄) la correspondiente proyección paralela, queremos llegar a una con-
tradicción. Dada cualquier función f ∈ C(T), definimos las rotaciones de f como fθ(z) = f(eiθz),
θ ∈ [0, 2π]. Ponemos

Qθf =
(
Qfθ

)
−θ

.

a) Demostrar que ∥Qθ∥ ≤ ∥Q∥ para todo θ. Demostrar que para toda función f ∈ C(T), la aplicación
θ 7→ Qθf es continua de [0, 2π] a A(D̄). Deducir que el operador Pf = 1

2π

∫ 2π
0

(
Qθf

)
dθ de C(T) a C(T)

está bien definido y es lineal. Comprobar que ∥P∥ ≤ ∥Q∥.
b) Considerar P (zn) y demostrar que P tiene que ser la proyección de Riesz, lo que da una contradic-

ción con el resultado del ejercicio anterior.



c) Una pregunta adicional: ¿es cierto que los operadores Tθf := fθ dependen contínuamente de θ
respecto de la norma en el espacio de operadores de C(T) a C(T)?

4) Sea K cualquier subconjunto del intervalo [0, 1]. Demostrar que

J = {f ∈ C[0, 1] : f |K = 0}

es un ideal del álgebra de Banach C[0, 1].
a) ¿Para qué conjuntos K es un ideal cerrado?
b) Demostrar que existe un subconjunto cerrado K1 del intervalo [0, 1] tal que el álgebra cociente

C[0, 1]/J es isométricamente isomorfa al álgebra C(K1).
En vez de usar el Teorema de continuación de Tietze, aquí se pide demostrarlo para este caso partic-

ular.

5) Dados un elemento a de un álgebra de Banach A y un conjunto abierto G, G ⊃ σ(a), demostrar
que existe un ε > 0 tal que σ(a + b) ⊂ G para todo elemento b ∈ A de norma menor que ε.

6) Demostrar que la convergencia débil en ℓ1(N) equivale a la convergencia en norma.

7) Dada una sucesión ω = {ωn}n≥0 de números positivos, se define el correspondiente espacio

ℓ1(ω) :=
{
a = {an}n≥0 : an ∈ C, ∥a∥ :=

∑
n

ωn|an| < ∞
}

.

a) Demostrar que ℓ1(ω), con la suma natural y la convolución (a ∗ b)n =
∑n

k=0 akbn−k como el
producto, es un álgebra de Banach si y sólo si ω es submultiplicativa, es decir,

ωn+k ≤ ωnωk, n, k ≥ 0.

Se suele referir a ω como a una sucesión de pesos.

b) Si T ∈ L(X) es un operador lineal, entonces la sucesión ωn = ∥T n∥ es submultiplicativa. Vice
versa, cualquier sucesión submultiplicativa puede ser representada de esta manera.

8) (continuación)
a) Demostrar que para toda sucesión submultiplicativa ω, existe el límite ρ(ω) := limn→∞ n

√
ωn.

b) Describir el espacio de ideales maximales del álgebra ℓ1(ω) (la respuesta depende de ρ(ω)).
c) Describir la transformada de Gelfand de forma concreta. ¿Qué diferencias hay entre los casos

ρ(ω) > 0 y ρ(ω) = 0? ¿Cuándo es semisimple el álgebra ℓ1(ω)?
d) Demostrar que todo operador lineal T : X → X admite un cálculo funcional natural f ∈ ℓ1(ω) 7→

f(T ), si ponemos ωn = ∥T n∥, n ≥ 0. Este cálculo coincide con el natural sobre polinomios, ¿en qué
sentido?

e) Los elementos de ℓ1(ω) tienen una interpretación natural como series de potencias. Dada una suce-
sión de pesos ω, ¿cuál es el radio de convergencia común de estas series? ¿Cómo podemos interpretarlo
si este radio de convergencia resulta ser igual a 0?

9) (continuación)
a) Utilizando la teoría de Gelfand y los resultados del ejercicio anterior, dar un criterio de invertibil-

idad de un elemento arbitrario del álgebra de Banach ℓ1(ω).
b) ¿Qué forma adquiere este criterio en el caso cuando ρ(ω) = 0?

10) Se considera el espacio de Sobolev W 1
2 (T) de funciones f tales que f, f ′ ∈ L2(T), con la norma

∥f∥W 1
2

=
(
∥f∥2

L2 + ∥f ′∥2
L2

)1/2

(aqí f ′ se entiende en el sentido débil).



Dadas funciones f1, f2, . . . , fn ∈ W 1
2 (T) tales que |f1| + · · · + |fn| ̸= 0 sobre la circunferencia T,

demostrar que existen funciones g1, . . . , gn ∈ W 1
2 (T) tales que

f1g1 + f2g2 + · · · + fngn = 1 sobre T.

11) Describir todos los ideales bilaterales en el álgebra de Banach no conmutativa Mn(C) de todas
las matrices n × n complejas.

12) ¿Por qué no hay una teoría análoga a la de Gelfand para álgebras de Banach no conmutativas?
Más precisamente, ¿qué va a fallar en los argumentos de la teoría de Gelfand si los intentamos aplicar a
un álgebra de Banach unital no conmutativo (considerando sólo los ideales bilaterales)?

13) Sea Wn×n(T) el conjunto de funciones matriciales F (t) de tamaño n×n sobre la circunferencia
T, cuyas entradas Fjk(t) pertenecen al álgebra de Wiener escalar W. Ponemos ∥F∥ =

∑
1≤j,k≤n ∥Fjk∥W .

Comprobar que Wn×n(T) es un álgebra de Banach (respecto de una norma equivalente).
Demostrar que una función matricial F es invertible en Wn×n(T) si y sólo si F (t) es una matriz

invertible para todo t ∈ T.

14) Dar un ejemplo de un operador quasinilpotente, que no es compacto.

15) Se considera el espacio L∞[0, 1] con dos topologías: la topología inducida por la norma y la
topología débil-∗, que proviene de la representación de L∞ como el dual al L1. Demostrar que C[0, 1] es
denso en L∞[0, 1] respecto de una de estas topologías y no lo es respecto de la otra. Demostrar tambén
una afirmación análoga, cambiando “denso” por “cerrado”.

16) Demostrar que toda función f ∈ C[0, 1] se aproxima uniformemente por funciones de la forma
p(x3), donde p es un polinomio.

17) Demostrar que toda función f ∈ C[0, 1] con f(0) = 0 se aproxima uniformemente por funciones
de la forma x2018g(x), donde g es un polinomio.

18) Dada una función real φ ∈ C[−1, 1], demostrar que las siguientes dos afirmaciones son equiv-
alentes:

a) Funciones de la forma p(x2) + φ(x)q(x2), donde p y q son polinomios, son densas en C[−1, 1];
b) φ(x) ̸= φ(−x) si x ∈ [−1, 1] y x ̸= 0.
¿Es cierta esta afirmación si φ es compleja?


