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1) Sea µ una medida positiva de Borel en R con soporte compacto y sea 1 ≤ p ≤ ∞. El operador
T en Lp(µ) está definido por (Tf)(x) = xf(x), f ∈ Lp(µ).

a) Calcular σ(T ), σp(T ) y σap(T ).
b) Calcular σcomp(T ). Considerar los casos p < ∞, p = ∞.

2) Dar un ejemplo de un operador compacto K en un espacio de Hilbert H tal que
ker(K − I) ̸= ker(K∗ − I).

¿Puede este operador ser normal?

3) Sea A un álgebra asociativa unital, a, b ∈ A.
a) Demostrar que si a, b conmutan, entonces

ab es invertible ⇐⇒ a y b son invertibles.

b) Decidir si estas implicaciones son ciertas sin la hipótesis que a, b conmutan.
c) ¿Es cierto que para a, b ∈ A cualesquiera,

ab y ba son invertibles ⇐⇒ a y b son invertibles ?

4) a) Demostrar el siguiente teorema:
Teorema (sobre la extensión por continuidad). Sean X, Y espacios de Banach y sea L una subvar-

iedad lineal de X (es decir, subespacio en el sentido algebráico). Sea A : L → Y un operador acotado (es
decir, ∥Aℓ∥ ≤ C∥ℓ∥ para todo vector ℓ en L). Entonces existe un único operador acotado Ã : clos L → Y ,
que extiende a A: Ã|L = A. Además, ∥Ã∥ = ∥A∥.

b) ¿Es cierto este teorema si X es un espacio normado no completo? ¿Qué pasa si no se supone que
Y sea completo?

5) Sea H un espacio de Hilbert. Sea f : H × H → C una forma hermítica:

f(au + bv, w) = af(u, w) + bf(v, w), f(u, av + bw) = āf(u, v) + b̄f(u, w)

para cualesquiera a, b ∈ C, u, v, w ∈ H. Supongamos que f es acotada en el sentido de que |f(x, y)| ≤
C∥x∥∥y∥, x, y ∈ H. Demostrar que existe un único operador lineal acotado S : H → H tal que
f(x, y) = ⟨Sx, y⟩ para todo par de vectores x, y ∈ H.

6) Sea X un espacio de Banach. Se dice que un operador P ∈ L(X) es una proyección (oblicua)
si P 2 = P .

Dada una proyección P , demostrar lo siguiente.
a) I − P es también una proyección;
b) ker(P ) = Ran(I − P );
c) X0 := Ran(P ) y X1 := Ran(I − P ) son subespacios cerrados de X. Todo vector x ∈ X se

representa de forma única como x = x0 + x1, donde x0 ∈ X0 y x1 ∈ X1.

7) Consideramos el álgebra del disco

A(D̄) = {f ∈ C(D̄) : f es analítica en D}.



Demostrar que la aplicación f ∈ A(D̄) 7→ f |T, que va de A(D̄) a C(T), conserva la norma: ∥f |T∥C(T) =
∥f∥A(D̄) para toda función f . Aquí D = {z ∈ C : |z| < 1} es el disco unidad abierto, D̄ es su clausura y
T = ∂D es la circunferencia unidad.

Deducir que A(D̄) puede ser considerada como un subálgebra de Banach del álgebra de Banach C(T).

8) a) Demostrar que para cualquier f ∈ A(D̄), σA(D̄)(f) = f(D̄).

b) Demostrar que para cualquier f ∈ C(T) (en particular, para cualquier f ∈ A(D̄)), σC(T)(f) = f(T).
Por tanto, σC(T)(f) ⊂ σA(D̄)(f), pero en general, estos espectros son distintos.

9) Sea

T =


0 1 0 ... 0
0 0 1 ... 0
...

...
...

...
...

0 0 0 ... 1
0 0 0 ... 0


un bloque de Jordan canónico del tamaño n × n.
a) Calcular p(T ) para cualquier polinomio p.
b) Calcular f(T ) para cualquier función f , analítica en un entorno de σ(T ) (f(T ) se define usando

el cálculo de Riesz-Dunford).

10) Sea T la matriz del ejercicio anterior.
a) Sean a, b dos números complejos tales que el intervalo I = [a, b] contiene el origen (por ejemplo,

a = −1 − i, b = 1 + i). Sea k ∈ N, k ≥ n − 1. Demostrar que existe un único cálculo funcional
Φ : Ck(I) → L(Cn) para el operador T .

b) Demostrar que tal cálculo no existe si 0 ≤ k ≤ n − 2.
c) Demostrar que T posee un cálculo funcional, definido sobre Cn(D), pero este cálculo no es único.

11) Sea T ∈ B(X) y sea f una función analítica, definida en un entorno de σ(T ).
a) Demostrar que f(σp(T )) ⊂ σp(f(T ));
b) Demostrar que f(σap(T )) ⊂ σap(f(T )).

12) Sea A un álgebra de Banach (unital, como siempre). Sean a, b ∈ A dos elementos cualesquira
tales que ∥a∥ < 1, ∥b∥ < 1.

a) Comprobar que existen los inversos cab = (e − ab)−1 y cba = (e − ba)−1. Escribir las series de
potencias que representan estos elementos.

b) Encontrar una simple relación entre cab y cba (que no incluya sumatorios infinitos).

13) Sea ahora A álgebra unital cualquiera sobre C (sin suponer que es normada).
a) Demostrar que para dos elementos a, b cualesquiera de A, σ(ab) ∪ {0} = σ(ba) ∪ {0}.
Indicación: Observar primero que en este contexto, sigue siendo válida la fórmula del ejercicio

anterior.
b) Demostrar que en ningún álgebra de Banach unital pueden existir elementos a, b tales que

ab − ba = e.
c) ¿Puede suceder que en un álgebra de Banach unital, σ(ab) sea distinto de σ(ba)?

14) Dar un ejemplo concreto de un álgebra unital A (no normada) sobre C tal que para algún
a ∈ A, se tiene σ(a) = C.

15) Dar un ejemplo concreto de un álgebra unital A (no normada) sobre C tal que ab − ba = e
para algunos elementos a, b de esta álgebra.

Indicación: A tiene que ser no conmutativa.

16) Sea A un C∗-álgebra. Demostrar que todos los elementos de A son normales si y sólo si el
álgebra A es conmutativa.


