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’Hay que justificar todas las respuestas

1. Dado un pardmetro real C, se pretende resolver la ecuacién no lineal ¢(z) = x, donde

g(z) = =223 — Lz +C.

a) Demostrar que para todo C, la ecuacién tiene exactamente una raiz real. Escribir las iteraciones del
método de punto fijo (aplicado a la funcién g). Demostrar que este método converge si |C| < % y diverge
si |C] > %. i Cudl va a ser el orden de convergencia de este método? Definir el orden de convergencia.

b) Reescribimos la ecuacién como %x + 223 — C = 0 y le aplicamos el método de Newton. Escribir la
férmula de las iteraciones de este método. ;Cudl va a ser el orden de convergencia? ; Como podemos escoger
el aproximante inicial para garantizar la convergencia?

c) Demostrar que, de hecho, se tiene la convergencia del método de Newton para cualquier valor de C' y
para todo aproximante inicial.

2. Para aproximar f_ll f(x)dx se considera la féormula de cuadratura

I[f] = a(f(z) + f(=2)) + bf (y).
a) Encontrar a,b, z,y € R para que sea exacta para polinomios de grado menor o igual a 5.

b) Calcular el error al usar esta formula para evaluar fil(xS — 25)dz.
c) Escribir la correspondiente féormula de integraciéon compuesta para aproximar

/67 f(x)dx

usando una particién del intervalo [—7, 6] con nodos equiespaciados.

3. Sea A una matriz cuadrada de un tamanio m x m, representada como A = M — N, donde las matrices
M, N son invertibles. Se plantean dos métodos iterativos para resolver el sistema Ax = b:

(1) Mxpi1 = Nxy +b;
(2) Nl'n+1 = M$n —b.

a) Demostrar que si en alguno de estos dos casos, los vectores aproximantes z, € R™ tienen un limite z,

entonces Ax = b.

b) Demostrar que los métodos (1) y (2) no pueden converger a la vez. ;Pueden los dos métodos ser

divergentes?

c) Considerar el caso especial: A = < “ b> , M= ( 0 b) , N = (—a 0 ) , donde a, b # 0 son
b a -b 0 0 —a

pardametros reales. jPara qué valores de a y b converge el método (1)? ;Para qué valores de a y b converge

el método (2)?

d) Supongamos que para las matrices del apartado c), el método (1) converge. Demostrar que existe un

p € (0,1) tal que los errores e, = x,, — x satisfacen ||e,|l2 = p"||eo||2 para todo n. {Es cierta esta afirmacién

para las p-normas, en vez de la 2-norma?



4.
a) Calcular la factorizacion QR (reducida) de la matriz

2 -1
A= 3 9
-6 —4

b) Sean A, V matrices reales arbitrarias de tamanos m X n y n x n, respectivamente, tales que ker A = 0,
kerV = 0. Ponemos A; = AV. Sean A = QR y A1 = Q1R las respectivas factorizaciones reducidas. ;Es
cierto que siempre QQT = Q1Q1?

c) (continuacién) ;Es cierto que siempre Q = Q17

Soluciéon Ejercicio 1

a) Como ¢'(r) = —(6z% + %) es siempre < 0, entonces g es monétona decresciente, y es facil ver que
lim, o g(z) = 400 y que lim,_, 1~ g(z) = —oo. La existencia del punto fijo es consecuencia del teorema
de Bolzano, y la unicidad es consecuencia de la monotonia.

El método converge si el punto fijo x5 = g(xs) es tal que |¢g/(xs)| < 1, es decir si 622 + % < 1, o sea si
—% <xg < % . Consideramos C' > 0 (observar que el mismo argumento se puede adaptar de manera sencilla
al caso C' < 0), lo que implica x5 > 0. Como g es decresciente, tendremos g(x) < x para todo x > z. Asi

que x5 < % si y solo si g(%) < % Trabajamos entonces con esta ultima condicion:

1 2 1 ) 1 14
g(g)——ﬁ—§+0——§+6’<§@0<ﬁ.
b) La iteracién de Newton para f(z) = 223 + %:E —Ces
. o f(xg) . _2:62—1—%.1‘]4;—0

Como f’ nunca se anula, sabemos que el método de Newton converge siempre converge al orden dos si el
punto inicial estd suficientemente cerca de la solucién z; de la ecuacién f(zs) = 0.

c¢) [Para mejor entender el argumento, se aconseja hacer un dibujo] La funcién f es monétona cresciente
porque f’ > 0. Entonces

et = Th — f(zg) { >z osioxp < xg
f'(zr) <z Sl x> T,

Consideramos C' > 0 (observar que el mismo argumento se puede adaptar de manera sencilla al caso C' < 0),
lo que implica xs > 0. Si x¢p > x,, entonces la sucesion de las iteradas decrece y tiende al punto fijo xs.
Efectivamente, debido a la convexidad de f en todo semieje [0, +00), se ve que la recta tangente a f que pasa
por xj siempre se va quedar por debajo de la grafica de f para todo k, luego se va a cumplir z5 < 2541 < Tk
para todo k = 0,1,.... Dado que la sucesién {z,,} es monétona y acotada, tiene limite, que solo puede ser
igual a x;.

Consideremos ahora el caso cuando g < zs. Si existe un indice k tal que zj > x5, entonces {x,} tiende a
xs, gracias a lo que vimos en el caso anterior. Por otro lado, si z; < x, para todo k, entonces f(xr) < 0
para todo k, lo que implica que xp < 1 < xs para todo kK = 0,1,.... Luego {x,} tiene limite, que es
igual a 5. (De hecho, es facil ver que este ultimo caso, cuando z < x4 para todo k, no se presenta nunca.)

Solucién Ejercicio 2

a)

([ 1dt =2 =2a+b
[Litdt =0 =by
f—ll t2dt % = 2ax? + by? . y =0
[L3dt =0 =by? b =2(1—a)
f‘il t‘;dt 2 = 2a§c4 +by?
o thdt =0 =by




(la hipétesis b = 0 lleva a contradiccién). Luego azx? = %, axt = %, lo que nos da los valores
3 5 8
2
= — = — b = —.
TR YT 9" Ty
b)
1
2 2 5 3 3
/ (28 — 2% de = = — = = —0.063492063 , I[z® — 2% = %2 ((5)' = (2)3) = —0.096
1 9 7 9 5 5

Error = 0.032507937.

c) Sean zp = —7 + %, por k=1,...,N. Definimos s (t) = mk“;zk + B por k=1,...,N — 1.

N-1

[ sy = b [t~ 5 Y (e - 117 0 1))
=7 k=1 "%k
(h(t)

k=1
donde foh(t)=f

Solucién Ejercicio 3
a) Consideramos (1):
Az = Mag1 — Najgy = N(og — 2p41) + b
Si zy, tiene limite, entonces la sucesion ty, = xp — xp41 tiende a 0, y Azy, tiende a b. (Observacién: como la
funcién x — Ax es continua, entonces limy_, oo Azp = Alimg_,o 7).
b) Sea z; tal que Azs = b, decimos By = M~ 'N y By = N"'M = Bfl. Sabemos entonces que A € C es

autovalor de Bj si y solo si % es autovalor de Bo, porque Bj es invertible:

Biv =\ & v = AB .

Ahora
1
B1) = max{|)\| : A autovalor de B} = ma
PLBY) <A v 1 x {|3] : A autovalor de B;}
B 1 B 1
B min{|}| : A autovalor de B} ~ min{|x| : p autovalor de By}
1 1

> =
~ max{|u| : p autovalor de B}  p(Ba)

asi que p(By) < 1 = p(Bz) > 1. Por otro lado, si B tiene algunos autovalores de médulo menor que 1y
otros autovalores de médulo mayor que 1, entonces p(By) > 1, p(Bz2) > 1, y los dos métodos son divergentes
a la vez.

¢) Consideramos (1): By = M~IN = (1% _é/b> (‘()a _Oa) = (-2/1; “éb).

Luego p(B1) = |a/bl|, asi que (1) es convergente si |a| < |b].

-1 0
Como J? = —1I, entonces J? = —J, J4 = I, J% = J. Ademss, ||Jv||, = ||[v], para todo p > 0y todo v € R?,
asf que ||Bvl|, = |v]"|lv||, para todo p > 0y todo v € R2.
Ahora sea z, tal que Azs =by €, =z, — 5. Como €, = Bie,—1 = Bfe, la afirmacién queda demostrada

1 1
d) Para las matrices del apartado anterior tenemos By = ~y (_0 1 0) =~J dondey=a/by J = ( 0 )

con p = |vy| < 1.

Solucién Ejercicio 4

a)

—2/7 37
Q=1 -3/7 —-6/7 |, R:<_O7 :Z)
6/7 —2/7

b) Si, porque QQT es la proyeccién ortogonal sobre la imagen de A y, como V es invertible, A y A; tienen
la misma imagen.



¢) No, porqué las columnas de @ se obtienen de la ortonormalizacién de Gram-Schmidt de las columnas de
A, que en general van a ser distintas de las de Aj.

Para encontrar un contraejemplo, basta escoger A = Q, A; = AV, donde QTQ = I,, y la matriz V # I,, es
ortogonal. Entonces A = QI,, es la factorizacién QR de A. Dado que AT A} = QTVIVQ = QTQ = I,,, 1a
factorizaciéon QR de Ay es A1 = @Q11,, donde Q1 = A;. Por tanto, Q1 = AV = QV # Q.



