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0. Introducciéon

En esta memoria haremos una sintesis de los trabajos del autor, dedicados
a la teoria espectral de operadores no autoadjuntos, y trazaremos algunas
lineas que continian a esta investigacion.

El concepto del espectro o(A) de una matriz cuadrada A es uno de los
conceptos mas basicos y fructiferos del algebra lineal. Este concepto estd inti-
mamente relacionado con la diagonalizacion de la matriz. Si A es hermitica,
entonces existe esencialmente una tnica transformacion lineal que diagona-
liza la matriz y conserva la norma euclidea. Lo mismo se cumple si tenemos
una matriz normal.

Si A no es normal, pero es diagonalizable, existe la transformacion que
reduce A a la forma diagonal, pero, contrariamente al caso de la matriz
normal, esta transformacion ni conserva la norma euclidea de los vectores ni
es unica. Existen matrices no diagonalizables; no obstante, y como se sabe, la
forma de Jordan proporciona una informacién completa sobre la estructura
de la matriz. La transformaciéon que reduce la matriz a su forma de Jordan
tampoco es Unica.

La evolucién de un sistema lineal finito dimensional se describe por una
matriz, y ésta es una de las principales aplicaciones de la forma de Jordan.
Desde el punto de vista de los sistemas dindmicos, la diagonalizacién de la
matriz del sistema dinamico equivale a la descomposicién de un movimiento
arbitrario de este sistema en una suma de oscilaciones arménicas. Una gran
cantidad de sistemas fisicos se modelizan por sistemas lineales infinito dimen-
sionales; éste es el planteamiento estandar de la fisica matematica. Por esta
razon, es necesaria una teoria espectral de operadores lineales en dimensién
infinita.

La situacion actual de la teoria espectral en la dimension infinita es la
siguiente. Mientras que existe un analogo completo infinito dimensional de la
teoria espectral de matrices hermiticas y normales, no existe una teoria es-
pectral general de los operadores no autoadjuntos. No se conoce un sustituto
de la forma de Jordan para el caso infinito dimensional que tenga la misma
generalidad y utilidad.

Los problemas espectrales para un operador general infinito dimensional
suelen ser muy dificiles. Por ejemplo, durante mucho tiempo estuvo abierta
la pregunta si todo operador lineal A en un espacio de Banach L tiene un
subespacio invariante no trivial (distinto de 0 y L). Actualmente se conocen
ejemplos de operadores sin subespacios invariantes no triviales, ver [42, 97],



pero se desconoce cual es la respuesta a esta pregunta para operadores en
espacios de Hilbert.

Hay muchas otras evidencias que demuestran que la estructura espectral
de un operador lineal general puede ser muy complicada. Todo esto sugiere
que la idea de descomponer un movimiento arbitrario en oscilaciones armo-
nicas independientes, en general, no puede funcionar en el caso infinito di-
mensional. Sin embargo existen diferentes teorias espectrales parciales que se
aplican a clases particulares de operadores lineales. La linea de investigacién
que vamos a describir pertenece a una de estas corrientes, mas concretamente
los llamados modelos funcionales.

En general, un modelo funcional de un operador es un operador en un
determinado espacio de funciones, que es unitariamente equivalente (o seme-
jante) al operador inicial y tiene una forma simple, que permite responder a
preguntas sobre su estructura espectral. !

Entre las cuestiones que se estudian habitualmente se encuentran las si-
guientes:

1) Definir las funciones del operador para una clase de funciones mas
amplia posible.
2) Estudiar los vectores propios y su completitud.

3) Averiguar si los vectores propios forman una base de Riesz.

4) Describir el conmutante del operador (por definicién, es el conjunto de
operadores que conmutan con este operador).

5) Describir los subespacios invariantes.

Otro propdsito de la teoria espectral es la clasificacién de operadores de
una determinada clase respecto a la relacion de equivalencia unitaria o a la
similitud.

La idea principal del método de modelos funcionales es que, una vez
construido un modelo funcional de un operador, todas estas preguntas se
reducen a unas preguntas analiticas sobre el espacio de funciones en el que
actia el operador modelo.

La teoria espectral de operadores no autoadjuntos y, en particular, el
método de modelos funcionales utilizan un gran abanico de técnicas, donde
se combinan diversos temas del anélisis funcional, la variable real y la variable

IDecimos que operadores A1, Ay en unos espacios de Banach Hy, Hs, respectivamente,
son semejantes si existe un isomorfismo lineal U : H; — Hy tal que Ay = UA UL,



compleja de una forma fascinante.

Utilizaremos béasicamente tres tipos de operadores como modelos funcio-
nales, que son los siguientes:

1) El operador diagonal de multiplicacién por la variable independiente
en un espacio funcional X, definido como

M.:f=f(z) = 2f(z), feX.

2) El cociente de dos operadores diagonales. Sea X7 un espacio funcional
de Hilbert y X5 su subespacio. Supongamos que el operador diagonal M,
f = f(2) — zf(z) actia sobre X; y estd acotado en este espacio. Sea Xj
un subespacio de X7, invariante por M,. Entonces podemos considerar el
espacio cociente X;/Xs = X; © Xy, que es un espacio de Hilbert. Definimos
el cociente ]\/4\Z del operador M, con respecto a su subespacio invariante Xo
como la aplicacién

]/@:Xl/XQHXl/XQ, ]/\4\2 [f]:[Zf], fGXl.

Hemos denotado por [f] la coclase f 4+ X5 de una funcién f € Xj.

3) El operador diagonal truncado. Supongamos que tenemos un espacio
X de funciones sobre un subconjunto G de la esfera de Riemann C tal que
oo € G. Las funciones en X toman valores escalares o vectoriales.

El operador diagonal truncado tiene la forma

MIf(z) = 2f(2) = (2f(2)]._) ®1, (0.1)

donde fy®1 es la funcién sobre G, que es idénticamente igual a fy. En muchos
casos, el operador M esté bien definido y actia sobre X.

La ventaja que tienen los modelos funcionales diagonales esta clara. Por
ejemplo, si el modelo de A es el operador diagonal M, en un espacio X de
funciones sobre G y tenemos una funcién ¢ : G — C, entonces para definir el
operador p(A) : X — X basta considerar el operador

f=wf,  fed

Esta definicién es correcta si y sélo si ¢ es un multiplicador de X', es decir,
si la multiplicaciéon por ¢ lleva X en X' y es una operacion acotada.

En el Capitulo 1 hacemos una descripciéon de modelos funcionales, cono-
cidos previamente. Entre ellos se encuentra la representacion espectral de
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operadores normales en la forma de von Neumann, que, como veremos, es
un modelo funcional diagonal de estos operadores en espacios L? con valores
vectoriales. Este modelo se utilizara en nuestra exposicion.

El modelo mas celebre de operadores no autoadjuntos es el modelo de
Nagy-Foiasg, que discutiremos en la Seccién 1.2. Como veremos, este mode-
lo tiene la forma del operador diagonal cociente. Cientos de trabajos estan
dedicados a este modelo y a sus aplicaciones. En este capitulo hablaremos
también, brevemente, sobre los modelos de de Branges—Rovnyak, Pavlov,
Naboko, Helton, Martin—Putinar y otros.

El autor ha construido modelos para tres amplias clases de operadores,
cuyo comportamiento espectral es muy distinto. Estas clases son:

A. Operadores cuyos autovectores poseen una estructura especial analitica.
Aqui se incluyen los operadores de Toeplitz, operadores hiponormales y sub-
normales.

B. Perturbaciones de operadores normales cuya medida espectral escalar
es la medida de Lebesgue dos-dimensional.

C. Operadores de cierto tipo, para los que construimos un modelo diago-
nal cociente. Esta construccion se aplica tanto a operadores acotados como
a no acotados. El modelo que proponemos para esta clase tiene muchas ca-
racteristicas en comun con el modelo de Nagy y Foiag, pero tiene también
importantes diferencias. El modelo original de Nagy y Foiag sélo se construye
en un disco o un semiplano. Nuestro modelo se asocia a un dominio bastante
arbitrario en el plano complejo (acotado o no acotado). Es un modelo con
respecto a la semejanza y no con respecto a la equivalencia unitaria. Se am-
plia de forma importante la clase de operadores a los que podemos aplicar
las técnicas de la teoria de Nagy y Foias.

Los modelos construidos por el autor tienen varias caracteristicas co-
munes, que destacaremos en esta exposicién. Son modelos semejantes al ope-
rador inicial. Los modelos construidos anteriormente por otros autores, por
lo general, solamente respetan la estructura unitaria.

Otros rasgos muy importantes de nuestro esquema son las siguientes:
1) La construccion simultanea del modelo del operador y de su conjugado.
2) La dualidad entre estos dos modelos.

Debido a estas caracteristicas, llamamos a nuestros modelos modelos duales
funcionales.



En la Seccién 2.3, hablaremos con detalle sobre esta dualidad. Veremos
que, ademas de ser una propiedad matematicamente atractiva, la dualidad
entre el modelo del operador y de su conjugado juega un papel esencial en la
obtencion de los resultados principales.

A diferencia con los modelos funcionales anteriores, los modelos que pro-
ponemos no se determinan de forma tnica. Para construir un modelo seme-
jante de un operador lineal A hace falta incluirlo en un sistema (A, B, C) de
tres operadores. Podremos ver que el lenguaje que utilizamos en este tipo
de teoria espectral tiene muchos puntos en comtun con los planteamientos
clasicos de la teoria clasica de Control Lineal, lo que hace muy atractivo
intentar aplicar modelos duales funcionales al Control Lineal.

En el Capitulo 4 discutiremos aplicaciones, entre las que destaca la apli-
cacién al estudio de los llamados dominios de cuadraturas (y las correspon-
dientes curvas algebraicas) y las aplicaciones a la teoria de control lineal de
sistemas infinito dimensionales.

En el dltimo capitulo de la memoria esbozaremos posibles lineas de futura
investigacion, tanto en la teoria espectral como en las aplicaciones.

A lo largo de este texto sélo consideramos espacios de Hilbert complejos
separables (sin descartar que tengan la dimensién finita). Por un operador
lineal en un espacio de Banach entenderemos un operador acotado, salvo que
se diga lo contrario. Para un espacio de Banach K, denotamos por B(K) el
espacio de operadores acotados en K.



1. Antecedentes: modelos funcionales conoci-
dos previamente y otros acercamientos a la
Teoria espectral

1.1. Teoria espectral de operadores autoadjuntos en
forma del modelo funcional de John von Neumann

La teoria espectral de operadores autoadjuntos estd en la base de la
matematica moderna, lo que se comprueba con su estricta relacion con el
método de Fourier de la fisica matematica. Los fundamentos de esta teoria
fueron puestos en la primera mitad del siglo XX por los matematicos tan
famosos como 1. Fredholm, F. Riesz, S. Banach, D. Hilbert. En los trabajos
de John von Neumann y Hermann Weyl (ver [82]) se revelaron relaciones
muy fuertes con la fisica cuantica.

Existen distintas formas del Teorema Espectral para operadores normales
en un espacio de Hilbert. Presentamos aqui la representacion espectral en
forma de la integral directa, que fue construida en el articulo [81] de John
von Neumann. De hecho, esta es la forma mas fuerte del Teorema Espectral
y las demés formas se obtienen facilmente a partir de ella. Cabe observar
que la integral directa se utiliza también en la teoria de los dlgebras de von
Neumann, cuyo estudio se inicié en el mismo articulo.

Sea H un espacio de Hilbert, A un operador lineal en H y F un subespacio
de H. Se dice que E es un subespacio ciclico de A silos vectores A™e, n > 0,
e € E, son completos en H. La multiplicidad espectral de A se define como

v(A) ' min {dimE: E es un subespacio ciclico de A}. (1.2)

Se dice que el operador A es ciclico si v(A) = 1, es decir, si A tiene un
subespacio ciclico de dimensién 1.

Para enunciar el teorema sobre la representacion espectral de un operador
normal ciclico no hace falta introducir la integral directa.

Teorema 1.1 (El Teorema Espectral, caso ciclico). Sea H una espacio de
Hilbert complejo de dimension finita o separable. Sea A un operador normal
acotado ciclico en H. Entonces existe una medida positiva p en C, cuyo
soporte supp j es compacto, y un isomorfismo isométrico

U:H— L*(p)
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tal que

UAUT f(2) = 2f(2), V[ € L*(n).

Se puede decir que el operador diagonal

M. f=f(z) = zf(2),  fe€L*n (1.3)

es un modelo funcional del operador A. El operador A es unitariamente
equivalente a su modelo. Este modelo es una obvia generalizacién de la dia-
gonalizacién de una matriz normal. Efectivamente, si el soporte de p es un
conjunto finito de puntos Ay, ..., Ay, entonces una funcién f € L*(u) queda

determinada por sus valores f; & 5 (Aj), v el operador (1.3) se reduce al
operador

{fih<jen = {Nfih<i<n

El enunciado general del Teorema Espectral utiliza la llamada integral
directa. Supongamos que K es un espacio de Hilbert, y p es una medida en

C con soporte compacto. Sea L?(u, K) el espacio de Lebesgue de funciones
f:C— K con

1 4 / 1F()I d

Si {K(z)} es una familia medible de subespacios de K, entonces la integral
directa

[ Keaut

se define como el subespacio de L?(u, K), que es el conjunto de funciones
f(z) € L?(u, K) tales que f(z) € K(z) para p-casi todo z € C. Si K(z) = K
para todo 2, [© K(z)du(z) coincide con L?(p, K).

Teorema 1.2 (El Teorema espectral, el caso general). Sea H una espacio de
Hilbert complejo finito dimensional o separable. Sea A un operador normal
acotado en H. Entonces existen una medida positiva p en C, cuyo soporte
supp i+ es compacto, un espacio de Hilbert auziliar K, una familia medible
{K(2)} de subespacios de K y un isomorfismo isométrico

U:H— 69K(z) du(z)
tal que
UAU ' f(2) = 2f(2), Vfe K(z)du(z). (1.4)



De esta forma, el operador diagonal

M [T K@)~ [ K

sirve como un modelo funcional de un operador normal arbitrario.

El Teorema Espectral para operadores autoadjuntos y normales permite
dar respuestas completas a todas las preguntas 1)-5) que hemos mencionado
en la Introduccién. 2 Por ejemplo, dos operadores normales A; y A, son uni-
tariamente equivalentes si y sélo si los parametros de sus modelos funcionales
satisfacen lo siguiente: las medidas p; y po son mituamente absolutamente
continuas, y dim K;(z) = dim K5(z) para p;-casi todo z.

Este teorema juega un papel crucial en el método de Fourier, la mecanica
cuantica, la teoria de procesos estocasticos, la teoria de control y otros areas.

1.2. El modelo de Szokefalvi-Nagy y Foiasg

El precio que se paga por la reduccion de un operador a una forma diago-
nal es que se suele obtener espacios de funciones complicados. Muchas veces
en la definicién de este espacio se utilizan espacios de Hilbert de funciones
analiticas. No obstante, como veremos, la facilidad de obtener respuestas
a preguntas de caracter espectral es mucho mayor en el marco de modelos
funcionales que usando otras herramientas.

El més célebre modelo funcional de operadores no autoadjuntos® es el
modelo de Nagy—Foiag de contracciones en un espacio de Hilbert. Este modelo
fue introducido en una serie de trabajos de estos autores en los anos 60 y
luego resumido en el famoso libro [104].

Sea T una contraccion en un espacio de Hilbert H, es decir, un operador
lineal cuya norma es menor o igual que 1. Decimos que T' es completamente
no unitario si no existe una descomposiciéon H = H; ¢ H, en una suma orto-
gonal de espacios no nulos tal que TH; C H; y T|H; es unitario. Cualquier
contraccion T' se decompone en una suma ortogonal 7" = T7 @ T5, donde
T es unitario y T, es completamente no unitario. Como la representacion
espectral de operadores unitarios ya se conoce (son un caso particular de

2Con excepto de la descripcién de subespacios invariantes, que se conoce sélo en casos
de geometria simple del espectro de A.

3Tradicionalmente, se habla de la teoria espectral de operadores no autoadjuntos cuan-
do se investigan operadores distintos de normales



operadores normales), la teoria de Nagy y Foiag se ocupa sélo del caso de
una contracciéon 1" completamente no unitaria.

Sean U, Y dos espacios de Hilbert. Denotamos por B(Y,U) el espacio de
operadores que van de Y a U, y por H*(B(Y,U)) el espacio de funciones
analiticas acotadas en el disco unidad D que toman valores en B(Y,U). To-
da funcién en H>*(B(Y,U)) tiene valores frontera en casi todo punto de la
circunferencia unidad T = 0D (en el sentido de la convergencia fuerte de
operadores).

Necesitaremos también espacios de Hardy H? con valores vectoriales. Los
elementos delespacio de Hardy H*(U) con valores en un espacio de Hilbert
U son funciones analiticas que van del disco unidad a U. Una funcion

f(z) = chz”, zeD,
0

donde ¢, € U, pertenece a H*(U) si y sélo si

o

def 1
£ % 5 el < oo
0

Es estdndar representar H?(U) como un subespacio de L*(T,U), donde T
es la circunferencia unidad. Por lo tanto, H*(U) es un espacio de Hilbert.
Escribiremos simplemente H? en el caso cuando U = C!. Las propiedades
bésicas de espacios H? se exponen, por ejemplo, en [40].
Sea © € H*(B(Y,U)) una funcién contractiva, lo que significa que
def
1Ol = sup[|O(2)[] < 1.
z€D

Supongamos ademds que © es pura, es decir, [|©(0)y|| < ||y|| para todo vector
y € Y no nulo. A toda funcién de este tipo se le asocia un espacio modelo
de Nagy—Foias, que es el espacio cociente de dos espacios de funciones,

construido de la siguiente manera.
Ponemos A(e?) = (I — @(e"“’)*@(ew))1/2
espacios

L3(T,U) H?(U) )

0 _ : 1 _ 2 _ 2
Xe = <Clos ALQ(T,Y)) Ko = (Clos AL*(T,Y) )’ Xo = A HA(Y).
Aqui X3 es la suma directa de L*(T,U) y la clausura de AL*(T,Y) en

L*(T,Y), y X, X3 son sus subespacios:

X3 o X5 D X3,

, ¢ € [0, 27]. Consideremos los
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El operador f — zf de multiplicacién por la variable independiente en X§
es unitario, y X¢, X3 son subespacios invariantes por este operador.

Definiciones. FEl espacio modelo es el espacio cociente
X5/ X8 (1.5)

El operador modelo Mg de Nagy—Foais, asociado a la funciéon ©, y que actua
en el espacio modelo, se define como el cociente del operador

frezf, feXd

respecto a su subespacio invariante X %.

En otras palabras, denotando por [f] la coclase f + X& de una funcién
f € X§, vemos que el operador modelo

Mo : X5/ X8 — X5 /X3 (1.6)
actua de la siguiente forma:

Mo [f]=[2f],  f€ X (1.7)

Por otro lado, dada una contraccion T : H — H completamente no
unitaria, se definen espacios

Y =clos DrH, U = clos Dy« H,
donde Dy = (I — T*T)Y?, Dy = (I — TT*)"/2. La funcién
Or(z) = =T + 2Dy (T — 2T%) ' Dy|Y,

se llama la funcion caracteristica de T'. Puede comprobarse que ©7 es una
funcién contractiva de clase H>*(B(Y,U)) que, ademés, siempre es pura.

A las funciones ©; € H>*(B(Y;,U;)), j = 1,2, se les llama equivalentes si
O2(z) =uO1(z)v, 2 €D,

donde v : Yy — Y] y u: Uy — Us son isomorfismos isométricos.

Se puede enunciar el resultado principal de la teoria de Nagy y Foiag de
la siguiente forma:
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Teorema A ([104]). 1) Para cualquier contraccién 7' completamente no
unitaria, el operador modelo Mg,., construido a partir de la funcién caracte-
ristica de T', es unitariamente equivalente a 7'.

2) Para cualquier funcién pura © € H*(B(Y,U)) de norma menor o igual
que 1, el operador modelo Mg es una contraccién completamente no unitaria,
y su funcién caracteristica es equivalente a ©.

Este teorema reduce el estudio de contracciones al estudio de sus modelos,
es decir, a cuestiones sobre los espacios H* y H? con valores vectoriales.

Como se ve, la forma del modelo es bastante mas complicada que en la
Teoria Espectral clasica de operadores normales. Sin embargo, la teoria de
Nagy—Foias permite dar un estudio muy detallado de contracciones, sobre
todo en el caso en el que los operadores D y Dp« son “pequenos” en algin
sentido, por ejemplo, cuando tienen rango finito. En este tultimo caso los
espacios Y y U son finito dimensionales, y ©r es una funcién matricial.
Los operadores Dy y Dy« se llaman operadores defecto de T. En el caso
limite, si T" fuese unitario, tendriamos Dy = Dy« = 0 (en realidad, este caso
quedd excluido de la consideracion, porque estamos suponiendo que 7' es
completamente no unitario).

Mencionaremos también que el modelo de Nagy-Foias se simplifica de
forma considerable si la funcién caracteristica © es interna, es decir, ©*0 = [
en casi todo punto de la circunferencia unidad. Entonces el espacio cociente

(1.5) se convierte en
H*(U)/OH*(Y), (1.8)

de tal forma que el operador modelo Nagy—Foias es el operador diagonal
cociente en este espacio.

Cabe observar que, mientras que los operadores de multiplicacién por
la variable independiente no permiten modelar matrices que no son diago-
nalizables, la modelacién mediante cocientes de operadores diagonales si lo
permite. Por ejemplo, el bloque de Jordan

()

[f] = [2f] en H?/z*H?. (1.9)

se modela por el operador

De hecho, la matriz T" es una contraccion completamente no unitaria, su
funcién caracteristica es ©r(z) = 22, y el operador (1.9) es el modelo de
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Nagy-Foiag de T'. De la misma forma, el operador cociente [f] — [zf] en el
espacio H?/2z"H? es el modelo Nagy—Foiag del bloque estdndar de Jordan de
orden n. Si la funcién analitica ©(z) no es racional, el operador modelo Mg
es infinito dimensional.

Daremos a continuacion una lista de algunos de los resultados mas desta-
cados que se obtienen en la teoria de Nagy y Foiag a través del modelo.

1) Se define p(T) para cualquier funcién (escalar) ¢ € H™;

2) Para el caso de contracciones T tales que ¢(7') = 0 para alguna fun-
cién ¢ € H* no nula, se halla un criterio de completitud de autovalores.
En particular, este criterio se aplica a todos los casos cuando los defectos
son finitos y el espectro de T no es todo el disco closD. Para esta clase de
operadores, se define una funcién minimal de T' (que es una funcién de clase
H®). Esta funcién es andloga al polinomio minimo del Algebra lineal.

3) Para el caso de defectos finitos, existe el criterio simple de que los
vectores propios de T' formen una base de Riesz en términos de la funcion
caracteristica O y la geometria del conjunto de sus ceros.

4) Se ha encontrado una estricta relacion entre los subespacios invariantes
de T'y factorizaciones de ©7 de una determinada clase.

5) Existe una descripcién completa de los operadores que conmutan con
T en términos del modelo. Esta caracterizacion se ha utilizado en la teoria
de control H> [44].

6) La teoria de Nagy y Foiag encuentra una directa aplicacién en la teoria
de scattering de ondas, ver Lax-Phillips [63].

Es importante mencionar que existe una variante del modelo de Nagy y
Foiag para operadores disipativos. Para este caso, el papel del disco unidad
lo juega el semiplano superior.

La teoria de Nagy y Foiag se expone muchas veces a través de la nocién
de la dilatacion de un operador. Supongamos que U es un operador unitario
en un espacio de Hilbert K, y hemos encontrado una descomposicion K =
H_ & H @ H, tal que U tiene una forma triangular con respecto a esta
descomposicién:

U~ (1.10)

* % ¥
¥ H o
* O O

Entonces el operador T', que esta en el bloque central de esta matriz 3 x 3, se
llama una compresion de U, y el operador unitario U se llama una dilatacion
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unitaria de T. Esté claro que ||T']| < 1, porque T' = PyU|H. Ademas, se
tiene que
T = PyU"H

para todo n > 0, lo que implica que p(T') = Pyp(U)|H para todo polinomio
p.

Es facil pasar del modelo funcional (1.6)-(1.7) a la dilatacién unitaria
(1.10) del operator T' ~ Mg, hay que poner simplemente:

K=X3 H =X20X§ Hy=Xi0Xs H,=X3.

Es decir, el operador M, en el espacio X§ es la dilatacién unitaria del operator
modelo Mg.

Las aplicaciones concretas del modelo de Nagy—Foias incluyen el analisis
de los operadores de Schrodinger con el potencial complejo [90], operadores de
Dirac [8], del modelo lineal de transporte de neutronas en un reactor atémico
[79, 80] y otros. El modelo de Nagy y Foias tiene una directa relacién con
los llamados sistemas abiertos, que fueron estudiados por M. S. Livsic en el
libro [66], en particular, en relacién con las redes eléctricas. Se puede decir
que este modelo es relevante en cualquier proceso fisico que se describe con
ecuaciones lineales y supone una disipacién de la energia.

1.3. Otros modelos funcionales

El modelo de Nagy y Foiag tiene varias modificaciones, disenadas para
operadores de diferentes clases. Entre estas variantes, podemos mencionar el
modelo de de Branges—Rovnyak [18] y el modelo simétrico de Pavlov [89, 90].
En el trabajo de Nikolski y Vasyunin [85] se introduce una versién abstracta
de estos modelos. Eligiendo unos parametros, se puede convertir este modelo
en cualquiera de las modificaciones concretas que se conocen.

Podemos mencionar aqui las p-contracciones, que ya fueron investigadas
en el libro original de Nagy y Foiag [104]. Se trata de una clase mds amplia
que las contracciones. Como se demuestra en [104], cualquier p-contraccién
es semejante a una contraccién.

En los trabajos de Ch. Davis [34], McEnnis [77] y S. Naboko (ver [78]) se
han construido modelos funcionales de las llamadas no contracciones y ope-
radores no disipativos. Mientras que McEnnis utilizaba los espacios de Krein
(con la métrica indefinida), S. Naboko demostré céomo construir un modelo
de un operador no disipativo a partir del modelo de un operador disipativo
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auxiliar. En los trabajos posteriores de S. Naboko, V. Veselov, V. Ryzhov,
V. Vasyunin, N. Makarov, A. Tikhonov y otros, este modelo fue aplicado
al estudio de los operadores de ondas, de las componentes espectrales y de
la estabilidad del espectro continuo y al estudio de otras cuestiones espec-
trales. Un acercamiento distinto a operadores casi unitarios fue desarrollado
por V. Kapustin (ver [59]). El modelo de Kapustin relaciona el estudio de
esta clase de operadores con los llamados subespacios casi invariantes del
operador shift, ver [52] y [Y6].

La dilatacién normal en la frontera del rango numérico de cualquier ope-
rador acotado fue construida recientemente por Putinar y Sundberg [95].

Podemos mencionar que recientemente ha surgido mucho interés en las
construcciones del libro [17] de de Branges (ver, por ejemplo, Remling [99] y
Makarov y Poltoratski [71]).

Ultimamente se han producido avances muy grandes también en la teoria
de operadores, relacionada con funciones de varias variables complejas. Men-
cionaremos los trabajos de Arveson (ver [14]), de Ambrozie, Englis y Miiller
(ver [11]) y otros.

Teoria abstracta de modelos

En los trabajos de Agler, Arveson, Dritschel, McCullough y otros (ver [1],
[14], [35]) se desarrolla la llamada teoria abstracta de modelos.

Por una familia de operadores en esta teoria se entiende una coleccion de
operadores, actuando sobre espacios de Hilbert, que esta cerrada respecto de
ciertas operaciones (la suma directa, la restriccién a un subespacio invariante
y otras). La idea de esta teorfa es asociarle a cada familia de operadores de
este tipo su subclase, que se llama modelo de esta familia, y cuyas propiedades
espectrales sean mas faciles de entender. Se demuestra que toda familia de
operadores tiene un modelo minimo respecto de inclusiones. Por ejemplo,
los operadores unitarios son el modelo minimo de la familia de todas las
contracciones.

La nociéon de dilatacién juega un papel importante en esta teoria.

La relacién de esta teoria con la que desarrollamos nosotros no esta clara
de momento. Cabe notar, sin embargo, que la teoria de modelos respeta solo
la equivalencia unitaria, mientras que los modelos duales funcionales son
semejantes y no unitariamente equivalentes al operador inicial.
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1.4. Otros acercamientos a la Teoria espectral
de operadores no autoadjuntos

Operadores espectrales y espectrales generalizados. La Teoria Es-
pectral de operadores normales fue generalizada por Dunford y Schwartz a
los llamados operadores escalares, que tienen una representacion

A= /sz(z) + N,

donde E(-) es una medida espectral, cuyos valores son proyecciones no ne-
cesariamente ortogonales, y /N es un operador casi nilpontente que conmuta
con la proyeccién E(J) para todo subconjunto Boreliano 0 en el plano com-
plejo. Esta teoria se expone en el tomo 3 del tratado de Dunford y Schwartz
(ver [38]). Se demuestra que si el espectro de un operador estéd contenido
en una union disjunta de curvas de Jordan y se cumplen unas estimaciones
de su resolvente, entonces es espectral. De forma paralela, Colojoara y Foiag
desarrollan en el libro [30] la teorfa de operadores A-espectrales, donde A es
un algebra de funciones, definidas en un conjunto que contiene al espectro

de A.

A pesar del éxito de estas teorias, su aplicacién practica no es tan grande
como se esperaba. Por ejemplo, el operador diferencial

Ly =—y" +q(x)y, y(0)=0,2€[0,+00)

con el potencial ¢ complejo finito no siempre es espectral en el sentido de
Dunford o espectral generalizado en el sentido de Colojoara — Foias. Le impide
ser espectral la presencia de las llamadas singularidades espectrales.

Teoria local espectral. La teoria local espectral estudia propiedades
generales de operadores con respecto a la descomposicion del espectro.

Los operadores descomponibles forman una clase méas amplia. Un opera-
dor A en un espacio de Banach H se llama descomponible si para todo re-
cubrimiento abierto, 24, ..., €,, de su espectro existen subespacios invarian-
tes Hy,... H, de Atalesque H = Hy+---+H,, 0(A|Hy) C U, k=1,...,n.
Todo operador espectral o espectral generalizado es descomponible.

Como se demuestra en el articulo de Ljubich y Macaev [64], si un operador
T tiene el espectro real y satisface la condicién

/ loglog sup |[(z] —T)7Y| dt < oo,
0

[Imz| >t
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entonces es descomponible. Cualquier operador descomponible, cuyo espectro
no es un punto, tiene subespacios invariantes no triviales.

Otra propiedad ampliamente estudiada, y que fue intoducida por Bishop
en 1959, es la llamada propiedad (3) de Bishop. Se dice que un operador
A € B(H) tiene esta propiedad si para toda sucesién de funciones analiticas
{fn}22,, que van de un dominio 2 C C a H, la convergencia uniforme sobre
los compactos de la sucesién de funciones {(zI — T)f,(2)}2, implica la
convergencia uniforme sobre los compactos de funciones f,(z).

Se introduce también otra propiedad de descomposicién (d) (que se con-
tiene de forma implicita en el mismo articulo de Bishop). Como se demostré en
[6], un operador es descomponible si y s6lo si él satisface las propiedades (/)

y (9).

En el articulo de Albrecht y Eshchmeier [5] se demuestra que las prop-
iedades () y (0) son duales una de la otra: A satisface () si y sélo si A*
satisface (0). En este mismo articulo, se da una caracterizacién muy impor-
tante: un operador tiene propiedad () si y sélo si este operador es semejante
a la restriccion de un operador descomponible a su subespacio invariante. El
trabajo anterior [43] de Eschmeier y Putinar contiene otros resultados de este
tipo. El reciente libro [62] es una excelente exposicién sistematica de estas
cuestiones.

La existencia de subespacios invariantes

Como ya hemos dicho en la introduccion, la clasificacion de los subespa-
cios invariantes por un operador es uno de los primeros objetivos de su estudio
espectral. A nivel abstracto, resulté extremadamente dificil responder incluso
a la siguiente pregunta:

El problema de subespacios invariantes. ;Es cierto que
cualquier operador en un espacio de Banach H tiene un subespacio
invariante no trivial (es decir, distinto de 0 y H)?

Esta pregunta ya aparece de forma explicita en la coleccién de problemas
de Halmos [49] y determiné muchos estudios en la Teoria espectral de opera-
dores no autoadjuntos. Ahora, y después de muchos esfuerzos, se sabe que la
respuesta para un espacio de Banach general es negativa, gracias al ejemplo
de Enflo [42]. Este ejemplo fue elaborado en 1976, pero fue muy complicado,
y tard6 en publicarse 10 anos. En este tiempo B. Beauzamy publicé en [20]
una simplificacion de los razonamientos de Enflo. Utilizando las ideas de En-
flo, C. Read elaboré otro ejemplo todavia mas simple de un operador en un
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espacio de Banach que no tiene subespacios invariantes no triviales, que fue
publicado en [97]. Posteriormente Read encontré un operador casi nilpotente
con esta misma propiedad, ver [98]. Se puede leer en [122] una exposicién
mas detallada sobre la historia del hallazgo de estos ejemplos.

Hasta el momento se desconoce cual es la respuesta al Problema de sub-
espacios invariantes para un operador en un espacio de Hilbert; mas aun,
todos los operadores sin subespacios invariantes no triviales que se conocen
actuan en espacios de Banach no reflexivos.

Por otro lado, existe un gran niimero de resultados asegurando la existen-
cia de subespacios invariantes no triviales para operadores que pertenecen a
unas clases especiales. La existencia de subespacios invariantes ya se conoce
desde hace mucho tiempo para operadores compactos [13] y polinomialmente
compactos. Los resultados mas recientes se basan principalmente en dos técni-
cas distintas.

La primera es la técnica de V. Lomonosov, quien demostro en el articulo
[68] del ano 1973 que para todo operador A que no es un miltiplo de identi-
dad y que conmuta con un operador compacto no nulo, existe un subespacio
no trivial que es invariante por cualquier operador que conmuta con A. El
método novedoso utilizado por Lomonosov origind muchos articulos, que ex-
tendieron este resultado a clases de operadores cada vez mas amplias, ver
Lomonosov [69], Ansari [12] y otros. En el impresionante trabajo de A. Si-
moni¢ [103] se demuestra que todo operador en un espacio de Hilbert real de
forma Ay + K, donde Ay es autoadjunto y K compacto, tiene un subespacio
invariante no trivial.

Las hipdtesis de [69], que garantizan la existencia de subespacios invarian-
tes no triviales son tan generales que durante algin tiempo no se conocieron
ejemplos de operadores en espacios de Hilbert que no las cumplieran. Final-
mente un ejemplo de este tipo fue encontrado en [47].

El segundo método es la técnica de S. Brown, que se origind en su articu-
lo [21], donde se demuestra que cualquier operador subnormal en un espacio
de Hilbert tiene un subespacio invariante no trivial. Esta técnica resulté ser
muy util para encontrar subespacios invariantes de operadores con espectro
masivo, en un sentido u otro. Los primeros trabajos que utilizaron este méto-
do se apoyaban en la existencia de un calculo funcional isométrico para el
operador en cuestién, pero luego este método fue extendido a operadores que
no poseen tal calculo. Existen docenas de trabajos que explotan las ideas de
S. Brown, entre los que mencionaremos [29, 57, 10, 22, 93] y el libro [25]. El
articulo [92] utiliza las ideas de Lomonosov y de S. Brown a la vez.
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El libro [96] de Radjavi y Rosenthal estd dedicado a la exposicién de
distintas técnicas para la demostraciéon de la existencia de subespacios inva-
riantes para diferentes clases de operadores.

La descomposicion de operadores de Volterra con respecto de
cadenas de subespacios invariantes

Un operador se dice que es un operador de Volterra si es compacto y su
espectro es sélo {0}. Los operadores cuyo espectro consiste de un sélo punto
son una obvia generalizacién de los bloques de Jordan y por esto fueron muy
estudiados. Todo operador de Volterra posee una rica cadena de subespacios
mvarantes. La teoria espectral de estos operadores ha sido desarrollada en
diversos trabajos y posteriormente sintetizada en el libro [58]. Un ingradiente
esencial de esta teoria es la féormula de restauracién del operador a partir de
su parte imaginaria y de una cadena de sus subespacios invariantes. Esta
formula permite relacionar entre si las propiedades espectrales de la parte
real y de la parte imaginaria del operador de Volterra. Estos resultados ab-
stractos permiten dar, por ejemplo, unos test muy concretos para que las
todas las soluciones de un sistema periédico Hamiltoniano de primer orden
sean acotadas en todo el eje real.

Debido a estos resultados, es interesante describir todos los subespacios
invariantes de un operador cuasinilpotente. En los trabajos [Y2] y [Y3] del
autor, se demuestra que si una sucesion {\,} es monétona y tiende a cero,
entonces el operador shift con pesos \,, que actia sobre /P segin la formula

def
T(ZE07fL’1, To, ... ) == (07 /\05(70, )\11‘17 N ),
s6lo tiene como subespacios invariantes no triviales los espacios
A = ()P el zg=--=ay=0}, N>0
N—{x—(xn)oe CLg == TN = }, > (.

Este teorema responde a la Pregunta 19 del trabajo [106] de A. Shields, que
estaba abierta desde el ano 1974. Este trabajo de Shields estda muy citado y
se reconoce como una referencia clasica sobre los operadores shift con pesos.

La completitud de autovectores. Las cuestiones de completitud de
autovectores fueron muy estudiados en la Teoria Espectral para operadores
de distintas clases. Es famoso el siguiente teorema de Keldysh [60]: Sea N
un operador normal en un espacio de Hilbert X tal que ker N = 0 y NF
es un operador con traza para algun k > 0. Supongamos que el espectro de
N se contiene en una union finita de rayos rectos que salen del origen. Si
T € B(X) es compacto, I + T es invertible y A = (I +T)N, entonces el
sistema de vectores propios generalizados de A es completa en X.
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Este teorema tiene muchas aplicaciones a operadores diferenciales en una
y varias dimensiones, que se obtienen, basicamente, al reformular este enun-
ciado para el operador no acotado A~! en lugar de A, ver [76]. Es importante
observar que la completitud de autovectores generalizados de un operador
B no acotado es imprencindible para poder aplicar el método de Fourier a
la solucién de sistemas lineales abstractos z/(t) = Bx(t) y 2”(t) = Bx(t),
x(t) € X. Estas dos ecuaciones son la base de la fisica matemaética.

Los resultados mas recientes sobre la completitud de autovalores incluyen
trabajos de Shkalikov [109], de Malamud, Oridoroga y Hasse [70, 87] y muchos
otros. El capitulo XI del libro [38] contiene también resultados de este tipo,
que no imponen condiciones sobre la geometria del espectro del operador N.
Para la bibliograffa mas amplia, nos referimos al libro [76].

El modelo de Nagy y Foiag permite dar también un criterio de completitud
de autovectores de un operador disipativo.

Para poder garantizar la convergencia de desarrollos que se obtienen a
partir del método de Fourier la completitud de autovectores no es suficiente.
El mejor caso es el de un operador cuyos autovectores forman una base,
equivalente a un sistema ortonormal (tales bases se llaman bases de Riesz).
Como esta propiedad muchas veces no se cumple, se estudian también bases
de Riesz con paréntesis. Una sucesiéon de vectores {e,} en X se llama base
de Riesz con paréntesis si se puede dividir en bloques finitos de tal forma que
los subespacios finito dimensionales de X, generados por estos bloques, sean
una base de Riesz.

Existen resultados abstractos que dicen que si en la situacion del Teore-
ma de Keldysh imponemos hipétesis adicionales, entonces los autovectores
generalizados del operador son una base de Riesz con paréntesis. Estos resul-
tados también encuentran aplicaciones a operadores diferenciales [76]. Nos
referimos a los reviews de Agranovich [3], [4] para la informacién adicional
sobre el tema.

En las cuestiones que discutiremos a lo largo de esta memoria, es im-
portante también saber demostrar la completitud de autovectores de ope-
radores con un espectro masivo (tipicamente, estos autovectores dependen
analiticamente del parametro espectral, cuando éste recorre algunos compe-
nentes del complemento del espectro esencial). Este tema estd menos estu-
diado. Podemos mencionar los resultados de Clancey [26] sobre operadores
co-hiponormales y de Clark, Morrel y Wang [27, 28, 116] sobre operadores
de Toeplitz.
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2. Modelos duales funcionales

2.1. La funciéon de multiplicidad local espectral

En el trabajo [Y14] del autor, se demostré cémo se puede definir la funcién
de multiplicidad local espectral de un operador A en un espacio de Banach
separable X con respecto a una medida arbitraria p en el plano complejo.
Esta funcién se introduce a partir de las diagonalizaciones de A, que van de
X a una integral directa con respecto de p. Decimos que un operador

o
J:X—>/ H(z)du(z)

diagonaliza el operador A si JA = M,J y la imagen de J es densa. En [Y14],
demostramos que para A y u fijos, existe una diagonalizacién Jy,;, de A, que
es universal en un cierto sentido. En particular, la correspondiente funcion
de dimensién dim H,,;, es maximal, es decir,

dim Hypiv(2) > dim Hy(2)  para p-casi todo z,

si J; es cualquier otra diagonalizacion de A. Por definicion, la multiplicidad
local espectral de A con respecto de p es esta funcion:

ma,(2) & dim Hiniv(2).

Hemos demostrado que la multiplicidad local espectral tiene varias buenas
propiedades, entre las que destacaremos las siguientes:

1) Ma,@asu = Ma,pu+ Ma,, €0 p-C.t.p;

2) my,(2) < v(A) para p-casi todo z, donde v(A) significa la multiplici-
dad espectral (global) de A.

2.2. Un ejemplo de modelos duales

Antes de proceder a una descripcién general de modelos funcionales duales,
daremos un ejemplo, que concierne operadores de Toeplitz.

Sea F' : T — C una funciéon continua, donde T es el disco unidad. El
operador de Toeplitz se define por la férmula

Trx = P, (F - x), r € H?,
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donde H? es el espacio de Hardy y P, es la proyeccién ortogonal de L?(T)
sobre su subespacio cerrado H?2.

Sea w un punto del plano complejo que no estéd en la curva F(T). Enten-
demos por el indice de F' con respecto de w la cantidad

0’

of 1 : e
ind,, (F) oo By Aarg (F(e") — w) 2
m

donde A arg denota el incremento del argumento. Si ind,,F' > 0, entonces
el autoespacio ker(Tw — wl) de Tr es nulo, y el autoespacio ker(77 — wl)
del operador conjugado 7} es de dimensién ind,, F'. De hecho, para cualquier
Fe L>(T), T) = Tk.

En esta seccion suponemos que F' es una funciéon uno a uno y que su
imagen es un curva simple cerrada, recorrida en direccién positiva. Nos pro-
ponemos a construir una teoria espectral del operador

AT,

para este caso. En la Seccion 2.5 hablaremos de casos méas generales, cuando
la curva F(T) tiene interesecciones.

Sea (2 el interior de la curva F(T). Entonces
ker(Tr —wl) =0,w ¢ 0F), dim ker(Ty —wl) =1, w € Q.
Se sabe que en nuestro caso,

o(Tr) = clos Q.

Sea b(z) = 1 € H?. Denotamos Bu = b-u, u € C. Entonces B*z =
z(0), z € H? Se puede demostrar que existe una familia antianalitica de
autovectores h, , de A%, z € Q, tales que

A*h,, =zh,,, B'h.,=1z2€9Q. (2.11)

Ponemos

(Vr)(2) = (z, h..), x€H. (2.12)

Las funciones (Vx)(z) que se obtienen son analiticas en 2. Se obtiene de
forma inmediata que la transformada V' diagonaliza el operador A. En efecto,

(VAz)(2) = (Az, hy ) = (x, Ay ) = 2(x, hap) = 2(VX)(2),

con lo cual
VA=DMV.
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Definicién. Sea V : X — X una transformada lineal, donde X es un espa-
cio de Hilbert y X es un espacio funcional. Decimos que V' es completo si
ker V = 0.

En el caso de la transformada (2.12), V' es completa si y s6lo si es completa
la familia de autovectores h, ., z € Q.

Si sabemos que V' es completa, obtenemos que A se modela por el opera-
dor diagonal en el espacio funcional V H?. Para poder hablar de un modelo
funcional explicito, necesitamos conocer explicitamente este espacio funcional
V H?, es decir, la imagen de V.

Ya que el operador A no tiene autovectores, no podemos utilizar exacta-
mente el mismo procedimiento para diagonalizar A*. Construiremos su mode-
lo utilizando lo que llamamos casi autovectores del sistema (A, B). Daremos
su definicién en un contexto mas general.

Definicién. [Y21] Supongamos que tenemos operadores A : X — X, B :
U — X, donde X, U son espacios de Hilbert. Decimos que g es un cas:
autovector del sistema (A, B) que corresponde al nimero z € C si

JuelU: (21 —A)g= Bu. (2.13)

Usaremos la notacién
Q:{Z:ZEQ}, Q°=C\Q, QC:C\Q.

En nuestro ejemplo, X = H?, U = Cy Bu = b-u, u € C. Poniendo en (2.13)
u =1 € C, obtenemos una familia {h,} de casi autovectores de A, definida
por
(21 — A)h, = b, z € Q°.

Se puede ver que para todo z € Q¢ h, estd definido de forma unica. La
familia {h.},cc\o de funciones en H? es analitica. Definimos la transformada
Vi por

(Viz)(2) = (x, hs), x.€ H? z€ Q" (2.14)

Se comprueba sin dificultad que
V.A* = M1V,

(donde MT estd definido en (0.1)), es decir, V. convierte la accién de A*
en la accion del operador diagonal truncado. De la misma forma que antes,
tenemos que demostrar la completitud de la transformada V, y describir la
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imagen de V.. La completitud de V. es equivamente a la completitud de la
familia {h, : z € Q°} de casi autovectores de A.

Los modelos concretos de operadores de Toeplitz T y T = Tk se ob-
tienen bajo la siguiente hipdtesis adicional:

(*) La funcién F es de clase C*(T) para algtin & > 0. Se tiene 22 £ 0,
¢eT.

Para describir los dos modelos, necesitamos los siguientes subespacios de
L*(09Q) = L*(09, |dz|), lamados espacios de Smirnov:

E2(Q) = {f e L2(09) : [t _ V2 e O},

a0 t—=z
E2(Q0) & {f e L} 09) : fdt_ Vz e Q).
90 t—z

Toda funcién f € E%(Q) se extiende a una funcién analitica en 2, utilizando
la integral de Cauchy:

f(2) dof f(t) dt z € Q.

Y

oo t—2

Se demuestra [40] que para cualquier funcién f € E?(Q), sus valores en 92
se restauran a partir de los valores dentro de €2 como limites no-tangenciales.
De la misma forma, podemos interpretar funciones en E2(£2¢) como funciones
analfticas en Q°. Se tiene que f(oo) = 0 para toda funcién f € EZ(Q°).

Los espacios de Smirnov E%(Q), E2(Q) son una generalizacién natural
de espacios H? de Hardy. El libro [40] contiene sus propiedades bdsicas.

Se verifica la siguiente igualdad
E*(Q)" = E5 ()
respecto a la dualidad de Cauchy

(f.9)d

def 1

57 | FREE ¢ feB @ g€ B@).  (215)
Se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.1 ([Y9], [Y21]). Supongamos que la curva F': T — C es simple,
cerrada, se recorre el la direccion positiva y satisface (*). Entonces

(1) El operador V' es un isomorfismo de H* sobre E*(Q), que transforma
A =Tr en el operador diagonal M, :

VIRV f =DM f,  feE*Q);
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(2) El operador V, es un isomorfismo de H? sobre E2(Q°), que transforma
A* =Ty en el operador diagonal truncado MY :

V.V lg=Mlg, g€ E5(Q°);

(3) Se tiene la dualidad entre estos dos modelos funcionales:

(r,z.) = (Vx,Vizy)a, r,z, € H2.

De esta forma, obtenemos dos relaciones de semejanza:
A=Tp~ (M, en E*(0)),  A*=Tp~ (M en Ej(Q°))
Estos dos modelos son duales uno a otro en el siguiente sentido:

(M, en E()" = (M7 en B3(@)).

Este teorema fue demostrado por Clark y Morrel en [27] para funciones F
racionales (en una forma un poco dictinta). Posteriormente este resultado fue
extendido por Wang [116] para funciones F' suaves, que tienen una extension
analitica a un anillo {z : 7 < |z] < 1} para algin r < 1. Las mismas ideas
fueron utilizadas por D. Xia [120] en el contexto de operadores hiponormales.
El caso de operadores de Toeplitz con simbolos que tienen topologia mucho
més complicada (y sin suponer la existencia de la extensién analitica a un
anillo) fue investigado en los trabajos del autor [Y7, Y9, Y21] y otros, ver
§2.5.

2.3. Ideas principales de la construccion de modelos
duales

Mas adelante describiremos las construcciones de modelos funcionales
para cada una de las tres clases de operadores, mencionadas en la intro-
duccién. Aqui describimos nuestro esquema general. Precisaremos y modifi-
caremos este esquema a continuacién, ajustandolo a cada una de estas clases.

Para construir la diagonalizacion de un operador A en un espacio de
Hilbert X, proponemos proceder de la siguiente manera.

1) Se definen espacios modelos Mod(A) y Mod(A*) de A y de A* y ope-
radores modelos

My € BMod(A)), My € B(Mod(A*)).
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Los espacios Mod(A) y Mod(A*) pueden ser espacios de funciones o espacios
cocientes de dos espacios de funciones. Los operadores modelos suelen ser de
uno de los tres tipos, descritos en la Introduccion. En el ejemplo de la Seccion
2.2, teniamos

My =M, My =M Mod(A)=FE*Q), Mod(A*) = EZ(Q°).

2) Se define la dualidad de Cauchy (-,-)4 entre Mod(A) y Mod(A*), que
es una forma Hermitica acotada en Mod(A) x Mod(A*). Se demuestra la
igualdad

(Mod(A))" = Mod(A*) (2.16)
con respecto a la forma (-, -)4.

3) Se definen las transformadas

V:X — Mod(A), V,:X — Mod(4%) (2.17)

(més adelante comentaremos sobre sus definiciones). Estas transformadas
tienen que convertir la accién de A y de A*, respectivamente, en la accion de
operadores modelo:

VA=DMV, V.A*=MyV.. (2.18)

El objetivo de la construccion es demostrar el siguiente teorema

Teorema de Modelizacién Dual. Las transformadas V', V, son invert-
ibles. La transformada V' convierte al operador A en el operador modelo M 4
en el espacio funcional Mod(A), y la transformada V, convierte al operador
A* en el operador modelo My en el espacio Mod(A*). Es decir, se tienen
las igualdades

VAV = My, VAV = My..

La siguente observacion explica la ventaja de construir simultdneamente

modelos de Ay A*.

Proposicién 2.2. Supongamos definidos las transformadas (2.17), acotadas
y que cumplen (2.18). Supongamos que una forma hermitica bilineal acotada

(-, -)a define una dualidad entre los espacios Mod(A) y Mod(A*), de tal forma
que se tiene (2.16). Supongamos que

(z,y) = (Vz,Viy)a, Va,y € X. (2.19)

Entonces ker V=0 si y solo si ker V, = 0. St se tiene una de estas dos igual-
dades, se cumple el Teorema de Modelizacion dual. En este caso, ademds, los
modelos que se obtienen son duales: M} = My-.
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El esquema general de la construccion de las transformadas V'
y Vi y de los espacios modelos Mod(A4), Mod(A*). Para llevar a cabo
este programa, proponemos incluir el operador lineal A en un sistema de tres
operadores lineales (A, B, ('), donde

B:U — X, C:X—-Y, (2.20)

siendo U y Y unos espacios de Hilbert auxiliares (finito o infinito dimensio-
nales). Si A no es acotado, se admite que B y C' sean también operadores no
acotados de cierto tipo (ver Capitulo 3). Ponemos

pess(A) = C \ UESS(A)7

donde oes(A) es el espectro esencial* de A. El conjunto peg(A) es abierto y
contiene un entorno de oo.

Definimos una familia de vectores h, .y, 2 € pess(A), (v,y) € U @Y, por
las igualdades

(21 — A")hy oy = C*y, (2.21)
B*hany = u. (2.22)

Observamos que h,, , es un casi autovector del sistema (A*, C*), que corres-
ponde al “autovalor” Zz.

Vamos a suponer que el sistema (A, B, C) se elige de tal forma que para
cualquier terna de z,u,y fijos, existe a lo sumo un vector h = h,,, que

satisface (2.21)—(2.22).
Definiciones.

1) Sea z € pess(A). Definimos un subespacio F(z) de U®Y de la siguiente
forma:

(u,y) € F(2) <= Fh=h,u,.

2) Definimos el ultraespectro F del sistema (A, B,C) como la siguiente
familia de espacios:

F={F(2)} (2.23)

ZE Pess (A) ’

Podemos decir que el ultraespectro es una especie de fibrado, cuyas fibras
F(z) no tienen dimensién fija. En muchos casos, dim F(z) es localmente

4Se puede definir pess(A) como el conjunto de puntos z € C tales que dim ker(A—z1) <
00, dimker(A* — zI) < oo y la imagen (A — 2I)X es cerrada. Se tienen las inclusiones
pess(A) 2 p(A), Uess(A) C U(A)

26



constante en pegs(A). Entonces {.7-" (z)} es una familia anti-analitica en cada
componente del abierto pess(A).

Denotamos por Hol(F*) el espacio vectorial de todas las secciones holo-

morfas del fibrado F* = {F*(2)}

ZE Pess (A) ’

Dado un sistema (A, B, ('), definimos la transformada V' de la siguiente
forma:

V = VA,B,C X — HOI(.F*),

def

(2.24)
(on(z))w@y) = anhz,u,y>7 udy e F(z).

El sistema (A*, C*, B*) se llama dual del sistema (A, B, C'). Esta nocién
es estandar en la Teoria lineal de control. Aqui la aplicamos a la teoria de
modelos funcionales.

Se puede ver que el ultraespectro del sistema dual (A*, C*, B*) es la fa-
milia de espacios

Fid‘] = {f(z)J_}ZEPess(A)7
donde F(z)* es el complemento ortogonal de F(Z) con respecto del producto
escalar indefinido (uy @ y1, us ® yo) = (u1,us) — (Y1, y2). Ponemos
Vi=Vas ¢+ B+
Los espacios modelos se buscan de tal forma que verifiquen
VX C Mod(A) C Hol(F"), V.X C Mod(A*) C Hol(F7).
Es facil demostrar que se tienen las igualdades (2.18), si definimos los ope-
radores modelos M4, M4+« como operadores diagonales truncados (0.1).

Segun la Proposicion 2.2, para llevar a cabo este programa, tenemos que
definir una dualidad (-,-)4 entre Mod(A) y Mod(A*), andloga a la duali-
dad de Cauchy, y demostrar que se cumplen (2.16), (2.19). En los siguientes
apartados, veremos como funciona este esquema para clases mas concretas
de operadores.

2.4. Operadores cuyo espectro posee una estructura
analitica asimétrica

En el articulo [Y21] hemos desarrollado el esquema anterior para un ope-
rador A con cierta asimetria espectral. La modelizacion de estos operadores
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se obtiene a partir de su inclusién en un sistema (A, B,0), B : U — X, siendo
innecesario el operador C'. Supondremos que Y es finito dimensional.

En otras palabras, ponemos C' = 0 en la construccién anterior. En este
caso, escribiremos (A, B, —) en vez de (A, B, 0). De la misma forma, escribire-
mos (A, —, C') para denotar un par de operadores A: X — X, C: X — Y.

En el articulo [Y21] se desarrollan el esquema abstracto para operadores
de esta clase y su aplicacion a operadores de Toeplitz con simbolos suaves.
Posteriormente el mismo esquema asimétrico fue aplicado a operadores sub-
normales [Y16, Y22, P11] y a operadores hiponormales [Y12, Y18, P3].

El esquema de la Seccion 2.2 es un caso muy simple de operadores de la
clase que estamos descibiendo.

Las hip6tesis abstractas sobre el sistema (A, B, —) que aparecen en [Y21]
son las siguientes:

(A1) ker(A — zI) = 0 para todo z € pess(A).

(A2) Para cualquier z € pes(A), B* es uno a uno en el autoespacio
ker(A* — zI).

Para este caso, el ultraespectro (2.23) del sistema (A, B,0) viene dado
por

F(z) =B ker(A* — ZI), 2z € pess(A).

Supongamos que 0ess(A) es una unién finita de curvas suaves a trozos.
Utilizaremos la notacién oe(A) = 7. En [Y21] se obtuvieron los siguientes
resultados.

A) Hemos definido ultraespectros F de tipo H* (se caracterizan por la
existencia de una familia acotada de proyecciones P : pess(4) — B(Y),
P(2)? = P(z), que son antianaliticas en cada una de las componentes de
pess(A) y satisfacen F(z) = P(2)Y, 2z € pess(A)). Entre ellos, destacamos
una clase de ultraespectros que llamamos regulares. Para los ultraespectros
de clase H*, los espacios F(z) tienen wvalores frontera sobre v en un sentido
natural. Fijando una orientacién para cada una de las curvas que componen
v, podemos hablar de los valores frontera interiores y exteriores, que se van
a denotar por F;(z), Fe(z), z € 7.

B) Para ultraespectros de esta clase, se definen de forma natural los espa-
cios de Smirnov E?(F*), E2(F?}), que son espacios de Hilbert. Los elementos
de estos espacios consisten, respectivamente, de las secciones analiticas de

los fibrados {F*(2)} y {F*¥*(2)}, donde F24U o {FL(2)}. Igual que en el
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caso de los espacios de Smirnov usuales, las funciones en estos espacios tienen
valores frontera en .

C) Se define el espacio modelo Mod(F) a tavés de las siguientes rela-
ciones frontera en 7 = 0es(A):

def

Mod(F) {f c E*(F*): fz(z)|.7:z(z) N Fe(2)

= fo(2)|Fi(2) N F.(z), para casi todo z € v}. (2.25)
Este espacio modelo es un subespacio cerrado de E?(F*). De la misma mane-

ra, se define el segundo espacio modelo Mod(]—'jdj), que es un subespacio
cerrado de E2(F*Y).

Se introduce la dualidad (-, -)4 de Cauchy entre estos dos espacios modelos
(su definicion es, de alguna forma, andloga a (2.15)). En [Y23], se demuestra
que se tiene la identificaciéon

(Mod(F))" = Mod(F;%¥)

con respecto de esta dualidad.’

D) Se obtiene el siguiente resultado abstracto sobre el cumplimiento del
Teorema de Modelizacion dual:

Teorema 2.3 ([Y21]). Supongamos que se cumplen (A1), (A2) y que el
ultraespectro F del sistema (A, B,—) es de tipo H* y reqular. Definimos
las transformadas V- = Vg _ y Vi = Va- _ g« por las formulas (2.24).
Supongamos que

VX C Mod(F),  ViX C Mod(F!).
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Los autovectores de A* que corresponden a autovalores Z, z € Tegs(A) son
completos en X.

(ii) Los casi autovectores de (A, B,—) que corresponden a autovalores z €
Tess(A) son completos en X.

(#ii) Se tiene la identidad (2.19), que expresa la dualidad entre transformadas
Vy V=

Esta propiedad es cierta para cualquier curva + (6 unién finita de curvas) y cualquier
familia F : C\ v — Y regular de clase H*, incluso si no provienen de ningtin operador A.
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Si se cumple alguna de las afirmaciones (i)-(iii), entonces se cumple el
Teorema de Modelizacion dual, donde los espacios modelos y los operadores
modelos de A y A* son los siguientes:

Mod(A) = Mod(F),  Mod(A*) = Mod(F*¥),
My = M., My = MY

Podemos mencionar que los nicleos reproductores de los espacios modelos
Mod(F), Mod(}"jdj) (que son a la vez nucleos de Cauchy) juegan un papel
destacado en la demostracién de estos resultados.

En los siguientes dos secciones daremos las aplicaciones de este esquema
a operadores de Toeplitz y operadores hiponormales.

2.5. Operadores de Toeplitz

Hemos demostrado en [Y21] que el Teorema 2.3 se aplica a los operado-
res de Toelpitz, cuyo simbolo tiene indices no negativos. Més precisamente,
llamemos 7 la clase de simbolos F' € C''*¢(T) para algtin € > 0 que satisfacen
las siguientes condiciones:

. dF(¢)

.. def . , ’ . . .
(ii) La curva v = F(T) tiene s6lo un nimero finito de intersecciones.

(iii) ind,F" > 0 para todo z, que no pertenece a F/(T).

< . . . def
La construccion descrita en la Seccién 2.4 se aplica a todo operador A =

T con simbolo de esta clase. Basta poner

U= Lin(l,z,...,zN),

B:U — H?, Bu=u, wueH>.
Por lo tanto, la transformada V' = Vi, p_ convierte al operador A def Tr
en el operador diagonal M, en el espacio funcional Mod(A) = Mod(F). Y la

transformada Vi = Vrx o g+ convierte al operador T} en el operador diagonal
truncado M7 en el espacio Mod(A*) = Mod(F ). Se tienen las igualdades

VTrV ' = (M. en Mod(F)), V,A V! = (M] en Mod(F)).

Este resultado es un analogo del Teorema 2.1 para el caso de geometria
de F' mucho més complicada.
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Los primeros resultados sobre la diagonalizacion de operadores de Toeplitz
fueron obtenidos por M. Rosenblum [101] para el caso de operadores de
Toeplitz autoadjuntos y por Peter Duren [39] para simbolos F' de la for-
ma F(z) = az + bz™!, a,b € C (que recorren una elipse). Posteriormente,
Clark y Morrel obtuvieron resultados de este tipo para simbolos F' racionales
tales que F'(T) no tiene intersecciones [27] y para diferentes clases de simbolos
racionales con una estructura geométrica especial [28], que fueron llamados
“stmbolos con lazos”. El articulo de Wang [116] contiene un resultado del Teo-
rema 2.1 para funciones F' de clase C*(T), que tienen una extensién analitica
a un anillo {z : r < |z| < 1} para algin r < 1.

Una de las dificultades para la construccion de una teoria espectral de esta
clase de operadores es encontrar una forma adecuada de modelo. El autor
de la Memoria dedicé varios articulos a los operadores de Toeplitz, donde se
consideran diferentes clases de simbolos y se dan diferentes formulaciones del
resultado general, ver [Y5], [Y7], [Y9] [Y21].

Consideremos, por ejemplo, la clase 7p, de simbolos, que consiste de
funciones F' de la clase 7 en la circunferencia, que tienen una representacién
F = P/Q, donde P € H*® y @ es un polinomio, Q|T # 0. En [Y7], hemos
construido un modelo de operadores de Toeplitz con simbolos F € Tp,.
Este modelo representa al operador T como operador de multiplicacién por
la variable independiente en un espacio de funciones analiticas sobre una
superfie de Riemann R, asociada a F'. Tanto R como este espacio de funciones
sobre R se definen de forma explicita.

Vamos a enumerar los corolarios de este ultimo resultado. Algunos de
ellos se obtienen de forma inmediata, y la demostracion de otros requiere un
trabajo considerable.

1) Se demuestra que los autovectores de T} que corresponden a autova-
lores z fuera de la curva F(T) son completos. Se tiene lo mismo para los casi
autovectores de 1.

2) Se define el célculo funcional para el operador de Toeplitz T con
funciones analiticas en int o(7F) de clase H*. La férmula para el célculo en
el modelo es ¢(M.) = M. Este calculo estd bien definido porque

p € H®(int o(Tr)), f € Mod(F) = ¢ - f € Mod(F).

3) Para los simbolos F' que satisfacen cierta condicién geométrica (son
“de tipo torre” [Y11]), se demuestra que la multiplicidad espectral v(TF) es
igual a méax, ind, F'.
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4) Para simbolos de clase 7p, (con una condicién adicional no restric-
tiva), se da una descripcién completa del conmutante® {A} de Ty (ver
[Y7], Capitulo 2). Resulta que {TF}’ es isomorfo al dlgebra H**(R,.) donde
R.. = R..(F) es una superficie de Riemann, construida a partir de la superfi-
cie R. En particular, si dos operadores conmutan con 7T, entonces conmutan
entre si.

5) Para estos simbolos, se demuestra que si Tr y Tr, son similares, en-
tonces las superficies de Riemann R,.(F}) v R..(F,) son isomorfas. Como

consecuencia, se obtiene un criterio de semejanza de operadores de Toeplitz
Tp, v Tk, (ver [Y7], Capitulo 3).

6) Se obtiene una descripcién completa de los subespacios invariantes de
Tr para el caso en el que F es de tipo torre y pertenece a 7p., ver [Y7],
Capitulos 4 y 5. Esta caracterizacion utiliza el Teorema de Lax—Halmos, los
. 1. 1,00 . . . L
espacios débiles Ly™ (y los correspondientes espacios de funciones analiticas)
y lo que podemos llamar la técnica del pegado de las integrales de Cauchy.

7) Para esta misma clase de simbolos, hemos calculado en [Y11] la mul-
tiplici

Figura 1: La imagen F(T) para una funcién F' con indices 1 y 2

Resumiendo, podemos afirmar que para esta clase de operadores de Toeplitz

SEl conmutante {A}’ de un operador A es el conjunto de todos los operadores que
conmutan con él. Es siempre un dlgebra de operadores débilmente cerrado.
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el modelo funcional construido permite hallar respuestas satisfactorias a
muchas de las tipicas prequntas de cardcter espectral.

Es importante mencionar también que en el caso de operadores de Toeplitz,
introduciendo coordenadas en las fibras de F, se puede reescribir el opera-
dor modelo M, en el espacio modelo Mod(F) de una forma equivalente muy
concreta, como se demuestra en [Y9]. Por ejemplo, para el simbolo F' de ori-
entacién no negativa, cuya imagen F'(T) estd dibujada en Fig. 1, el operador
modelo se transforma en el operador M, en el espacio

{f®geE* Q)@ E*(Q,C% : g1+ &g = f en 0},

donde £ : F(T) — T se define (salvo en el punto de autointerseccién) como
la funcién inversa de F.

2.6. Operadores hiponormales

El esquema abstracto de la Seccién 2.4 se aplica también a operadores
hiponormales, aunque los resultados que hemos obtenido de momento son
menos definitivos que para operadores de Toeplitz.

Un operador A en un espacio de Hilbert X se llama hiponormal si

DX A*A — AA* > 0;
al operador D se le llama el defecto del operador hiponormal A. Se dice
que A es puro hiponormal si es hiponormal y no posee ningin subespacio
invariante X; # 0 tal que A|X; sea normal. Hay varios libros dedicados a
la teoria de estos operadores, entre los que mencionaremos el libro [74] de
Martin y Putinar.

Es un hecho conocido que un operador hiponormal puro no puede tener
autovectores, lo que sugiere intentar aplicar el esquema de §2.4 a esta clase
de operadores.

Se demuestra que uno puede poner B = D'/? en la definicién del ultraes-
pectro, que hemos dado en §2.4.

Estos modelos estan relacionados intimamente con los modelos bidimen-
sionales de Clancey, Martin and Putinar del operador hiponormal T en es-
pacios de distribuciones (ver [74]).

En [Y12] introducimos un modelo bidimensional para A* y la dualidad
natural entre estos dos modelos. El modelo de Martin—Putinar del operador
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Ay nuestro modelo de A* se basan en funciones Ky(z), Cy(z), asociados al
operador A. Estas funciones se obtienen a partir de las formulas

A" =zl = Ko(2)(A — 2I), Ko(2)| ker(A* —zI) =0, (2.26)
DY? = (A* — 2I)Cy(2), Ci(2)|ker(A* —2I) =0 (2.27)

que definen de forma tnica las contracciones Cy(z) : Dy — X and Ky(z) :
X — X (aqui Dy = clos DX). Las transformadas que llevan A y A*, respec-
tivamente, en sus modelos, son las siguientes:

Vax(z) = —0(Ciz)(2), Va-x(z) = DYV2O(K;z)(2)

donde 0 = (£ —iL), 0 = L(Z +i2). Las imégenes de los vectores de
v 210z Oy,

X por estas transformadas son distibuciones de orden 1. Demostramos la

completitud del modelo de A* en el espacio de distribuciones y las férmulas

de accién de A y A* en este modelo.

En [Y12], damos condiciones suficientes para poder reescribir estos mo-
delos en forma de modelos analiticos duales de A en el sentido de §2.4. Para
demostrar la completitud del modelo analitico dual de A*, necesitamos cono-
cer la continuidad de funciones C(+), K(-) fuera de un subconjunto del plano
complejo de capacidad analitica nula.

2.7. Operadores subnormales y curvas algebraicas

Un operador A en un espacio de Hilbert H se llama subnormal si existe
un operador normal N : K — K tal que NH C Hy A = N|H, y puro
subnormal si A no tiene parte normal no trivial. Todo operador subnormal
es hiponormal, pero la afirmacion inversa es falsa.

En el estudio de esta clase de operadores la teoria de operadores abstracta
interfiere con el Analisis complejo y la Teoria de potencial de forma muy
interesante. Nos podemos referir, por ejemplo, al libro de Conway [31] y al
trabajo de Thomson [114].

Los resultados de D. Xia que aparecen en [119] dicen que el operador
D = A*A — AA* restringido a M % clos DH y el operador A = (A*|M)*
determinan el operador A. Xia descubrio el papel esencial de la funcién “mo-
saico”

w(z) = Py (N — APg)(N — 2) M, z€ C\o(N),
cuyos valores son proyecciones paralelas en M.

Podemos plantearnos el siguiente problema:
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Problema. Describir todos los operadores subnormales A tales que el ope-
rador D = A*A — AA* tenga rango finito.

Para esta clase de operadores, esencialmente, D y A son matrices. En este
caso decimos que A es un operador subnormal de tipo finito.

En [117]-[119], Xia propuso un acercamiento a este problema y demostré
muchas propiedades interesantes de estos operadores.

En [Y16, Y22], hemos dado una completa descripcién de operadores sub-
normales de tipo finito. La respuesta depende de las propiedades de la curva
algebraica

A ={(zw):det(D— (w—A)(z—A)) =0}
en C2. Llamaremos a esta curva la curva discriminante de A.

La relacion con los modelos funcionales duales asimétricos se obtiene al
considerar el sistema (4, B,0), donde B = D'/2,

En [Y16], [Y22], uno puede encontrar los siguentes resultados:

(1) Una descripcién completa de pares (D, A) que pueden aparecer en
relaciéon a un operador subnormal A. Resulta que en particular, A debe
satisfacer la siguente condicién: AN{(z, 2) : z € C} divide cada componente
irreducible de la curva algebraica A (salvo componentes z = const, w =
const) en dos componentes conexas.

(2) Una expresién para la funcién mosaica de Xia en términos de D y A.

(3) Una conexién entre el modelo de Xia de operadores subnormales y
modelos analiticos duales asimétricos en el sentido de la Seccién 2.4.

(4) La descripcién de todos operadores A posibles a los que corresponde
una curva discriminante A fija.

Aplicando los resultados de [110], [Y7], podemos deducir también carac-
terizaciones de sistemas ciclicos y de subespacios invariantes de operadores
subnormales de tipo finito.

En [P11], hemos introducido las curvas algebraicas en C* con propiedades
especiales, que hemos llamado “curvas tipo Ahlfors”. También encontramos
una relacion directa entre operadores subnormales de tipo finito, cuya mini-
ma extension normal no tiene espectro puntual, operadores de Toeplitz con
simbolos matriciales racionales, cuyos valores en la circunferencia T son ma-
trices normales, y curvas tipo Ahlfors. Hemos aplicado estos resultados a la
descripcion de dominios de cuadraturas, ver Capitulo 4 mas adelante.
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2.8. Perturbaciones suaves de operadores normales con
espectro dos-dimensional.

Sea N un operador normal cuya medida espectral es absolutamente con-
tinua con respecto al area, y sea A = N 4+ K su perturbaciéon. Supongamos
que K tiene traza y es suficientemente “suave”. En [Y10], introducimos la
funcion perturbacion W, que estd definida en todo el plano complejo y cuyas
valores son operadores. Aqui sélo daremos la férmula de ¥ para el siguiente
caso: supongamos que N ya viene dado en su forma espectral

Nf(z) = zf(2), feXd:ef/@E(z) dx dy
y que K tiene rango finito: (K f)(z) = S2V(f,a;)8;(2), donde a;,3; € X.

Entonces
o) = {a [ Aot )

N

A=z k=1
En [Y10], demostramos que A se representa a través de su modelo cociente,
que es el operador de la multiplicaciéon por la variable independiente en el
cociente de un cierto espacio de Sobolev, no isétropo, por su subespacio de
funciones de forma ¥ -a, donde a es una funcién vectorial analitica. Este mo-
delo permite responder a muchas preguntas sobre operadores A de este tipo:
construir un calculo funcional no analitico, hacer el estudio de la semejanza
lineal de operadores de esta clase y de sus singularidades espectrales, estu-
diar la completitud de autovectores generalizados [P2], dar las condiciones
que aseguran la descomposicién del espectro de operadores de esta clase, etc.
En particular, demostramos que el operador perturbado N + K es similar al
operador no perturbado N si y sélo si el determinante de W no se anula en
el plano.

Se puede dar también ejemplos cuando el operador N + K de este tipo
no es descomponible.

En [105] se estudiaron operadores de una clase parecida en relacién con el
método de operadores de ondas. En una serie de trabajos de Cheremshantsev
(ver [24]), se encontré la relacién entre el estudio espectral de estos operado-
res y el problema de scattering de una particula browniana. En todos estos
trabajos, se hace la hipdtesis de que la pertubacion es pequena en un sentido
u otro, que nosotros no necesitamos.
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3. El modelo tipo Nagy y Foias en dominios
en el plano complejo

En esta seccién, describiremos el modelo que hemos introducido en [Y23]
y que seguimos investigando en la actualidad (ver [P6, P10, P12] y los traba-
jos [P7]-[P9] en colaboracién con S. Verduyn Lunel). Veremos que se puede
introducir dos modificaciones de este modelo, que llamaremos el modelo o0b-
servavion 'y el modelo control. La motivacion de estos nombres se debe a la
estricta relaciéon que existe entre estos modelos y la teoria de control lineal
de sistemas infinito dimensionales.

Se puede considerar estos modelos como una generalizacion del modelo
original de Sz.-Nagy—Foiag, que hemos descrito en §1.2. El modelo de Sz.-
Nagy—~Foiag solo se construye en un disco o en un semiplano y el modelo que
describimos a continuacion se relaciona con un dominio bastante arbitrario.
Pero incluso para el caso de un disco o un semiplano, nuestro modelo tiene
varias diferencias con el modelo original de Nagy y Foiag (que se van a precisar
més adelante).

Dedicamos a este modelo un capitulo separado. Sin embargo, como ver-
emos, él se ajusta al esquema general de modelos funcionales duales de la
Seccion 2.3.

Es oportuno hacer también el siguiente comentario. En el caso de otros
modelos funcionales, el paso de la construccién del modelo al hallazgo de
las respuestas a las deméds preguntas “espectrales” tipicas (la descripcién del
conmutante, de espacios invariantes, etc.) suele ser bastante complicado. Sin
embargo, para el modelo tipo Nagy—-Foiag este paso es automatico, porque
podemos usar numerosos resultados ya existentes para el modelo de Nagy y
Foiag original. Como veremos, hay muchos ejemplos practicos de operadores
para los que no se aplica el modelo de Nagy y Foiag original y si se aplica
nuestra construccion.

Las referencias recientes sobre diferentes aplicaciones del modelo de Nagy
y Foiag incluyen los libros de Nikolski [83], [84], de Foais—Frazho [44], los
articulos [90, 80, 79, 8] y otros.

3.1. La definicion del modelo

Espacios modelo H(d). Supongamos que Qi v exs son dos domi-
nios en plano complejo C tales que I' = 0y = 0y €s una curva suave
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a trozos y Qint N Qext = 0, C = Qe U T U Qeyy. Los modelos que vamos a
definir se aplicarédn a operadores A (posiblemente, no acotados), cuyo espec-
tro esta contenido en clos €.

Se supone que la curva I' es homeomorfa al circulo o a la recta; en este
ultimo caso los dos cabos de I' se tienen que ir al infinito.” Hacemos la
siguiente hipotesis:

(Jz] +1)~" € L*(T, |dz]).

Supongamos que U, Y son unos espacios de Hilbert auxiliares. Sea () uno
de los dominios Qiyg, Qex- Ponemos E?(Q,Y) = E?(Q,Y), si C\ 2 no es
acotado, y R

E*(Q,Y) ={ve E*(QY) : v(c0) = 0},

si C\ 2 es acotado. Orientamos la curva I de tal forma que, al recorrerla, el
dominio €2;,; se quede por la izquierda.

Definicién. Sea ¢ una funcién de clase H (Qint, B(Y, U))

1) Decimos que § es admisible si existe un € > 0 tal que ||d(2)y|| > ]|yl
y €Y para casi todo z €.

2) Introducimos la funcién 6T € H* (Qy, B(U,Y)),
6T (2) o 5" (2), 2 € Q.

Decimos que § es *-admisible si 6T € H>® (ﬁim, L(U, Y)) es admisible, lo que
equivale a la existencia de un € > 0 tal que 6(2)0*(z) > eI para casi todo
zel.

3) Decimos que 0 es doblemente admisible si es admisible y x-admisible,
es decir, si existe 6! en casi todas partes de I' y se cumple [|671(2)]| < C,
ct.zel.

Definicién. Sea § € H>®(Qiy, £(Y,U)) una funcién *-admisible. Le asocia-
mos el espacio modelo

H(8) = H(8, Unt) = {f € E*(Qext,Y) : 0 fIT € B*(Quni, U)}. (3.28)

En nuestra situacion, el operador diagonal truncado MF en H(5) puede
resultar ser no acotado. Se define de la siguiente forma. Su dominio es

DMI)={feH(): FceY: zf —ceH©)}. (3.29)

"Se puede suponer también que I' es una unién finita de curvas suaves a trozos; en este
caso los conjuntos abiertos Qint, Qext pueden tener mas de una componente conexa.
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Se puede ver que para f € D(MY), la constante ¢ es tnica. Por definicién,
MT :D(MF) = H(E),  (MFf)(2) = 2f(2) —¢, f€D(MT), (3.30)
donde la constante ¢ se define en (3.29).

Definicién. Supongamos que (A, —, C') es un sistema de operadores no aco-
tados,
A:D(A) — A, C:D(A) —Y,

donde A es cerrado y C' estd acotado en la norma de la grafica de A. Supon-
gamos que o(A) C clos Q. Ponemos®

Vacz(z)=C(zI — A) 'z, 2 € Qoxt, € X.

Decimos que el sistema (A, —, C') es admisible (con respecto del dominio Qeyy)
si

Va2l 22,y < Cllzll, v € H, (3.31)

y exacto con respecto del dominio (e si se tiene una estimacién por los dos
lados:

HVA,C xHEZ(QeXt7y) = “iUH, xr € H. (332)

Teorema 3.1 (Modelo funcional observacién, ver [Y23], Teorema 3.1).  Sea
(A, —,C) un sistema exacto. Supongamos que o(A) C closQiy. Entonces
existe un espacio auziliar de Hilbert U y una funcion § € H>®(Qin, LY, U))
x-admisible tales que

VA,C X — H((S)

es un isomorfismo lineal que satisface la relacion VacD(A) = D(MF) y
convierte a A en el operador diagonal truncado MY en H(J):

VacAVisf=MFf,  feD(MF).

Si V4 ¢ efectia el isomorfismo entre el operador A y el operador modelo
MY en el espacio H(6), diremos que la funcidn § es una funcion caracteristica

generalizada de A (o del sistema (A, —,C)).

Como veremos en la siguiente seccién, este modelo funcional es analo-
go al modelo original de Nagy y Foiag. Nos referimos a recientes trabajos
de Tikhonov [113] y Putinar y Sundberg [95], donde se estudian modelos
relacionados desde otros puntos de vista.

8Se puede ver que esta férmula es una modificacién de la férmula general (2.24).
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3.2. La equivalencia entre el modelo diagonal truncado
en el espacio H(6) y el modelo cociente

Dados unos espacios de Hilbert U, Y, unos dominios i, eyt cua-
lesquiera que satisfacen las hipotesis anteriores y una funcién d *-admisible
de la clase H* (s, B(Y,U)), podemos considerar en operador MT en el
espacio modelo H(J). Si suponemos ademds que ¢ es doblemente admisible,
entonces se puede demostrar lo siguiente: existe un isomorfismo

S5t E* (g, Y) /6 - E*(Qe, U) — H(0) (3.33)

que convierte el operador diagonal truncado, MY, en el espacio modelo

H(6), en el operador diagonal cociente, en el espacio cociente’
E2(Qnt, Y) /0 - E2(Qin, U).

Ver Proposicién 4.1 en [Y23]. Es inmediato que el tltimo operador no
cambia, si cambiamos § por su parte interna (en este caso, tanto J como
0*(2) son internas). Al comparar el ultimo espacio cociente con el espacio
cociente (1.8), vemos que el operador MY en H(d) es una generalizacién
directa del modelo de Nagy—-Foiag, donde el dominio €2,y juega el papel del
disco D.

Todas las técnicas y todos los resultados que se aplican al modelo original
de Nagy y Foiag'? se aplican también a la variante que introducimos nosotros.

Las diferencias entre el modelo original y el del Teorema 3.1 son las si-
guientes:

1) En vez de un disco (o un semiplano), construimos el modelo en un
dominio €, bastante arbitrario.

2) Nuestro modelo de A es respecto a la semejanza y no respecto a la
equivalencia unitaria, como era en el caso del modelo original.

3) En nuestro planteamiento, un operador A puede tener distintas fun-
ciones caracteristicas generalizadas.

Para toda funcién § € H*(Qiye, B(Y, U)) doblemente admisible, se define
su espectro o(0) C clos Q. Se tiene que

o(0) N Qe = {2 :8(2)  no es invertible}.

Se demuestra que ¢(d) coincide con el espectro del operador MF en H(4).

9Este dltimo operador puede ser no acotado. Se puede definirlo a través de su resolvente:
(M =Xl =1(z=N7"f], f € E*(Qns, Y), X € Qext, donde [f] es la coclase de f.
Over Seccién 1.2
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3.3. Ejemplos de operadores que admiten el modelo
tipo Nagy—Foiasg

Las secciones 6, 8, 9, 10 del trabajo [Y23] contienen los siguientes ejemplos
de la aplicacion de este modelo.

1) Si A es un operador contractivo que satisface A*"x — 0, n — oo para
todo » € X, entonces poniendo C = (I — A*A)Y2 = Dy y Qi = D, se
obtiene lo siguiente:

a) El sistema (A, C') es exacto;

b) Al aplicar el Teorema 3.1 a este sistema, se obtiene su modelo Nagy—
Foiag original. La funcién caracteristica de Nagy y Foias es una de las fun-
ciones caracteristicas generalizadas de A en nuestro sentido.

2) Se tienen afirmaciones andlogas para operadores disipativos. En este
caso, hay que poner C dof (2Im A)'/2 y escoger el semiplano superior como el

dominio €.

3) Sea {T'(t)}er un co—grupo de operadores, es decir, una familia de
operadores en X que depende continuamente del pardmetro real ¢t (respecto
a la topologia fuerte en el espacio de operadores) y tiene las propiedades
T0) =1, Tt)T(s) =T(t+s), t,s € R. Sea A su generador infinitesimal
[54], entonces se obtiene el modelo tipo Nagy—Foiag al poner C' = I y tomando
como )i+ una banda vertical adecuada.

4) Sea A el siguiente operador de diferenciacién en un intervalo [0, L] con
las condiciones de contorno no disipativas:

Ap=—y, DA [pe W' ([0,1.C") : o(0) - / dB(x)p(z) = 0},

(3.34)
donde WLQ([O,L],C”) es la clase vectorial de Sobolev de funciones cuya
primera derivada estd en L? y 3 es una medida compleja matricial arbitraria
n x n en el intervalo [0, L] tal que 3({0}) = 0. En este caso, el modelo se
obtiene al considerar el operador

Co=¢(0), ¢ € DA); (3.35)
se demuestra que el sistema (A, —, (') es exacto para este C.

En [Y23] generalizamos este ejemplo a otros operadores diferenciales.

5) Se obtienen también modelos de este tipo de generadores de semigru-
pos, relacionados con sistemas lineales con retardo, ver Lunel-Yakubovich
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[Y15] y Yakubovich [Y23]. Hablaremos sobre estos modelos en §4.2.

3.4. La relacion entre modelos funcionales tipo Nagy—
Foias y la Teoria lineal de control

Consideremos el caso especial, cuando el operador A es el generador de un
co—semigrupo {7'(t)} de operadores lineales en X. A todo sistema (A, B, C)
de operadores (ver §2.3) le asociamos el sistema lineal

x(t) = Az(t) + Bu(t) (3.36)
y(t) = Cx(t). (3.37)

Interpretamos u(t) € U como la salida y y(t) € Y como la entrada del
sistema. El espacio X se llama el espacio de estados. Suponemos, como antes,
que espacios X, U, Y son de Hilbert. Fijando un punto \g ¢ o(A), definimos

formalmente el espacio de Hilbert X _;(A) = (A— X)X, dotado de la norma

|(A=Xol)x|| -1 & ||| x. Este espacio X_;(A) es més grande que X y contiene

a X como una subvariedad lineal densa. Imponemos ahora las siguientes
condiciones sobre A, B, C': supongamos que B es un operador acotado de U
a X _1(A) (es lo mismo que decir que (A — \g) ' B esté acotado de U a X).
Vamos a suponer también que C esta acotado de D(A) a Y, donde D(A)
estd dotado de la norma de la gréfica. La solucién de la ecuacién (3.36), con
el dato inicial z(ty) = a, se define formalmente como

z(t) =a+ /tT(t — $) Bu(s) ds, t > 1. (3.38)

to

La Teorfa lineal de control del sistema (3.36)—(3.37) con tiempo continuo
esta relacionada con el modelo tipo Nagy—Foiag de la seccion anterior para
el caso en el que

'={z:Rez=a}, Qu={z:Rez<a}l, Qe ={z:Rez>a},
(3.39)
donde « es algin nimero real. Vamos a suponer que o(A) C clos Q. Sin
perder la generalidad, pondemos aqui

a=0.

Consideremos las entradas u : (—o0,0] — U suaves y con soporte com-
pacto. Introducimos el mapa entrada—estado

we L*(R_,U) — Cy pu ™ 2(0) € X. (3.40)
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Supondremos siempre que el sistema de control (3.36) es admisible, es decir,
que para alguna constante c¢; > 0 se tiene la desigualdad

[Ca,pullx < cr - |ullz2 (=0, 01,0 (3.41)

para las funciones u de esta clase. Entonces podemos definir el operador
entrada—estado (3.40) sobre todo el espacio L*((—oo, 0], U).

El operador de control B se llama ezacto (en tiempo infinito) si ademas
de (3.41), se tiene la desigualdad inversa

HCA,BUHX > cy - HUHLQ((foo,O],U)y u € LQ((—OO, 0]) (3.42)

para alguna constante cy > 0.

De forma dual, introducimos el mapa estado—salida
a=2(0) € X — Oxcayl[0,+00) € L*(R,,Y) (3.43)

(suponiendo que v = 0 en [0, +00) en (3.36)). El operador de observacién C'
se llama ezacto si O4 ¢ es continuo y ademads, existe una constante positiva
c tal que

||OA,Ca||L2([O,+oo)) > CHCL”, a€ X. (344)

En la teoria de sistemas lineales bien planteados, se introducen definiciones
similares, ver [111]. Los sistemas bien planteados pueden tener operadores
B, C no acotados, pero se exije que los mapas C4, g y O4 ¢ sean continuos.
Todas estas nociones son muy relevantes en la Teoria de sistemas lineales
con parametros distribuidos, en particular, en relaciéon con el problema lineal
cuadratico [111], [61]. Los operadores B y C no continuos en la norma de
X aparecen en sistemas con operadores de control y observacion sobre la
frontera.

Denotamos por L la transformada de Laplace:

Lu(z) = /R () dt (3.45)

La relacién entre el modelo tipo Nagy—Foias y la Teoria de sistemas lineales
se basa en la siguiente simple férmula

Vacrx(z) = (ﬁOA’C$> (2), z€X,2z€ Qe
Tomando en cuenta que #E es un isomorfismo isométrico de L2 ([0, +00), U)

sobre E?(Qexs, U), obtenemos el siguiente resultado.
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Proposicién 3.2. 1) El operador C' es un operador exacto de observacion siy
sélo si el sistema (A,—,C) es exacto respecto del semiplano
Qext = {2 : Rez > 0} en el sentido de la relacion (3.32).

2) C' es un operador de observacion exacto si y solo si existe una funcion
x-admisible 0 tal que la aplicacion

GHEOAQCL

es un isomorfismo del espacio de estados X  al espacio modelo

H(5,{z : Rez < 0}), que fue definido en la formula (3.28).

En el caso de un o € R arbitrario se tienen afirmaciones analogas, donde
en vez de espacios L? figuran espacios L? con el peso e'®.

3.5. Dualidad de modelos y el calculo explicito
de funciones caracteristicas generalizadas.
La relacion con la funciéon de transferencia.

Nos restringimos al caso en el que Qiy, Qext se eligen segun (3.39) para
a = 0. Las afirmaciones generales de la Seccién 2.3 sobre la dualidad de
modelos se aplican también al modelo tipo Nagy-Foias.

En nuestro caso, de hecho, si C' es un operador de observacion exacto, en-
tonces, segin la Proposicién 3.2, la consideracién del sistema de observacion

z(t) = Ax(t), x(0) =a, y(t) = Cx(t) (3.46)
da lugar al modelo truncado diagonal de A en el espacio H(9).

La consideracién del sistema de control (3.36) permite obtener otro mo-
delo de A, que es su modelo cociente, posiblemente, con otra funcién carac-
teristica generalizada. Lo llamaremos el modelo control de A. Este modelo se
obtiene de la siguiente forma. Para un sistema de control (3.36) admisible,
introducimos la transformada

WA7B : E2<Qint7 U) — X

poniendo
WA’B = [:_ICAB.

Aplicando el Teorema de Beurling—Lax—Halmos, puede verse que

ker Wa g = 01 E*(Qins, Y) (3.47)
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donde §; € H*®(Qiye, B(Y,U)) es una funcién admisible. Llamaremos a d; la
funcién caracteristica generalizada del sistema de control (A, B, —). Defini-
mos el operador cociente Wy p : E?(Qiy, U)/(SlEQ(Qim, YV)— X

def

Was(f + 0 E* Qi Y)) = Wapf.

Teorema 3.3 (modelo control). Sea (A, B) un sistema exactamente contro-
lable. Definimos la funcion 61 por la formula (3.47). Entonces la transfor-

mada Wa p es un isomorfismo que convierte el operador A en el operador
diagonal cociente en el espacio

EQ(Qinta U)/(SlEQ(Qintv Y)

Una pregunta que podemos plantearnos es cuéles son las condiciones para
que los sistemas (A, B, —) y (A, —, C) produzcan el mismo modelo funcional.
En relacion con esto, podemos dar la siguiente definicion.

Definiciéon. Sea ¢ wuna funcién doblemente admisible de clase
H>®(Qine, B(Y,U)). Decimos que el sistema de observacion (A, —,C) y el
sistema de control (A, B, —) son duales respecto de 6 si § es una funcién
caracteristica generalizada tanto de (A, B, —) como de (A4, —, C), y el diagra-

/N

E (ant7U /6E2 thvy

Ss

conmuta (la flecha de abajo es el isomorfismo (3.33) del espacio modelo co-
ciente al espacio modelo H(6)).

Necesitamos también definir la funcion de transferencia ®4 p ¢ del sis-
tema (A, B,C). En el caso de operadores A, B,C" acotados, la definicién es
la clasica que se da en la Teoria de Control:

(I)A,B,C(Z) = C(Z[ - A)le.

Si el operador A es no acotado, para que esta férmula tenga sentido tiene
que ser modificada, ver [111, Y23].

45



Definimos también la funcion de transferencia ® que corresponde a una
funcion caracteristica generalizada 6. La condicién principal que tiene que
cumplir @ es la siguiente:

d=5"1+71

para una funcién analitica 7 : Qi — B(U,Y) de una cierta clase. Nos refe-
rimos a [Y23] para la definicién exacta.

Obsérvese que la funcién de transferencia ®4 g va del espacio de en-
tradas U al espacio de salidas Y, mientras que la funcion caracteristica 0 va
de Y a U. En el tipico ejemplo, en el que A tiene resolvente compacta, la
funcién § tiene ceros en el espectro de A (es decir, ker §(2) # 0 < z € g(A)),
mientras que la funcién ® 4 p ¢ tiene polos en los puntos del espectro de A.

La idea de modelos duales conduce al siguiente resultado, que es uno de
nuestros principales resultados sobre los modelos tipo Nagy-Foias.

Teorema 3.4 (ver [Y23], Teorema 9.5). Supongamos que los sistemas
(A, B,—) y (A, —,C) son admisibles, la transformada V4, ¢ tiene nicleo triv-
ial, la transformada Wa, p tiene imagen densa y existe una funcion ¢ doble-
mente admisible de clase H®(Qunt, B(Y,U)) tal que la funcion de transferen-
cia ® que corresponde a & coincide con la funcion de transferencia del sistema

(A, B,C).
Entonces se tiene lo siguiente.

1) Los sistemas (A, B,—) y (A,—,C) son exactos y son duales con re-
specto de .

2) La transformada Va ¢ es un isomorfismo de X sobre H(J), que trans-
forma A en el operador diagonal truncado MY.

3) La transformada WA’B es un isomorfismo de E* (U) /§E*(Y) sobre X.
Esta transformada convierte el operador A en el operador diagonal cociente
M, en el espacio cociente E*(U)/0E*(Y).

Las hipdtesis de este teorema y de sus andlogos pueden ser verificadas
en ejemplos. Gracias a estos resultados, para cada uno de los operadores
mencionados en los ejemplos de §3.3 hemos podido dar féormulas explicitas
para un operador exacto de observacién, un operador exacto de control y
para una de las correspondientes funciones caracteristicas generalizadas. Es
decir, escribimos un modelo funcional explicito para cada una de estas clases
de operadores.
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3.6. Discusion

En la teoria de Nagy y Foias, se construye un uinico modelo de un opera-
dor, que es un operador unitariamente equivalente al operador inicial. Segin
nuestro planteamiento, el modelo de un operador no es nico.

Supongamos que el dominio €2;,; es fijo. Podriamos permitir sélo fun-
ciones caracteristicas doblemente internas en €);,;, en vez de considerar todas
las funciones doblemente admisibles. Entonces estaria restaurada la unicidad
del modelo tanto para un sistema de observacién como para un sistema de
control, pero no podriamos dar férmulas explicitas de funciones caracteristi-
cas.

Nuestro método permite hallar una funcién caracteristica generalizada,
que no es interna, mientras que las férmulas para funciones caracteristicas
internas muchas veces no existen. Por tanto, el método propuesto extiende
de forma considerable el rango de posibles aplicaciones del modelo de Nagy
y Foias.

3.7. La relacion con la teoria de espacios de funciones
analiticas

Como se sigue de la discusién anterior, nuestro método de la construccién
de modelos tiene mucha relacion con el estudio de espacios de Hilbert de
funciones analiticas en un dominio en el plano complejo.

La relaciéon entre una clase determinada de operadores y espacios de
Hilbert de funciones analiticas fue investigada en el articulo de Cowen y
Douglas (ver [32]), donde ellos establecieron un invariante geométrica de
operadores de esta clase, que tiene el significado de curvatura.

Ultimamente diversos espacios de funciones analiticas (espacios de Berg-
man, de Dirichlet, de Fock, etc.) estédn siendo investigados intensamente.

En los articulos de Hedenmalm en Acta Mathematica (ver [50]), Aleman,
Richter y Sundberg (ver [7]) y otros se hicieron unos avances muy grandes
en el problema de descripcién de los subespacios invariantes por el opera-
dor diagonal M, en el espacio de Bergman en el disco. La descripcion de
subespacios invariantes por M, en el espacio de Dirichlet fue encontrada en
el trabajo [100] de Richter. Posteriormente los operadores relacionados con
el operador shift de Dirichlet fueron estudiados en otros trabajos, ver, por
ejemplo, la serie [2] de tres trabajos de Agler y Stankus. Estos trabajos se
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inspiraron también en el elegante trabajo anterior [53] de Helton, que trata
el caso relacionado con el eje real y no con el disco unidad. En el libro [51] de
Hedenmalm, Korenblum y Zhu uno puede encontrar la exposicién sistematica
de resultados recientes sobre los espacios de Bergman. Los tltimos avances
en esta area de investigacion se deben a trabajos de Shimorin (ver [107, 108]),
Olofsson (ver [86]) y otros.

Algunos de los trabajos del autor estdn relacionados con esta corriente.
Por ejemplo, en [Y6], basdndonos en los trabajos anteriores de Hitt (ver
citeHitt), describimos los subespacios invariantes por M, en espacios FEP,
asociados a dominios multiplemente conexos. En el trabajo conjunto [Y20]
con J. M. Rodriguez, demostramos un analogo del Teorema de Kolmogorov—

Szeg6—Krein para el espacio de Sobolev W™P(u), asociado a una sucesién

! o (o, - -, ptn) de medidas positivas en la cirunferencia unidad T. Para

el caso en el que todas las medidas son absolutamente continuas: dyu; =
w;ldz|, 0 < 7 < n, y los pesos w; son funciones mondtonas a trozos en T,
demostramos que la condicion

/10g(w0+---+wn):—oo
T

es necesaria y suficiente para que los polinomios analiticos sean densos en
WP (). Nos referimos a [Y20] para la definicién de la clase WP (u). Este
trabajo esta directamente relacionado con el shift de Dirichlet.

Destacamos que en la Seccién 3.5 hemos utilizado la descripcién de los
subespacios invariantes por M, en los espacios vectoriales de Hardy (el Teo-
rema de Beuring-Lax—Halmos) en la definicién de la funcién caracteristica.
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4. Aplicaciones

4.1. La aplicacion de la teoria espectral de operadores
subnormales a los dominios de cuadraturas

Supongamos que {2 es un dominio acotado en C y que existen puntos zj
en ) y constantes cj tales que

S kal

//Qfdxdy = Z chkf(j)(zk)

k=1 j=1

para toda funcién analitica f en L'(€2). Entonces al dominio Q se llama
dominio de cuadraturas.

Los dominios de cuadraturas tienen muchas propiedades intrigantes. Estan
relacionados con diversas dreas de la matematica, tales como la geometria
algebrdica, teorfa del potencial, el problema de momentos en el plano (ver
[45]), dindmica de fluidos y problemas extremales para funciones univalentes.
Nos referimos al libro reciente [41] para més informacién.

Los dominios de cuadraturas estan relacionados también con operadores
subnormales de tipo finito, que hemos definido en §2.7. Esta relacion es muy
simple: el operador diagonal M, en el espacio de Smirnov con peso E?(£, p),
donde 0 < ¢; < p(2) < 2 < 00, z € 0L, es un operador subnormal de tipo
finito si y sélo si €2 es un dominio de cuadraturas.

Aharonov y Shapiro en un trabajo pionero, ver [9], demuestran que un
dominio §2 simplemente conexo es un dominio de cuadraturas si y sélo si es
imagen del disco unidad D por una funcién racional f de clase H*, que es
univalente en . En [75], utilizando el modelo de operadores subnormales,
construido por D. Xia y el autor (ver [119, Y22]), demostramos una general-
izacion de este resultado a dominios de conectividad n arbitraria. En vez de
funciones racionales f, esta caracterizacion utiliza funciones racionales ma-
triciales F' de orden n X n, que son analiticas en closD y cuyos valores F(()
para ¢ € T son matrices normales. El conjunto de autovalores de la matriz
F(e") tiene que trazar toda la frontera de € cuando ¢ recorre el intervalo
0, 27].

Si €2 no es simplemente conexo, existe una familia de operadores subnor-
males no equivalentes relacionada con ().

Putinar y Gustaffson, en una serie de articulos (ver [46, 94] y otros), rela-
cionan las propiedades de un dominio de cuadraturas €2 con las propiedades
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de un cierto operador hiponormal 7" con autoconmutador de rango 1, que se
determina de manera unica. El modelo analitico de Pincus, D. Xia y J. Xia,
que aparece en [91], representa a este operador como operador de multipli-
cacion por la variable independiente en un espacio de funciones analiticas en

Q.

En [Y18], hallamos una nueva norma en este espacio y demostramos que
el operador 1" se obtiene a partir de un operador subnormal de tipo finito,
haciendo perturbaciones finito dimensionales del espacio de Hilbert donde
actia Ty de la norma en este espacio.

4.2. La aplicacion del modelo tipo Nagy y Foias a la
Teoria lineal de control

Como ya hemos comentado en §§3.3-3.4, existe una fuerte relaciéon en-
tre el formalismo de la Teoria lineal de control y nuestra construccion de
modelos funcionales. Cabe destacar que la teoria clasica de Kalman de sis-
temas lineales finito dimensionales es invariante respecto de la semejanza
y no sélo la equivalencia unitaria. Todo esto conduce a la idea de aplicar
nuestros resultados a sistemas con parametros distribuidos, que son infinito
dimensionales.

La investigacién del control de sistemas distrubuidos ya data de varias
décadas, y la bibliografia sobre el tema es enorme. El review de Zuazua [123]
y los libros de Lasiecka y Triggiani [61] sintetizan el acercamiento basado en
un uso profundo de los métodos de Ecuaciones en Derivadas Parciales. Los
temarios de los libros de Curtain y Zwart [33], Avdonin-Ivanov [15] y del
reciente libro de Staffans [112], al parecer, son los que permiten aplicar las
técnicas de modelos funcionales con mas facilidad.

A continuacién exponemos nuestros primeros resultados en esta direccion.

Controlabilidad en tiempo finito de sistemas lineales con retardo
y neutros

Para sistemas dinamicos que incluyen circuitos de retroalimentacién, los
retardos temporales aparecen en estos circuitos de forma natural debido a los
efectos de comunicacion, transmisién, transportacion o bien por los efectos de
inercia. Uno de los acercamientos a sistemas neutros consiste en considerar
una dindamica equivalente en un espacio de Hilbert infinito dimensional.

Utilizaremos la notacién L2([—h,0]) & L2([—h,0],C") y parecidas para
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denotar las clases de funciones con valores vectoriales.

Counsideremos el sistema

%Mxt = Lx; +v(t), t>0, (4.48)
u(t) = (p*u)(t), (4.49)
(Mz)(0+) = ¢, z(0) =¢(0), —h<80<O. (4.50)

2

10C,n([—h, oo)) es la funcién vecto-

rial incégnita, h > 0 es el maximo retardo, y z; es la funcién en L2 ([—h, 0]),
definida de la siguiente forma:

llamado sistema neutro lineal. Aqui x € L

z(0) = z(t + 6), —h <0<0.

Suponemos que p es una medida matricial en [0, h] de orden n x m; el signo
* denota la convolucion. La funcién u tiene el significado del control. Los
operadores lineares M, L : Li([—h, 0]) — C" se definen por las férmulas

Msoz/o du(0)p(—0),
h h
Lo= / C(O)o(—6) df + / 0(0)(—6) do.

donde ¢,n € L*[0, h],xn y i es una medida matricial n X n con soporte en
[—h,0]. Asumiremos siempre la siguiente hipétesis

(¥*) La medida p es no singular en ¢t = 0, es decir, det u({O}) £ 0.

El siguiente sistema es un ejemplo particular de (4.48):

d N

j=0 7=0

] =

Aqui 0 = hy < hy < ... < hy = h son nimeros reales y M;, L; son matrices
complejas de tamafio n x n. En este ejemplo, p({0}) = M.

Una clase particular de sistemas neutros son los sistemas con retardo, que

dx(t)
dt

corresponden al caso en el que la parte izquierda de (4.48) es , es decir,

cuando M¢ = ¢(0).

Existe una literatura muy numerosa, tanto cientifica como mas técnica,
dedicada a diferentes aspectos de sistemas neutros, sistemas con retardo y
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su teorfa espectral. Podemos mencionar, por ejemplo, los libros [102, 48],
que contienen muchas referencias sobre el tema. Son unos ejemplos simples e
importantes cuando el operador de solucién no es autoadjunto, cuyo estudio,
por lo tanto, depende del desarrollo de la teoria espectral de esta clase de
operadores. Como el semigrupo, por lo general, no es contractivo, la teoria
original de Nagy y Foiag no se aplica.

La condicién (%) implica que cualquier funcién v en [0, 400), que estd lo-
calmente en L?, produce una tinica solucién x que estd localmente en la clase

de Sobolev W31,

Definicién. Decimos que el sistema (4.48)—(4.50) es ezactamente controlable
en un intervalo temporal [0, 7] si para toda funcién ¢» en W>'([T, T + h])
existe un control u € L2 ([0,7T]) tal que la solucién z(t) satisface z(t) =
Y(t), T <t < T + h. Denotaremos por Tj,s el infimo de los tiempos de
controlabilidad exacta.

Podemos mencionar los trabajos [88, 102, 72] y el review [65] como unas
referencias basicas acerca de la controlabilidad aproximada y la controlabili-
dad exacta para sistemas neutros. Queremos subrayar que existen definiciones
no equivalentes de la controlabilidad exacta en tiempo finito, ver [56], [73],
[88] y otros.

Sea X = C" x L2([—h, 0]) el espacio de Hilbert de todos los posibles
datos iniciales; este espacio juega el papel del espacio de estados del sistema
neutro.

Supongamos, por el momento, que la entrada v es nula.

El semigrupo solucién S(t), ¢ > 0 de nuestro sistema neutro actia en el
espacio de estados X segun la férmula

w0 (G)- () (e

La familia {S(t) }+>0 es un ¢yp-semigrupo, cuyo generador infinitesimal A tiene
la forma

A (;) — (Lf) . DAY (;) €X:peW c=Mp}).

En la teoria de sistemas lineales neutros, por la funcion caracteristica del
sistema (4.48) suele entenderse la funcion entera de tamafno n x n, definida
por la férmula

A(z)c = zM(e*c) — L(e*c), ceC".
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Se conoce que en general, el espectro de A es igual a su espectro puntual y
se halla a partir de la férmula:

o(A) = {A € C:det A(\) = 0}.

Existe un nimero real a para el que se tiene la estimacion ||A(z)]] < C(1 +
|2])7!, Rez > a. Fijamos cualquier b > a y ponemos

d(z) of (z— ) A(2), (4.51)

Qe & {z:Rez<a}, HZ, o H?(Qine, C).
Operadores de multiplicacion
Mzu(z) = e*ul(z), t>0
forman un ¢yg-semigrupo de operadores en H Em.

Teorema 4.1 ([Y15]). Supongamos que se cumple (x). Entonces eziste un
isomorfismo

U:X — H?,/6H?

tal que UT'(t) = MU, t > 0. Aqui M-t : H? ,[0H?, — H?, [0H?,
denota operadores cociente de operadores de multiplicacion M= en Hin por
su subespacio invariante comun 5Hg,n.

De esta forma, los operadores {]\//Tezt}tzo en el espacio cociente H?  /0H?
modelan el semigrupo de evolucién {S(t)};>o del sistema (4.48)—(4.50). El
Teorema 4.1 es un caso particular de la construccién del Capitulo 3.

Ponemos
F(z) =e"Lp(z),  ®(z) = (0(2), F(2)),
donde L es la transformada de Laplace (3.45); entonces ® € HZS, (Qing)-

nxm

En los trabajos conjuntos con Verduyn Lunel [P7]-[P9], hemos aplicado
este teorema al estudio de la controlabilidad exacta del sistema neutro (4.48)—
(4.50) en tiempo finito. Demostramos los siguientes resultados.

Teorema 4.2. La controlabilidad exacta en tiempo finito del sistema (4.48)-
(4.50) es equivalente a la siguiente propiedad

(xx)  existe un € > 0 tal que

> ldet @, (2)|* > &

n
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para todo z con Re z < a. Aqui se hace la sumacion sobre todas las submatri-
ces de orden n x n de la matriz ®(z), es decir, sobre todos los subconjuntos
nC{L1,2,...,n+m} que formados por n elementos.

Si se satisface (xx), entonces h < Tyy < nh.
Teorema 4.3. Supongamos que (4.48)—(4.50) es un sistema con retardo y

se cumple (xx). Entonces Ty < h.

En particular, estos teoremas implican que para un sistema con retardo
que satisface (xx), se tiene Tj,r = h si dimu = dim z.

4.3. Esbozo de las ideas de las pruebas de los Teoremas
4.2 y 4.3

Las lineas principales de razonamiento son las siguientes.

1) Sea T" > 0. Consideramos la clase funcional de Paley—Wiener
PW,.([-T, 0]) = LL?,([-T, 0]). Demostramos que la controlabilidad exacta
del sistema (4.48)—(4.50) en [0, T es equivalente a la igualdad

§-H?, +F-PWy,([-T,0]) = H?

En particular, es necesario que se cumpla la ecuacion
§-H? , +F-H* =H, (4.52)
llamada: la ecuacién vectorial de Bezout (ver [84]).

2) Completamos la matriz ®(z) de orden n x (n + m) hasta una matriz

cuadrada de clase H (C;f m)x(n +m)(Qint) con determinante idénticamente igual
a 1:

o F\ _
det <W1 W2> =1, Rez < a.

Siempre que se cumpla (%), tal compleccion es posible gracias a un resultado
de Tolokonnikov en [115]. Ponemos

§ F\' (K L

Wy Ws ~\M N)°
donde K, L, M, N son funciones matriciales de clase H* de tamanos corres-
pondientes. Se tiene la identidad

det 0(z) = det N(z), Rez < a. (4.53)
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3) Definimos el operador vectorial de Toeplitz Ty : H? ,, — H? , con el
simbolo N, actuando en H?

TNf:P—(Nf)7 feHE,ma

donde P_ : L? (94nt) — H? ,, es la proyeccién ortogonal (N es una funcén
matricial de orden m x m). Demostramos la relacién:

(La controlabilidad exacta de (4.48)—(4.50) en [0, T )

= (TeszN es sobreyectivo).

El Teorema 4.2 se obtiene a partir de esta equivalencia, aplicando algunas
propiedades bésicas de operadores semi-Fredholm y la relacion

16() = " Lall = 0, 2 — o, (4.54)
que solo se cumple para sistemas con retardo.

La demostracién del Teorema 4.2 utiliza la siguiente nocién, que hemos
introducido en [P4]. Sea g : Qi — C una funcién continua que no se anula
en 0Qi, = a + 1R. Definimos el nimero medio de vueltas wy(g) en 0y de
la funcion g como el limite

wi(g) = sggnoos—{/ /]argg a+iy)dy,

si este limite existe. Denotamos por w;(g) el limite superior de la misma
expresion. Por ejemlo, si g(z) = e**, o € R, entonces w;(g) = .

La demostracion de la estimacion Tj,; > ~h estd basada en el siguente
resultado.

Teorema 4.4 ([P4]). Para toda funcion matricial continua N en 0y, de
orden m X m, tal que det N(2) # 0 si z € 0y, se verifica
wl (det N)

inf {T eR: T, .ry es sobreyectz'vo} >
m

Segun este teorema y (4.53),

inf = m N m om

Para obtener la tltima igualdad, se utiliza la férmula (4.51) para la funcién
A(z)

caracteristica J y el hecho de que es una funcién externa en {z :

Re z > a} para cualquier punto b_ € Q.
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El Teorema 4.4 se ha demostrado en [P4], utilizando la dualidad de Fef-
fermann entre el espacio de Hardy real H} y el espacio BMO(R).
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5. Las lineas abiertas de investigacion

5.1. El desarrollo de la teoria abstracta de modelos
analiticos duales

Nos proponemos encontrar enunciados exactos sobre el esquema general
de la Seccién 2.3 de forma andloga al trabajo [Y21] y estudiar qué relacién
tiene este esquema con diferentes modelos funcionales existentes, que hemos
mencionado en §1.3.

Si este trabajo se lleva a cabo, supondria una cierta uniformizacién de los
métodos de construccion de modelos funcionales y de sus formas.

5.2. Operadores hiponormales con simbolos suaves

Los resultados de [Y12], expuestos en §2.6, no tienen cardcter definitivo.
No hemos dado una forma expicita del espacio modelo que se obtiene; mas
aun, no siempre podemos demostrar la completitud del modelo de A*.

Dadas estas dificultades, nos proponemos obtener modelos funcionales
asimétricos de A y A* en el sentido de §2.4, suponiendo que el operador
hiponormal A pertenece a una clase mas restringuida.

Cualquier operador hiponormal A se reescribe en su modelo singular in-
tegral

(Af)(z) = (z +ib(x)) f +ia*(z)(P-(af))(z),
que actia en la integral directa

®
H= E(z)dzx.
[c, d]

Aqui ¢,d € R, todos los espacios E(t) estan contenidos en un espacio de
Hilbert E, a,b € L>(dt, L(E)), b(z) = b*(z), a(z)|E(z)* =0, b(z)|E(z)* =

0,y
P @) = [ 1 {fﬂ 5

es la proyeccién ortogonal de L?*(R,E) sobre el espacio de Hardy
H?*({Rez < 0}, E), que es un subespacio de L*(R, E)). De hecho, esta forma se
obtiene al pasar a la representacion espectral del operador autoadjunto Re A,
ver [74]. Nuestra idea es obtener los modelos duales de A y A*, suponiendo
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que las funciones matriciales a(z), b(x) son suaves en un cierto sentido. Tene-
mos resultados preliminares prometedores, pero todavia nos quedan algunas
dificultades técnicas.

Como en otros casos, estos modelos permitirian responder a otras pre-
guntas de caracter espectral, relacionadas con estos operadores, tales como el
célculo de la multiplicidad espectral, ! la descripcién de subespacios invarian-
tes o del conmutante. La multiplicidad espectral v(A) entra en la desigualdad
de Berger—Show

v(4)

™

traza ([A*, A]) <

Area(o(A))

(ver [74]), que es una de las desigualdades basicas en la Teorfa de operadores
hiponormales. De momento, hay pocos ejemplos de operadores hiponormales
A para los que se sepa cémo calcular su multiplicidad espectral.

5.3. La relacion entre operadores subnormales y sis-
temas conmutativos de operadores no autoadjun-
tos

Las curvas algebraicas reales aparecen también en la teoria de colecciones
conmutativos de operadores no autoadjuntos y sistemas multidimensionales
asociados de Livsi¢—Vinnikov [67].

En un trabajo conjunto con V. Vinnikov encontramos una relacién entre
esta teorfa y la teoria de operadores subnormales de tipo finito. Para estable-
cer esta relacién, hemos tenido que introducir una nocién mas amplia que un
operador subnormal y ampliar también la nocién de dilatacion. El desarrollo
de estas ideas nos llevaria a construir analogos del modelo de Nagy y Foias
y de Naboko para varios operadores. Una lista de posibles aplicaciones mas
concretas de esta teoria aparece en [16]. Serfa interesante aplicarla también
a sistemas de control bilineales.

5.4. Modelos en dominios parabdlicos

En el Capitulo 3, basado en el trabajo [Y23] del autor, hemos definido un
modelo tipo Nagy—Foiag en un dominio més o menos arbitrario en el plano

Hque fue definida en (1.2)
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complejo. Sin embargo, en [Y23] sélo damos ejemplos cuando el dominio en
cuestion es un disco, un semiplano o una banda.

Sea A = iAy + K una perturbacién de un operador autoadjunto Ay no
acotado en un espacio de Hilbert X. Suponemos que el operador K estd do-
minado por el operador Ay en un sentido, que no vamos a precisar aqui.
Tanto Ay como K pueden ser operadores no acotados. Es posible entonces
definir un dominio €,y con fronteras parabdlicas (que depende de las condi-
ciones concretas sobre Ag y K) tal que A posee un modelo tipo Nagy—Foias
en 2. Se puede intentar aplicar esta idea al estudio espectral del operador
A, que en general no es acretivo. Los primeros resultados en esta direccion
se encuentran en [P12].

Es muy interesante comparar esta construccion con el trabajo reciente
de Putinar y Sundberg [95], donde se construye una dilatacién de cualquier
operador A acotado en un espacio de Hilbert. La dilatacién es un operador
semejante a un operador normal; su espectro esta contenido en la frontera
del rango numérico del operador.

Seria interesante saber si el método de Putinar y Sundberg se aplica a ope-
radores no acotados. A diferencia de su trabajo, nosotros damos una férmula
explicita para una de las funciones caracteristicas generalizadas. En nuestra
construccién el dominio donde construimos el modelo no es necesariamente
convexo.

5.5. Criterios de generacién de semigrupos

El famoso Teorema de Hille-Phillips—Yosida da una condiciéon necesaria
y suficiente para que un operador cerrado, A, en un espacio de Banach X
sea un generador de un ¢y semigrupo. A pesar de la importancia de este
resultado, no es facil aplicarlo en ejemplos, porque incluye condiciones sobre
todas las potencias naturales de la resolvente de A.

Si suponemos que X es un espacio de Hilbert y que A = iAy+ K admite un
modelo en un dominio parabdlico, como se ha descrito en la seccién anterior,
podemos dar un criterio de generacion de ¢y semigrupo mucho mas sencillo,
que incluye sélo la primera potencia de la resolvente de A.

Igual que el criterio de Hille-Phillips—Yosida, este criterio es también
necesario y suficiente. De momento, este trabajo no se ha publicado.

Seria interesante encontrar aplicaciones concretas de este resultado.
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5.6. El problema de desplazamiento de polos

Consideremos un sistema con retroalimentacién

i(t) = Az(t) + Ku(t)

donde el operador principal A del sistema y el operador C' de observacién son
fijos y el operador de control K es un parametro. Tanto C' como K pueden
ser no acotados. El sistema cerrado es, al menos formalmente

#(t) = Az(t), donde A; = A+ KC. (5.55)

Se pide describir los posibles espectros o(A;) del sistema cerrado en términos
de operadores Ay C.

Nos proponemos estudiar este problema en infinitas dimensiones con la
siguiente hipotesis adicional:

(x %) El sistema (A, C') es exactamente observable.

La respuesta para sistemas lineales finito dimensionales se da en el cono-
cido Teorema de Rosenbrock, ver [19]: si el sistema (A, C') es observable, el
espectro de Ay puede ser un subconjunto arbitrario del plano complejo que
tiene mo mas de dim X puntos. La hipotesis de observabilidad es muy nat-
ural para el caso de dimension finita: si no se cumple, hay partes del espectro
de A que no pueden ser movidas.

Existen ya respuestas satisfactorias a nuestra pregunta para el caso en el
que los autovectores de A forman una base de Riesz, ver [121] y otros. En
estos articulos no se hace la hipotesis de la observabilidad exacta.

Resulta que se puede definir una clase de operadores K admisibles, para
las cuales podemos definir bien el sistema cerrado y ademads, tanto A como A,
generan semigrupos de tipo Nagy-Foiag (ver [P6]). No todos los operadores
K de esta clase son acotados.

Teorema 5.1. Supongamos que A genera un co-semigrupo de tipo Nagy—
Foias y que se cumple (x x x). Supongamos que 6 € H>*(C_,B(Y,U)) es
una funcion caracteristica generalizada del sistema de observacion (A, —,C),
y que § es doblemente admisible. Sea & € H>®(C_, B(Y,U)) otra funcion
doblemente admisible. Si

Ts:s  es un isomorfismo, (5.56)
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entonces existe un operador admisible K, que da lugar al correspondiente
sistema cerrado (5.55) tal que 6y es la funcion caracteristica generalizada de
Ay. En este caso, en particular, o(Ay) = o(d1).

En relacion con este resultado, surgen las siguientes preguntas.

1) ;Es necesaria la condicién (5.56) para poder transformar el espectro
o0(A) = o(9) en el espectro de ;7

2) Encontrar una versién métrica de este resultado: dar una estimacién
del “tamano” de K (en un sentido adecuado) en funcién de algin tipo de
distancia entre los espectros de § y d;.

En esta tltima tarea, nos proponemos usar la técnica del trabajo [55] en
un contexto distinto.
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6. Conclusiones

Queremos destacar las siguientes caracteristicas de nuestro método.

1) El método se aplica a operadores con comportamiento espectral muy
distinto. Entre ellos se encuentran:

a) Operadores cuyo espectro es masivo, pero cuyo espectro esencial estd
contenido en una unién finita de curvas suaves (operadores de Toeplitz, cier-
tos tipos de operadores hiponormales y subnormales).

b) Operadores con espectro esencial masivo (perturbaciones suaves de
operadores normales cuya medida espectral es la medida de Lebesgue dos-
dimensional).

¢) Operadores, cuyo espectro no tiene puntos interiores, en particular,
muchas clases de operadores no acotados no autoadjuntos que provienen de
las aplicaciones. En este grupo se encuentran generadores de grupos, gener-
adores de semigrupos relacionados con sistemas lineales con retardo y neu-
tros, y perturbaciones no disipativas de cierto tipo de operadores autoadjun-
tos.

2) El método consiste en la construccién simultanea de modelos funciona-
les de un operador A y de su conjugado A* en espacios funcionales Mod(A) y
Mod(A*). Estos espacios dependen, no sélo de A, sino también de operadores
auxiliares B y C, que tienen que satisfacer ciertas propiedades, dependiendo
del caso. Los espacios Mod(A) y Mod(A*) que se obtienen son duales uno a
otro respecto de una “dualidad de Cauchy” natural.

El objetivo es demostrar que A y A* son semejantes a unos “operadores
modelo”, respectivamente, en espacios modelo Mod(A) y Mod(A*). Por lo
general, los operadores modelo suelen tener las tres siguientes formas muy
simples: el operador diagonal M., el operador diagonal truncado MT ¢ bien
un operador cociente. Sin embargo, los espacios modelos muchas veces tienen
una forma complicada.

La nocién de dualidad ayuda a demostrar la semejanza del operador A a
su modelo, reduciendo esta demostracién a la comprobacion de acotacion de
transformaciones de semejanza y de unas identidades explicitas (ver Proposi-
cién 2.2).

3) Existe una formulacién abstracta del método, que hemos presentado
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en §2.3. Este esquema estd mas desarrollado para casos mas concretos.

4) Una vez construidos modelos funcionales duales, se puede obtener
muchas veces respuestas bastante completas a las preguntas tipicas de la
teoria espectral de operadores no autoadjuntos, tales como las descripciones
de los cédlculos funcionales, los subespacios invariantes por el operador y el
conmutante (ver la Introduccién).

5) Los modelos que construimos con este procedimiento no son unicos.
Sin embargo, la unicidad se consigue para algunas clases particulares de ope-
radores A, si fijamos el procedimiento de como asignar operadores auxiliares
By C al operador A.

Por ejemplo, para la clase de contracciones completamente no unitarias,
la regla B = Dy & (1 — AADY2, € = Dy & (I — A*A)Y2 nos da el

modelo original de Nagy y Foiag. Para la clase de operadores disipativos,

completamente no autoadjuntos, las férmulas B & ¢ & (2Im A)'/2 permiten

obtener el modelo de Nagy y Foiasg de operadores disipativos. Para operadores
subnormales, se obtiene el modelo de Xia al poner B = 0, C' = (A*A —
AA*)Y2. Si A es hiponormal, las mismas férmulas permiten relacionar el
modelo de Martin y Putinar de A con el modelo funcional asimétrico de A
en el sentido de §2.4.

Para otras clases de operadores (tales como operadores de Toeplitz), una
unica regla de este tipo no es posible o al menos no es natural.

6) Existe un paralelismo muy grande entre el formalismo y resultados de
modelos funcionales duales, por una parte, y los sistemas lineales de control,
por otra. Esto permite obtener nuevos resultados en la Teoria de control tales
como las estimaciones del minimo tiempo de control en sistemas con retardo
y neutros, y resultados sobre la asignacion del espectro de sistemas lineales
distribuidos de lazo cerrado.

Estas relaciones, en nuestra opinién, no se han explotado lo suficiente.

7) Los resultados sobre los modelos funcionales duales tienen aplicaciones
en diferentes campos. Por ejemplo, el “modelo tipo Nagy y Foiag” que hemos
introducido permite aplicar los modelos funcionales a muchas nuevas clases de
operadores, por ejemplo, a todos los generadores de co-grupos y generadores
de semigrupos, relacionados con sistemas con retardo y neutros.

En algunos casos, se puede obtener también un criterio de generacién de
semigrupos mas simple que el Teorema de Hille-Iosida-Phillips.
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Nuestros resultados sobre el modelo de Xia de operadores subnormales nos
permitieron obtener una nueva descripcién de dominios de cuadraturas que
no son simplemente conexos. Existen también aplicaciones de estos métodos
al estudio de andlogos de sistemas lineales con el tiempo multidimensional.
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