Anadlisis Funcional. Grado de Matematicas de la UAM Curso 2019/20
Hoja de problemas 3

El Teorema de Baire. Problemas antiguos
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(a) Demostrar que en un espacio métrico sin puntos aislados, cualquier conjunto formado por un solo
punto es un cerrado con interior vacio.

(b) Usar el apartado (a) junto con el teorema de Baire para ver que ni R, ni el conjunto de Cantor C,
ni ningin Gy denso de un espacio métrico completo sin puntos aislados, son numerables.

En cada caso, dar un ejemplo de un conjunto delgado (de primera categoria en la terminologia de Baire)
en R, que sea

(a) denso en R;
(b) no numerable;
(c) denso y no numerable.

(a) Encontrar un ejemplo de un conjunto delgado (de primera categoria) en R que tenga medida de
Lebesgue mayor que 0.
(b) Encontrar un ejemplo de un conjunto grueso (de segunda categoria) en R que tenga medida de

Lebesgue 0.

Demostrar que la conclusiéon del Teorema de Baire sigue siendo cierta si, en vez de un espacio métrico
completo, se considera espacio localmente compacto Hausdorff.

En la clase 1 online, di un ejemplo, cuando el Lema de bolas encajadas falla si no se pide que los radios
tiendan a cero.

En este ejercicio, se pide encontrar un ejemplo en un subconjunto del espacio de Hilbert. Mas precisa-
mente, sea H un espacio de Hilbert, que tiene una base ortonormal {e,}>° (es decir, es una base de
Schéuder, que satisface (e, ex) = dpx). Dada una sucesién de nimeros by > 0, consideramos el conjunto

M = {ber: k=1,2,...},

con la métrica inducida de H. Encontrar los niimeros bx > 1, que tienden a 1, y los radios Ry de forma
que las bolas cerradas

M
By = BRk(bkek) = {m e M : Hm — bkekH < Rk} cM
formen una familia encajada: By D By D --- D By, D Bg4+1 D ..., pero su interseccion sea vacia.
Esta tarea va en direccion contraria. Se pretende ver que ningin espacio de Banach X puede aportar
un contraejemplo del tipo de ejercicio anterior.
Sea X un espacio de Banach.

(a) Demostrar que si dos bolas cerradas cumplen B,(x) D B, (y), entonces se tiene la desigualdad p > r
para sus radios.

(b) Demostrar que “el lema sobre las bolas encajadas” en X es vélido sin pedir que los radios de las
bolas tiendan a cero.

Es decir: si tenemos una sucesién de bolas { B, (x,)}nen tales que

By, (x1) D Bry(x2) D ... D By (xs) D ...
entonces la interseccion de estas bolas no es vacia.

Demostrar que existen funciones continuas reales, definidas en un intervalo I C R, que no son mondétonas
en ningun subintervalo de I.

Indicacion: Una de las posibilidades consiste en aplicar el Teorema de Baire.



Mas ejercicios sobre el Teorema de Baire y temas relacionados

1. Dado un N € N, demostrar que el conjunto

< N}

r—a

FNZ{fGC[O,l]:EIaG[O,l]:vxe[o’l]:x#a N ‘f(x)—f(a)

es cerrado en el espacio C0, 1].

2. (continuacion) Demostrar que los conjuntos Fiy son diseminados. Utilizando el Teorema de Baire, de-
ducir que el conjunto de funciones f € C]0,1], que tiene derivada finita en algin punto a € [0, 1], es
residual (es decir, su complemento es de primera categoria).

En particular, existen funciones continuas en [0, 1], que no son derivables en ningin punto.

En los siguientes ejercicios[3H, se supone que X es un espacio de Banach infinito dimensional.

3. Sea {L,} una sucesién creciente de subespacios (cerrados) de X:
LiCcLyC---CL,CLyt1C....

Se conoce que Ui L = X. Demostrar que entonces L, = X para algin n.
. Es cierta esta afirmacién, suponiendo solo que X es un espacio normado?

4. Demostrar que un espacio de Banach X infinito dimensional no puede tener una base de Hamel nume-
rable.

Indicacidon: Utilizar el ejercicio anterior.

Funcionales lineales, operadores lineales. Su continuidad y sus normas.

5. Sea —o0 < a < ¢ < b < oo. Demostrar que el funcional lineal F' sobre C([a,b]) definido por F(f) = f(c)

para f € C([a,b]) es continuo con respecto a la norma del supremo, pero no lo es con respecto a la
norma L?((a,b)) (restringida a C([a,b])).

6. En el espacio P de las funciones polinémicas en [0, 1] definimos el funcional C,, del n-ésimo coeficiente
como el funcional que a un polinomio p(t) = 77" g a;t?, 0 < ¢ < 1, le asigna Cp(p) = an sin < m, y
Crn(p) = 0sin > m. Demostrar que C,, es discontinuo con respecto a las norma del supremo. Sugerencia:
Considerar p(t) = (1 — t)k/(k)

n
7. Sea X un espacio normado. Fijamos un p, 1 < p < oo.

a) Demostrar que para todo operador lineal T': /# — X

I7] > sup [Teax.

donde {e,} es la base canénica en . Demostrar que un operador lineal continuo 7' : # — X se

determina de forma tnica por sus valores en los vectores e,,.

b) ;Hay un valor de p tal que la desigualdad anterior es siempre una igualdad, para cualquier operador T'?
8. Demostrar que un operador lineal continuo 7" : X — £°*° se determina de manera tinica por una sucesién

de funcionales lineales {7,,} en X', con cierta propiedad de acotacién. Expresar la norma de T a partir
de las normas de estos funcionales.

9. Consideramos un operador lineal T": ¢, — ¢,., donde p,r € [1,00). Denotamos por t;; los elementos de
la matriz de T', es decir, ponemos T'ey, = {t;}32, € {;, donde {ex} es la base canénica en ¢P.

Para todo N = 1,2, ..., consideramos la matriz finita Ty = {t;i}1<jr<n de tamafio N x N. Demostrar
que
1T Ly e0) = sup TN ey enys

donde E}’,V es el espacio finito dimensional KV, con la norma (Z;V: L |z;[P)Y/P. En particular, T es acotado

si y solo si las normas de matrices finitas Ty en L(fév , ) estan uniformemente acotadas.

;,Cémo podemos reformular esta afirmacién para el caso de p = r = 2, utilizando los valores singulares
de las matrices T?
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Sean X e Y dos espacios normados y 15, : X — Y, n=1,2,..., operadores lineales acotados. Demostrar
que la convergencia T;, — T en norma implica que para todo € > 0 y cualquier bola cerrada B existe
un N tal que para todo n > N y todo = en B, se tiene que | T,z — Tx|y < €.

El operador de Volterra en L2[0,1] est4 definido por V f(t) = fg f(s)ds, 0 <t <1.
(i) Resolver la ecuacién integral f(t) = sent + fg f(s)ds.
) . iy Lt—s)n !
(ii) Demostrar por induccién que (V" f)(t) = / —_—
o (m—=1)
(iii) Deducir que para todo u € C y para todo g € L2[0, 1], la ecuacién (I — uV)f = g tiene una tinica
solucién f € L?[0,1].
Indicacién: Utilizar el apartado (ii), uno de los teoremas del punto fijo, vistos en clase, y la
estimacién || K||? < fol fol |k(t,s)|?>dtds. Esvalida para cualquier operador integral K : L2[0,1] —
L?[0,1], definido por K f(t) = fol k(t,s)f(s) ds.

(iv) Recordar, si vimos en clase un teorema que implica (iii) directamente.

f(s)ds.

Espacio dual.

Sea p una medida positiva en un espacio medible (£2,2) Se dice que p es semifinita si todo conjunto F
medible (es decir, perteneciente al o-dlgebra 2) con 0 < pu(F') < oo tiene un subconjunto medible G tal
que la medida p(G) es finita y no nula.

Demostrar que toda medida positiva o-finita es semifinita. Dar un ejemplo de una medida, que es
semifinita, pero no es o-finita.

Sea p una medida positiva. Dada una funcién f € L>(u), consideramos el funcional wy sobre L'(p),
definido por wy(z) = [afdp, z € L'(y). Comprobar que es un funcional acotado. Suponiendo que p
es semifinita, demostrar que

el Lty = 11l zoe ()-

Calcular la norma del funcional lineal F' en (C([0,1]),] - ||cc) dado por F(f) = fol zf(z)dz. Encontrar
un elemento de C([0,1]) en el que F alcance su norma; es decir, un elemento f de norma 1 tal que

[E O = 1]

Sea E = {f € C([0,1]) : f(1) =0}, y sea G la restriccién a E del funcional lineal del problema anterior.
Demostrar que ||G|| = ||F||, pero que G no alcanza su norma en (E, || - ||)-

Sea E un espacio de Banach y F € F', |F|| # 0. Sea M = {x € E : F(z) = 1} Demostrar que M es
cerrado, convexo y no vacio, que inf ens ||| = 1/||F||, y que si F no alcanza su norma en E, entonces
el inf e ||z|| no se alcanza.

Demostrar que el dual de ¢ = {s = ()52, € CN : limy, o0 5 = 0} es £1. ;Dénde falla la demostracion
si sustituimos ¢y por £°°7

Sea X = R¥ dotado con la norma ||z|| = méx;<j<n |z;|. ;Cudl es la norma correspondiente en el espacio
dual X'?

Sean X e Y # {0} espacios normados, con dim(X) = oo. Demostrar que hay al menos un operador
lineal no acotado T : X — Y. Concluir que si X es un espacio normado de dimensién infinita, entonces
el espacio dual X’ no coincide con el espacio dual algebraico X# (que consiste de todos los funcionales
lineales). Sugerencia: Usar una base de Hamel.

Sean X e Y espacios de Banach.

(i) Seay € Y y f € X'. Demostrar que el operador

Kz = f(z)y

es lineal y continuo de X a Y. Calcular su norma.
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(ii) Dados vectores linealmente independientes {y1,...,yn} C Y, y funcionales lineales {f1,..., fn} en
X, demostrar que el operador K : X — Y definido por

Kr =Y fi(z)y
j=1

es lineal y de rango finito, es decir, dim Ran(K') < oo (donde Ran(K) = KX).

(iii) Demostrar que todo operador lineal K : X — Y de rango finito n es de la forma del operador K
del apartado (ii).

(iv) Demostrar que K es acotado si y solo si los funcionales f; son continuos.

Teorema de Banach-Steinhaus. Convergencia fuerte de operadores

Supongamos que T;, son operadores lineales acotados de X a Y, siendo X e Y espacios de Banach.
Supongamos que 1" es un operador lineal de X a Y, que esta definido sobre todo el espacio X, pero en
principio puede ser no acotado. Supongamos que T;, “tienden fuertemente a T, es decir,

T,r — Tx en norma

para todo x € X. Demostrar que: (a) 7" es acotado; (b) las normas de operadores T}, estan unifor-
memente acotadas.

Demostrar que la completitud de X es esencial en el principio de la acotaciéon uniforme, considerando
X como la subvariedad lineal C?’ de ¢*° de las sucesiones que solo tienen un nimero finito de términos
distintos de 0, y definiendo T,z = nz,,.

Sean X,Y,Z espacios normados y sean T, € L(X,Y), S, € L(Y,Z) tales que T,, — T, S, — S
fuertemente cuando n — oo, donde 7' € L(X,Y), S € L(Y, Z). Demostrar que S, T,, — ST en el sentido
fuerte.

(el principio de acumulacion de singularidades) Supongamos que T} (j, k € N) son operadores acutados
de X aY, donde X e Y son espacios de Banach. Demostrar el siguiente resultado:
st para todo j,
Sup [Tkl = 400,

entonces existe un vector ¥ en X que cumple

v, Sup | Tjnz|| = +oo.

Recordamos que una sucesién {e, : n > 1} de vectores de un espacio de Banach X se dice que es una
base de Schauder si todo vector x € X se representa de forma tinica como

donde f,(x) € K. En este ejercicio, consideramos conocido que para cualquier base de Schau-
der, todos los funcionales f, son continuos (lo que veremos, si tenemos suerte, mas ade-
lante).

Demostrar que {e, : n > 1} es una base de Schauder en X si y solo si se cumplen las siguientes
propiedades:

1) Lin{e, : n > 1} = X (es decir, la familia {e, : n > 1} es completa);

2) Los operadores P,, definidos en el subconjunto denso de combinaciones lineales finitas Z QT j POT
finita

Pn< E Oéj.’L‘j) = E a;Tj,
finita i<n

son uniformemente acotados.
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Problemas adicionales

Supongamos que tenemos una familia
{f a}aEQl cX !

de funcionales lineales continuos sobre un espacio de Banach X de dimensién infinita. Se sabe que para
todo vector & € X, hay solo un numero finito de indices «, tales que (Z, f,) # 0.

Demostrar que entonces la familia { f, }oca solo puede tener un niimero finito de elementos no nulos.

Indicacion: Aqui no se supone que el conjunto de indices 2 es numerable. Sugerimos ver primero
que, sin embargo, basta demostrar esta afirmacién para sucesiones de funcionales lineales. Utilizar el
ejercicio [3]

Sea {eq }aco una base de Hamel de un espacio de Banach infinito dimensional X. Es decir, todo vector
x se representa de forma tinica como una suma finita

x = Z fa(z)eq.

finita

Demostrar que los funcionales f, : X — K son lineales. Demostrar que al menos uno de ellos es
discontinuo.

(a) Sea X un espacio de Banach sobre K. Supongamos que el espacio vectorial K[t] de todos los
polinomios sobre K estd dotado de alguna norma. Demostrar que para todo operador lineal acotado
T : X — K[t], el rango RanT = T'(X) tiene dimensién finita.

Indicacién: Se puede utilizar el ejercicio
(b) Demostrar que para todo espacio de Banach X sobre K de dimensién infinita, existe un operador

lineal T': X — KJt], cuyo rango es todo el espacio KJt].

(a) Sea [a, b] un intervalo en R. Se considera el espacio vectorial

C*la,b] = {f :a,b] = K:  f es k veces diferenciable y %) es continua en [a, b}}

Lo dotamos de dos normas:  [|]] = 1/ lcgas) + I/ ® s 11 = S5 159 -
Demostrar que estas normas son equivalentes.
(b) Demostrar que el espacio C*[a, b] con cualquiera de estas dos normas es un espacio de Banach.
Sea X un espacio de Banach y M su subespacio cerrado. Sea @ : X — X /M la proyeccién canénica al
espacio cociente.
(a) Demostrar que

Q(B(0) = B (0),
donde B} (0) es la bola unidad abierta de radio 1 en un espacio de Banach Y, centrada en el origen.
(b) Seax € X, Qv =2+ M € X/M, [|Qx| x/pr = 1. Demostrar que

BX(0 & 3 M : = mf .
Qz € Q(B1 (0)) yex+ lyll = _min ||=]]

Aqui Bi¥(0) es la bola unidad cerrada de radio 1 en X (centrada en el origen).

Sea X cualquier espacio de Banach de dimensién infinita. Demostrar que la bola unidad cerrada Bf( (0)
no puede ser recubierta con una cantidad finita de bolas unidad abiertas Bt (x;), centradas en unos
puntos r; € X, j=1,...,n.

Indicacién: utilizar el problema anterior, elegiendo M de una manera adecuada.

Utilizar también los ejercicios relacionados con el Lema de Riesz de la Hoja 2.



