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Capitulo 1

ESPACIOS DE HILBERT

1.1. Espacios de Banach y Espacios de Hil-
bert. Propiedades elementales y ejemplos.

Definicién 1.1.1 Sea X un espacio vectorial sobre el cuerpo K= R ¢ C. Se
denomina producto escalar ¢ producto interior en X a cualquier aplica-
cion

u: XxX—K

que sea una forma sesquilineal hermitiana definida positiva, es decir,
que cumpla, para todos los o, B € K y los x,y, z € X, las propiedades siguientes:

(a)  ulaz + By, 2) = aulz, 2) + Buly, ).
(@)  u(z,ay+ Bz) = au(z,y) + Bulz, 2).
(b) u
(c) u

Observamos que (a) y (b) juntas implican (a’). Naturalmente, si K = R, un
producto interior es una forma bilineal simétrica definida positiva. A
partir de ahora denotaremos los productos interiores mediante

z,x) >0 y wu(z,x)=0 sdlo para z = 0.

u(r,y) = (z,y)

Definicién 1.1.2 Si (,) es un producto interior en X, al par (X, (,)) le
llamaremos Espacio con producto interior o Espacio Prehilbertiano.

EJEMPLOS 1.1.3 1. Sea X = R™ Si x = (z1,22,...,2,) € R" e y =
(Y1,Y2, - - -, Yn) € R definimos

(z,y) = Z%‘yj-
j=1

Es claro que obtenemos un producto interior.
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CAPITULO 1. ESPACIOS DE HILBERT

2. Sea ahora X =C". Si z = (21,29,...,2,) € C" y w = (wy,wy, ..., w,) €

C", definimos

De nuevo es evidente que se trata de un producto interior.

. Consideremos

X=C}
= {x = (21,2,...) € CV : sélo un nimero finito de ;s son # 0}.

Siz=(xr1,29,...) E(CI;I e y=(y1,ys,...) € CY, definamos

<l’, y> = Z T;Y;-
j=1

La suma es, de hecho, finita, y las propiedades del producto escalar se
comprueban inmediatamente.

. Pasamos ahora a
oo
P?={x=(21,29,...) €C" : Z\ijQ < o0}
j=1

Siz=(11,29,...) € ey=(y1,v0,...) € [? definimos

<$, y> = Z T5Y;-
j=1

Observar que la serie converge porque

m m 1/2 m 1/2
> g5 < (Z ’$j|2> <Z ij\2>
j=n j=n j=n

Esto no es mas que un caso particular de la desigualdad de Cauchy-
Bunyakowsky-Schwarz, que veremos mas abajo. También en esta oca-
sion es inmediato ver que se trata de un producto escalar.

. X = C[0,1], es el espacio de las funciones continuas complejas en el
intervalo compacto [0, 1]. Para f, g € X, definimos

(f.9) = /0 fx)g(x)dz.

Es, claramente, un producto escalar.
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6. Sea (2, M, i) un espacio de medida. Definimos
L) = {f : Q@ — C,medibles, tales que/Q |f(z)Pdu(z) < oo}
Para f,g € £?(u), definimos

(f,9) = / f(@)g(@)du(z).

En este caso tenemos una forma sesquilineal hermitiana; pero no es un
producto escalar, ya que no es, en general, definida positiva. En efecto
si [, |f(z)[Pdu(x) = 0, sélo podemos concluir que f(z) = 0 en casi
todo punto respecto a la medida p. Para remediar ésto decimos que dos
funciones f, g € L£%*(u) son equivalentes si coinciden en casi todo punto
respecto a la medida p. Asi obtenemos una relacién de equivalencia en
L£2(p) y lamamos L?(11) al conjunto de las clases de equivalencia. Vemos
que ni las operaciones ni el valor de la forma sesquilineal dependen de los
representantes elegidos en cada clase de equivalencia, de modo que L?(u)
es un espacio vectorial con una forma sesquilineal hermitiana. Ademas
se comprueba que ahora en L?(u) la forma sesquilineal si es definida
positiva, de suerte que L?(u) es un espacio prehilbertiano.

En este ejemplo 6 hay que mencionar explicitamente dos casos particu-
lares que apareceran muy frecuentemente en las paginas siguientes.

En primer lugar tenemos la situaciéon en la que €2 es un conjunto medible
de R™, normalmente un conjunto de Borel y u = m,, la medida de
Lebesgue sobre los subconjuntos de Borel (o los medibles) de Q. En ese
caso, escribiremos simplemente L*(Q2), en lugar de L?*(p). Aparecerdn,
sobre todo en los ejemplos, el espacio correspondiente a Q@ = [0, 1], que
denotaremos mediante L?[0, 1] y también los espacios L*(R™).

La otra situacién importante corresponde a tomar un conjunto cualquie-
ra 0 y considerar M = P(Q) y p la medida contadora o medida
cardinal que asigna a cada subconjunto finito A de €) el ntimero de
puntos de A y a los conjuntos infinitos les asigna medida igual a co. Al
espacio L?(u) se le designa en este caso como [%(2). Sus elementos son
familias (z,),ecq de nimeros complejos tales que

Z |lz,|? < o0
weN

De acuerdo con la definicion de integral, esta suma no quiere decir mas
que el supremo de las sumas

2 Il
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4 CAPITULO 1. ESPACIOS DE HILBERT

donde A recorre todos los subconjuntos finitos de €. Observemos que,
en general, una funcién integrable tiene soporte o— finito. Para la me-
dida contadora los conjuntos o— finitos son exactamente los conjuntos
numerables. Asf pues, si @ = (,)wen € 1*(Q2), solamente una cantidad
numerable de componentes z,, pueden ser diferentes de cero. La definicion
del producto escalar se puede escribir también como

(@, y) = 2.0
weN

Esto no es mas que otra forma de escribir la integral. Recordemos que
E 2o =2

quiere decir que para cada € > 0, existe un conjunto finito A C €2 tal que
para todo subconjunto finito B de €2 que contenga a A,

Z 2, — 2| <e.
weB
El caso particular [?({1,2,--- ,n}), que denotaremos como /2, no es otra

cosa que el espacio construido sobre C" en el ejemplo 2.

Asimismo, [?(N) = [2, el espacio del ejemplo 4.

Teorema 1.1.4 (Desigualdad de Cauchy-Bunyakowsky-Schwarz) Si (, )
es un producto escalar en X, entonces para todos los x,y € X

(2, y) > < (2, 2){y, ).

Demostracién. Para cada A € K
0< (z— Ay, — Ay) = (z,2) + [\ {y,y) — 2Re(A(y, z))

Tomemos

t con t € R.

Resulta
(z,z) + *(y,y) — 2t|{z, y)| > 0.

Tenemos asi una ecuacién cuadratica real que no tiene dos raices reales dis-
tintas, puesto que la parabola correspondiente esta siempre por encima del eje
real. Se sigue que

[z, 9)|* = (&, 2)(y,y) <0.
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Corolario 1.1.5 Si (X, (, )) es un espacio prehilbertiano, definimos para cada
r €X, ||z]| = (x,z)/2. Entonces la aplicacion

X —[0,00]

z ||zl
tiene las siguientes propiedades
(a) |z +yll <llzll + ]l Vo,yeX
(b) [|Az]| = |Al||=]] VAe K, Ve e X

(c) llz]| =0 < x =0.
Demostracién. (a)
lz+yll* =@ +y,2+y) = (@,2) + (y,y) + 2Re(z,y) <
[zl + yl1* + 2ll2llllyll = (=[] + [lyI)*.
Ozl = (Az, Adz)'/? = |A]||]]-
(c) se sigue de la correspondiente propiedad (c) del producto escalar. ]

Definicién 1.1.6 Si X es un espacio vectorial real o complejo, toda aplicacion

X —[0,00]

z = |l

que cumpla las propiedades (a), (b) y (c) del corolario 1.1.5, se dird que es
una norma en X, y al par (X, || —||) se le llamard espacio normado.

EjeEmpLOS 1.1.7 1. Dado un conjunto cualquiera €2, sea
X=AKQ)={f:Q— C : fes acotada}
Si definimos, para f € X,

[ fllu = sup [ f(w)],
we

obtenemos una norma, que se conoce como la norma de la conver-
gencia uniforme. En efecto, la convergencia asociada a esta norma es,
justamente, la convergencia uniforme.

2. Si K es un espacio topolégico compacto, el espacio C(K') de las funciones
continuas complejas en K, es un subespacio vectorial de A(K), de modo
que (C(K),|| = ||.) es también un espacio normado.
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3. Sea (2, M, i) un espacio de medida. Para 1 < p < oo, definimos
LP(pn) ={f: Q@ — C,medibles, tales que/ |f(z)[Pdu(x) < oo}
Q

Se puede ver que LP(11) es un espacio vectorial y que la aplicacién || —||, :
LP(p) — [0, oo[ definida como

It = ([ !f(w)lpdu(w))l/p

cumple las propiedades (a) y (b) de las normas, aunque no la propiedad
(c). Esto se remedia como en el caso de £2. El conjunto LP(u) de las
clases de equivalencia de funciones de £P(u) que coinciden en casi todo
punto con respecto a la medida y, junto a la aplicacién || — ||,, definida
de la manera obvia sobre estas clases de equivalencia, si que es ya un
espacio normado.

Cuando  es un medible de R" y u = m,, medida de Lebesgue en 2,
escribiremos, simplemente LP((2). Usaremos con frecuencia los espacios
LP[0,1] y LP(R™).

Cuando M = P(Q) y u es la medida contadora, designaremos a LP (1)
como [P(£)), en consonancia con la notacién que utilizamos anteriormente
para p = 2. Dos casos particulares que apareceran frecuentemente son
P({1,2,---,n} = I? y I?(N) = [P, que incluyen a los espacios [* y [?,
considerados en 1.1.3.

Conviene recordar que cuando p es una medida de probabilidad, es decir,
cuando () = 1, se tiene

1<p<q = L%p) C L’(n).
Mas concretamente, la desigualdad de Jensen implica que

vie L), [1flp < I llg

En contraste con esta situacién, para los espacios asociados a la medida
contadora resulta que

1<p<qg = Q) Cl|Q)

Vi elP(@), [Ifllg < 11y

4. Con (2, M, ) como en el ejemplo anterior, consideramos el espacio
L>(p) de las funciones medibles, esencialmente acotadas respecto
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a la medida p; es decir, aquellas f : 0 — C medibles, para las que
existe alguna constante M < oo, que cumple

(1.1.8) |f(w)] < M para casi todo w € 2 respecto a .

Para una tal f, se define || f||oo como el supremo esencial de f, que es,
por definicién, el infimo (de hecho, el minimo) de las M que satisfacen
(1.1.8). Como en el ejemplo anterior, sélo falla la propiedad (c) para
que || + ||oo sea una norma. Se procede justo igual que antes, declarando
equivalentes las funciones que coinciden en casi todo punto respecto a
y asi se obtiene el cociente, que es el espacio normado L™ (u).

También ahora tenemos como casos particulares los espacios L>(€2) para
Q C R™, que estd asociado a la medida de Lebesgue y también el [*°(€2),
para un conjunto cualquiera €2, que es el L>(u) correspondiente a tomar
como p la medida contadora en . De hecho, [*°(§2) = A(f2), el primer
ejemplo de espacio normado que hemos dado. Observamos que, en este
caso || ||lu = || |loo- Ejemplos importantes de la familia de espacios [*°(£2)
seran (*°({1,2,--- ,n}) =1>° y [*(N) = [>~.

Recordamos que, para p medida de probabilidad L>(u) C LP(u) para
cualquier p, mientras que para la medida contadora se da la inclusion al
revés y también se cumplen las mismas desigualdades de las normas que
vimos en el ejemplo anterior.

Proposicién 1.1.9 Si (X, || —||) es un espacio normado y definimos
d(z,y) = llz =yl Vo,yeX

entonces la aplicacion
d: X xX—[0,00]

es una distancia, o, como se dice también otras veces, una métrica, lo cual
quiere decir que cumple las tres propiedades siguientes

(a) d(z,y) < d(z,z)+d(z,vy) Vr,y,z € X.
(b) d(z,y) = d(y,x) Ve,y € X.
(c) d(z,y) =0 <= x=uy.

Demostracion.

(a) dlz,y) = |lzv—yll =z —2z+2z—y
< o=zl + |z —yl| = d(z,2) + d(z,y).

(0) d(z,y) = ||z — yl| = [ly — z|| = d(y, x).
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(¢) dlz,y)=|lz—y|| =0 <= 2—y=0 <= z=uy.

[ ]
Asi pues, cada espacio normado (X, || —||), y en particular, cada espacio
prehilbertiano (X, (, )), da lugar a un espacio métrico asociado (X,d) y, por
consiguiente, a un espacio topoldgico. Podemos hablar de abiertos, cerrados,
bolas, etc. Utilizaremos las notaciones habituales:
Dados = € X y € > 0, la bola abierta de centro x y radio ¢, sera

B(z,e) ={y e X : [[z —yl| < ¢}

mientras que la bola cerrada de centro x y radio ¢, es

B(z,e) ={y e X : [z —y[| <e}.

Para cada subconjunto S C X, designaremos por S al cierre o adherencia
de S, que es el minimo cerrado que lo contiene, etc.

Proposicién 1.1.10 En un espacio normado (X, || —1|), la distancia se com-
porta del siguiente modo con respecto a las operaciones algebraicas

dz+z,y+2) =d(z,y) Vr,y,z € X
d(Az, \y) = |Nd(z,y) VAeK,z,yeX
Se sigue que la aplicacion

XxX —X
(z,y) —z+y

es uniformemente continua y la aplicacion

KxX —X
(N z) — A
es continua.
Demostracion.
dz+z,y+z2) = [lv+2—(y+2)| =z -yl =d(=,y).
d(Az, Ay) = |[Ax = Ay|| = [A[|lz —yl| = [Ald(z, ).

Para ver que la suma es uniformemente continua hay que demostrar que, dado
e > 0, podemos hacer d(x + y,z' + ') < € sin més que hacer d(z,z’) < J y
d(y,y’) < § para un cierto § > 0. Pero ésto se sigue de la invariancia de la
métrica por traslaciones y de la desigualdad triangular. En efecto

dz+y, o' +y) <dlz+y 2 +y) +da'+y,2" +9) =dz )+ dy.y),
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de modo que, para hacer d(z + y,2' + y') < € basta tomar d(z,2') < /2y
d(y,y") < /2. En cuanto a la continuidad del producto de un escalar por un
vector en un cierto punto (Ao, zg) € K x X, vemos que

d(Az, Axo) + d(Axg, Aoxo) = |Ald(x, 20) + |X — Xol||xo]|
(1A = Aof + X))l = ol 4 [A = Aol[|zo]| < €
si tomamos, por ejemplo ||z — x| < SR A — Xo| < min{1, M}
[ |
Observamos que si d es una distancia en un espacio vectorial real o complejo
Xy sabemos que d cumple las dos propiedades del enunciado de la proposicion
1.1.10, entonces es muy facil ver que si definimos

||| = d(z,0),
obtenemos una norma cuya distancia asociada es d.

Proposicién 1.1.11 Si (X, (, )) es un espacio prehilbertiano, entonces el pro-
ducto escalar

XxX —K

() = (@)

es una aplicacion continua. Ademds, para todo y € X, las siguientes aplicacio-

nes
X —K, X—K y X— R

v (ry)  re(y) = |||

son uniformemente continuas. La ultima de ellas, la norma, es uniformemente
continua en cualquier espacio normado.

Demostracion. La demostracion de la continuidad del producto escalar es
idéntica a la ultima parte de la demostracion de la proposicién 1.1.10, utili-
zando la desigualdad de Cauchy-Bunyakowsky-Schwarz. Las demostraciones
de las dos afirmaciones siguientes son inmediatas y también estan basadas en
dicha desigualdad. Por ejemplo

[(z1,y) = (22,9)| = (21 — 22, 9)| < 1 — 2| |y]]-
En cuanto a la continuidad uniforme de la norma se sigue de la desigualdad
] = H2l[| < Jley — 22|

que es consecuencia inmediata de la desigualdad triangular de la norma (pro-
piedad (a) de la definicién 1.1.6) y que, desde luego, vale en cualquier espacio
normado.

[
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Definicién 1.1.12 s 51 X es un espacio vectorial sobre el cuerpo K =
R ¢ C, diremos que un subconjunto M C X es un subespacio vectorial
o lineal de X, o, simplemente, un subespacio si M, con las operaciones
heredadas de X, es a su vez, un espacio vectorial, es decir, si para todos
los x,y € M y «,8 € K, se tiene que ax + By € M. En este caso
escribiremos M < X.

s 515 C X, la interseccion de todos los subespacios de X que contienen
a S es un subespacio al que designaremos por [S] y le llamaremos el
subespacio generado por S. Es inmediato comprobar que

[S] = {Z)\xx . F finito C S; A\, € K},

el

el conjunto de las combinaciones lineales finitas formadas con vectores
de S y escalares de K.

s Diremos que el conjunto S C X es convexo si para cada x,y € S, y cada
t€]0,1[, (1 —t)x +ty € S.

Proposicién 1.1.13 Sea X un espacio normado. Entonces

1. Si M es un subespacio de X, su cierre M, también es un subespacio; es
decir M < X = M < X.

2. 51 S es un subconjunto convexro de X, su cierre S, también es convexo.

Demostracién.

1. Sean z,y € M y «, 3 € K. Entonces existen sucesiones z,, € M, y, € M,
tales que x,, — x e y, — y. La continuidad de las operaciones algebraicas
(Proposicién 1.1.10) implica que ax, + By, — ax + [y, de modo que
ax + By € M.

2. La demostracion es totalmente analoga.

Queremos abordar ahora brevemente la siguiente pregunta:

Dado un espacio normado (X, || — ||), ; Existird un producto interior
(,) tal que Vz € X, ||z||* = (z,z)?

Es muy facil dar una condicién necesaria

Proposicién 1.1.14 (Ley del Paralelogramo) En un espacio prehilber-
tiano (X, (,)) siempre se cumple

e+ yll* + llz = yl* = 2(|zl* + [lylI*)  Vz.yeX
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Demostracién.

lz+yll* = (z+y,z+y) = |l=[]* + [lyl]* + 2Re(z, y)
lz—ylI* = (z—y,2—y)= | +]lyl]* — 2Re(z, )

Basta sumar para obtener la conclusion.
[
Resulta que la ley del paralelogramo no es sélo necesaria, sino también
suficiente para que una norma provenga de un producto escalar. Para ver ésto
lo primero que hay que hacer es saber escribir el producto escalar inicamente
en términos de la norma. Este es el contenido del siguiente enunciado

Proposicién 1.1.15 (Identidades de polarizacién)

1. En un espacio prehilbertiano real X, se cumple
1 2 2
(.9 = 7o +ylP—lle—ylP)  VeyeX
2. En un espacio prehilbertiano complejo X, se cumple
1 . . . .
(w.y) = (e +ylP = lle =yl +ille +iy|P —ille —iy|]")  Va,yeX

Demostracion. Si restamos, en vez de sumar, las expresiones que figuran al
comienzo de la demostraciéon de la proposicién 1.1.14, obtenemos

4Re(z,y) = ||z + y||* — ||z — y|]%,

de donde se sigue inmediatamente 1. Si ahora ponemos 7y en lugar de y, de-
ducimos
Alm(z,y) = 4Re(z, iy) = ||z + iy||* — ||z — iy||*.

Escribiendo (z,y) = Re(z,y) + ilm(x, y), concluimos. [
Ahora podemos enunciar la siguiente proposicion, cuya prueba se deja como
ejercicio (ejercicio 6 al final de esta seccién).

Proposicién 1.1.16 Si una norma cumple la ley del paralelogramo, entonces
proviene de un producto escalar

Ya sabemos cémo ha de venir expresado el producto escalar en términos de la
norma. Todo lo que hay que hacer es escribirlo asi y verificar que, efectivamente,
tiene todas las propiedades de un producto escalar.

Definicién 1.1.17 Se llamard espacio de Banach a todo espacio normado
que, con la métrica inducida por la norma, sea un espacio métrico completo.
Del mismo modo se llamard espacio de Hilbert a todo espacio prehilbertiano
que sea completo.
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De todos los ejemplos dados en 1.1.3, solamente el 3 y el 5 no son espacios de
Hilbert, por no ser completos. Por ejemplo en 3 si tomamos

Ln ::(171/271/37"'71/n707”')7

m
tenemos una sucesion de Cauchy (||z, —z,||> = . j772), que sin embargo no
jI=n—+1
converge. En efecto, las aplicaciones coordenada; son claramente continuas, de
modo que si fuera x,, — x, habrfamos de tener z = (1,1/2,1/3,...,1/n,...);
pero este elemento no pertenece a (CJRJ. Lo que sucede es que CI}] es un subespacio
no cerrado del espacio de Hilbert [°.

En 5, si tomamos f,, que vale 1 en [0,1/2], 0 en [5 + n%l, 1] y es lineal en el
resto de [0, 1], es claro que f, es una sucesién de Cauchy (||fn, — fl|* < 1/n)
que no tiene limite. El limite en L?[0, 1] es la funcién caracteristica de [0, 1/2],
que no es continua. Lo que tenemos es un subespacio no cerrado de L?[0, 1].

La completitud de los demas, asi como la de los ejemplos 1.1.7, puede verse
usando el criterio del problema 5 de la lista que sigue a esta seccion
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Ejercicios
1. Sea (M, d) un espacio métrico. Demostrar que la distancia, vista como
una aplicacién

MxM -4 R

(z,y) +— d(z,y)

es continua. ;Es uniformemente continua? ;Que sentido tiene hablar de
continuidad uniforme?

2. Sea u una forma sesquilineal sobre un espacio vectorial X sobre el cuerpo
C. Demostrar que para que u sea hermitiana es necesario y suficiente que
para cada = € X, u(x, z) sea real.

3. Ver que en la desigualdad de Cauchy-Schwarz

[{z, )| < l=[ll]yl|

la desigualdad es estricta, a no ser que x e y sean linealmente depen-
dientes.

4. Sea X un espacio prehilbertiano y supongamos que x e y son vectores
linealmente independientes de X tales que ||z|| = ||y|| = 1. Demostrar
que ||tz + (1 —1)y|| < 1 para todo t € R que cumpla 0 < ¢ < 1. ;Qué nos

dice ésto acerca de la bola B(0, 1) de X?

5. (a) Demostrar que para que un espacio normado X sea un espacio de

o0
Banach, es necesario y suficiente que toda serie > x, de vectores
n=1

oo
z, € X que cumpla ) ||z,|| < 0o, sea convergente en X.
n=1

(b) Utilizar el criterio del apartado anterior para estudiar la completitud
de los ejemplos 1.1.7 de espacios normados.

6. Sea X un espacio normado. Demostrar que para que X sea prehilbertiano,
es decir, para que su norma provenga de un producto escalar, es necesario
y suficiente que se cumpla la identidad del paralelogramo

2+ yl1* + [l = yl* = 2(]* + llyll*)-

Utilizar la parte anterior para ver que los espacios LP[0, 1] p # 2, 1P | p # 2,
y C[0,1] (con la norma del supremo), no son de Hilbert.

7. (a) Sea X la coleccién de todas las funciones

f:00,1] — K
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que son absolutamente continuas y cumplen f(0) = 0y f’ € L?[0,1].
Si definimos

(f.9) = / F(6)g @t

para cada f,g € X, demostrar que X es un espacio de Hilbert.

Demostrar que X C L2[0,1] es un subespacio vectorial denso en
L?[0,1].

8. Sea  un abierto del plano. Llamemos A%*(Q2) al subconjunto de L*(Q)
formado por las funciones holomorfas en 2.

Demostrar que A%(€2) es un subespacio cerrado de L*(2). Se le co-
noce como espacio de Bergman.

Sea a € Q. Ver que {f € A%) : f(a) = 0} es un subespacio
cerrado de A%(Q).

SiQ={z€C:0< |zl <1}, probar que cada f € A%(Q) tiene
una singularidad evitable en z = 0.

. Quién es A%(C)?

9. Sea X un espacio normado.

(a)

Sea M = [x¢] el subespacio vectorial de X engendrado por el vector
xo. Demostrar que M con la métrica inducida por X es un espacio
métrico completo.

Suponiendo que M; es un subespacio cerrado de X y que x; € M,
demostrar que si My = M; + [x1], entonces M, también es cerrado.

Utilizando (a) y (b), demostrar por induccién que todo subespacio
vectorial de dimensién finita de un espacio normado es cerrado.

Sea (M, d) un espacio métrico. Demostrar que existe un espacio
métrico completo (1\7[, J), tal que M C M, la restriccién de d a
M es precisamente d v M es denso en M. (Sugerencia: Utilizar
sucesiones de Cauchy de M para definir M, de la misma forma que

se hace para construir los niimeros reales a partir de los racionales).

Ver que el espacio construido en (a) es esencialmente tnico, en el
sentido de que dos espacios métricos completos que contengan a M
como subespacio denso son necesariamente isométricos. Asi tiene
sentido llamar a M el completado o la completacién de M.

Demostrar que cuando en la construccion del apartado (a) se parte
de un espacio normado, se consigue un espacio de Banach y cuan-
do se parte de un espacio prehilbertiano, se obtiene un espacio de
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Hilbert. En otras palabras, el completado de un espacio normado es
un espacio de Banach y el completado de un espacio prehilbertiano
es un espacio de Hilbert.
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1.2. El teorema de la proyeccion ortogonal.

Teorema 1.2.1 Sea S un subconjunto convexo, cerrado, no vacio del espa-
cio de Hilbert X. Entonces existe un inico vector xo € S, de norma minima,
es decir, tal que |xo|| < ||z|| Vo € S.

Demostracién. Sea 6 = inf{||z|| : = € S}. Primero vemos que en S sélo
puede haber un vector de norma ¢. Supongamos que z,y € S'y ||z|| = ||y|| = 0.
Aplicando a x e y la ley del paralelogramo (proposicién 1.1.14), obtenemos

(1.2.2) lz = ylI* = 40% — [lo + y||* = 40" — 4

2
| <o

Tr+y
2

ya que, por ser S convexo, xzﬂ € S, y su norma es > 4. Se sigue de (1.2.2),
que r = y.

Pasamos ahora a demostrar la existencia de algtin vector de norma minima
en S. Desde luego, existird una sucesién de vectores x,, € S, tal que ||z,| — 0
cuando n — oo. Utilizando de nuevo la proposicién 1.1.14 vemos que

2
Ty + T

2
< 2llzall® + lwmll?) — 46% — 0

lzn = 2mll* = 2(l[2all® + llzm]*) — 4

cuando n,m — oo. Asi pues, {x, },en es una sucesién de Cauchy. Como X es
completo y S es cerrado, se sigue que existe

lim z,, = x9 € S.
n—oo
La continuidad de la norma conduce a ||zo|| = 9.
n

Definicién 1.2.3 Si S y X son como en el teorema 1.2.1 y consideramos un
vector arbitrario x € X, se sique de dicho teorema que, entre todos los puntos
de S hay uno tnico, al que denotaremos Pg(x), cuya distancia a x es minima.
En efecto, Ps(x) = x + xg, donde xqy es el elemento de norma minima del
cerrado convexo S — x. Llamaremos a Ps(z) la proyeccién ortogonal de z

sobre S.

La explicacién de este nombre se encuentra en la siguiente caracterizacion
“geométrica” de Ps(z).

Proposicion 1.2.4 Si S y X son como en el teorema 1.2.1 yr e X ya' € S,
entonces

(1.2.5) ¥’ = Ps(z) <= Re(x —a/,2" —y) >0 VyeS
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Demostracion. Tomemos un punto arbitrario y € S. y escribamos
(1.2.6) o = ylI* = |z — 2'||* + [la" = y[|* + 2Re (x — 2’,2" — y).

Naturalmente =’ = Ps(x) si y solo si, la expresién en (1.2.6) es > ||z — 2'||?, o,
lo que es lo mismo, si

|z’ —y||* +2Re{r — 2’2" —y) >0 VyecS.

Si en lugar de y ponemos u = (1 — t)2’ 4+ ty, con 0 < ¢t < 1, que también
pertenece a S por ser S convexo, obtenemos la condicién equivalente

2Re(z — 2/, t(z' — y)) > —t*||l2’ — y|?,

que, dividiendo por t y haciendo ¢t — 0, nos lleva a la condicién del enunciado.
[

El cardcter geométrico de la condicién (1.2.5) proviene de su relacién con
la nociéon de ortogonalidad, que examinamos a continuacién.

Definicién 1.2.7 Sea X un espacio prehilbertiano,

= Decimos que los vectores x,y € X son ortogonales, y escribimos x L y,
si (x,y) = 0. Desde luego la relacion L es simétrica, pues (x,y) = 0 <

(y, ) = 0.

= Para cualquier conjunto S C X, definimos

St={reX:zly VyeS}

Proposicién 1.2.8 St es siempre un subespacio vectorial cerrado.

Demostracion. Puesto que

§t = (et

z€eS

bastard demostrar que cada {x}* es un subespacio cerrado; pero ésto es evi-
dente, ya que {x}* no es sino el niicleo de la aplicacién

x I
y — fa(y) = (y,2)

que es lineal y continua (proposicién 1.1.10). Su ntcleo {x}+ = f.1(0) ser4,
por consiguiente, un subespacio vectorial cerrado.
[ |
Aunque se sigue inmediatamente de la definicién, no se puede dejar de
mencionar explicitamente este famoso resultado.
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Teorema 1.2.9 (Pitagoras) Siz Ly, entonces
Iz +l” = ll=* + [ly]I*.

Cuando el convexo cerrado de la proposiciéon 1.2.4 es un subespacio vectorial,
la condicién (1.2.5) adopta un aspecto particularmente satisfactorio.

Proposicion 1.2.10 Sea M un subespacio vectorial cerrado del espacio de
Hilbert X y sean x € X, 2’ € M. Entonces

/

v’ = Py(z) <= -2 €¢ M-
Demostracion. Segun la proposicion 1.2.4

' =Py(x) <= Re(z—2,2'—y)>0 VyeM
< Re{x—2,u)>0 YueM
< Re{x—2,u)y=0 YueM
<— (z—2u)=0 Yue M.
La razon de estas equivalencias es que, al ser M un subespacio, podemos pasar

de 2’ —yawu, deua—uyaiu.
[

Corolario 1.2.11 Vz € X, z — Py(x) = Py (2)

Demostracién. En efecto, sabemos que 2 — Py;(x) € M+ y hemos de compro-

bar que z— (x— Py (1)) € M+, Pero ésto es evidente porque z— (x— Py(7)) =
Py(z) e M c M+

[ |

Ya estamos en condiciones de enunciar el resultado principal de esta seccion

Teorema 1.2.12 (Teorema de la Proyeccién Ortogonal) Sea M un sub-
espacio vectorial cerrado del espacio de Hilbert X. Entonces

(a) Todo x € X se escribe de manera unica como
T =1y+ 2z, dondey € M y z € M+
De hecho, y = Py (x) y z = Py ().
(b) Las aplicaciones Py : X — M y Pyo : X — M*, son lineales.

(c) |z]|? = | Pa(2)||? + || Pase ()%, lo que implica, en particular, que Py y
Py son aplicaciones continuas.
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El contenido de este teorema se resume, a veces, escribiendo

X = MOM*,
lo cual se expresa diciendo que X es suma directa ortogonal de M y M+,
Demostracion.

(a) Ya sabemos que x = Py(x) + Py (z) v esta es la inica descomposicion
posible, ya que si

T=1Yy+z, conye My ze M,

entonces t —y=z2€ Mt =>y=Pyx)yr—z=ye M cC M+ =
Z:PMJ_(ZL’).

(b) Sean z,y € Xy «,f € K. Entonces aPy(x) + fPy(y) € M y ademés

ax + By — (aPu(z) + BPu(y)) = oz — Pu(2)) + By — Puly)) € M+,
ya que M~ es un espacio vectorial. Se sigue de la proposicién 1.2.10 que

aPy(z) + BPu(y) = Py(az + By)

(c) es consecuencia del teorema de Pitagoras. A partir de

[Py (x) = Pur()l| = [ Prr (@ = y)|| < [lz =y,
la continuidad de P,; resulta evidente.

Corolario 1.2.13 Si M # X, entonces M+ # 0, es decir, existe algin x # 0,
tal que x 1 M.
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Ejercicios

1.

Sean M y N dos subespacios cerrados ortogonales de un espacio de
Hilbert X. Demostrar que M + N es también cerrado y que Pyiny =
Py + Py.

Sea X un espacio de Hilbert, F’ un subconjunto cerrado convexo no vacio
de X. Demostrar que la aplicacién Pr que hace corresponder a cada
x € X, el elemento de F' mas cercano a x, es continua de X sobre F.

Sea Fi, Fy, ..., F,, ... una sucesién decreciente de subconjuntos cerrados
y convexos de un espacio de Hilbert X. Supongamos que

(VF.=F #0.

n=1

Sea z un punto determinado de X. Llamemos z,, a la proyeccién de x
sobre F}, y llamemos y a la proyeccion de x sobre F. Demostrar que para
n — oo, se tiene x,, — y y d(x, F,) — d(z, F).

Sea Fi, F5, ..., F,,... una sucesién creciente de subconjuntos cerrados y
convexos no vacios de un espacio de Hilbert X. Sea

F= G E,.
n=1

Demostrar que la proyeccion x, de un punto x € X sobre F}, converge
para n — oo a la proyeccién y de x sobre F'y que d(z, F},) tiende hacia
d(z, F).

En el espacio C|0, 1] de las funciones continuas en [0, 1] con la norma del
supremo (o de la convergencia uniforme), se considera el subconjunto

1/2 1
M=« feCo,1]: / ft)dt — fydt=15.
0 1/2
Probar que M es un subconjunto cerrado y convexo de C[0,1] que no
contiene ningin elemento de norma minima.
Sea

M:{feLl[O,l] : /Olf(t)dtzl}.

Demostrar que M es un subconjunto convexo y cerrado del espacio de
Banach L'[0,1], que contiene infinitos elementos de norma minima.
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7. Sea (Fy)aca una familia de subespacios vectoriales cerrados del espacio
de Hilbert X. Demostrar que

wr) -0 () -

acA aEA a€A

Uz

a€cA

8. Sea A un subespacio de un espacio de Hilbert X. Demostrar que

A= (AYH-,
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1.3. Operadores lineales acotados, espacio dual.
Teorema de representacion de Riesz.

Las aplicaciones naturales entre espacios normados son las aplicaciones
lineales y continuas. A veces se usan las palabras operadores o trans-
formaciones como sinénimos de aplicaciones. Hay una forma muy sencilla de
caracterizar la continuidad de un operador lineal. Esta contenida en el siguiente
resultado

Proposicién 1.3.1 Sea T': X — Y un operador lineal del espacio normado
X en el espacio normado Y. Entonces, las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes.

(a) T es uniformemente continuo.

(b) T es continuo.

(¢c) T es continuo en el punto 0 € X.

(d) T es continuo en algiun punto xq € X.

(e) Eziste un nimero C > 0, tal que, para cada v € X

[T (2)]] < O]

Demostracién. Claramente (a) = (b) = (¢) = (d) y ademads (e) = (a), ya
que ||T(z) — T(y)|| = ||IT(x —y)|| < Cllx — yl||. Asi pues, sélo necesitamos
demostrar que (d) = (e). Suponemos que 7" es continuo en un cierto punto
xo € X. Esto quiere decir que, dado £ > 0, existe § > 0, tal que ||z —x¢|| < 0 =
||T(x) — T(x0)|| < e. Pero ello es tanto como decir ||z|| < § = ||T(x)|| < e.
Sea ¢ = 1 y consideremos su correspondiente 0. Si z € X es cualquier vector,
el vector y = ﬁx tiene ||y|| < d, de modo que ||T'(y)|| < 1; pero | T(y)| =
ﬁHT(w)H, de donde resulta ||T'(z)|| < 2||z||.
[
La propiedad (e) de la proposicién 1.3.1 se suele expresar diciendo que 7' es
acotado. Obsérvese la diferencia de significado con el mismo término aplicado
a una funcién real. En vista de la proposicién 1.3.1, vemos que los conceptos de
operador lineal acotado y operador lineal continuo son idénticos. Dados
dos espacios normados X e Y denotaremos por L£(X,Y) al espacio vectorial
de todos los operadores lineales de X en Y y por B(X,Y) al subespacio (lo es

obviamente) de £(X,Y) formado por los operadores lineales acotados.

Proposicién 1.3.2 Sea T € B(X,Y), donde X e Y son espacios normados.
Liamamos ||T|| al extremo inferior de las constantes C > 0, para las que
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se cumple la desigualdad de (e) en la proposicion 1.3.1 para el operador T.
Entonces

(1.3.3) Tl = sup{[[T@)|| : [|=]] <1} = sup{[|T(2)]] : ||2[| =1}

y la aplicacion

B(X,Y) — [0,00]
T = T

es una norma en B(X,Y). Ademds si el espacio Y es completo, B(X,Y) también
lo es

La demostracion se deja como ejercicio.

Una propiedad importante de la norma (1.3.3) es su comportamiento frente
a la composicién de operadores, que es como sigue

Proposicion 1.3.4 Sean X,Y y V espacios normados. Supongamos que T €
B(X,Y) y que S € B(Y,V). Entonces SoT € B(X,V) y |[|SoT| <||S||T]-

La demostracién es inmediata usando (1.3.3).

Corolario 1.3.5 51X es un espacio de Banach, entonces el espacio de Banach
B(X,X), al que denotaremos simplemente como B(X), es un dlgebra con el
producto dado por la composicion de operadores, y ademds se cumple que

(1.3.6) vT,S € B(X), |ISoT| <|SIT-

Demostracion. La definicién de dlgebra solo anade a la de espacio vectorial
la asociatividad del producto y su distributividad con respecto a la suma y
el producto por escalares. Todas estas propiedades son inmediatas para la
composicién de operadores.
[ |
En general cuando un espacio de Banach es un algebra y la norma cumple
la propiedad (1.3.6) con respecto al producto, se dice que es un algebra de
Banach. B(X), para X espacio de Banach, serd para nosotros el ejemplo mas
importante de algebra de Banach.

Definicién 1.3.7 Sea X un espacio normado. LLamaremos espacio dual de
X al espacio de Banach B(X,K), al que denotaremos a partir de ahora como
X*. A sus elementos les llamaremos formas lineales acotadas o funcionales
lineales acotados.

Proposicién 1.3.8 Sean X e Y espacios normados y sea T € L(X,Y). En-
tonces son equivalentes estas propiedades
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(a) T € B(X,Y) y existe S € B(Y,X), tal que SoT =idx y T o S = idy.
(b) T es un isomorfismo lineal y también un homeomorfismo.

(c) T es un isomorfismo lineal de X sobre Y y existen dos constantes positivas
C y c tales que, para todo v € X

(1.3.9) of[z]] < ([Tl < Clf]].

Basandonos en la proposicion 1.3.8, cuya prueba es casi automatica, damos la
siguiente

Definicién 1.3.10 Liamaremos isomorfismo del espacio normado X sobre
el espacio normado Y a todo isomorfismo lineal de X sobre Y que ademds
cumpla (1.3.9) para todo x € X.

Observamos que si 7" € B(X,Y) cumple (1.3.9) para todo =z € X, se sigue
inmediatamente que 7" es inyectiva; pero puede no ser “sobre”. En ese caso se
dice que T" es un isomorfismo de X dentro de Y o un isomorfismo sobre
su imagen.

Definicién 1.3.11 Sea X un espacio vectorial real o complejo y sean || || y
|| || dos normas en X. Diremos que las dos normas son equivalentes si dan
lugar a la misma topologia. En ese caso escribiremos || || ~ || ||.

Proposicién 1.3.12 Dos normas || || y || || definidas en X son equivalentes
st y sélo si existen dos numeros positivos ¢ y C tales que

cllel] <lzll < Cll=f] Ve eX.

Demostracion. Observamos que las dos normas son equivalentes si la identi-

dad es un isomorfismo del espacio normado (X, || ||) sobre el espacio normado
/

X

Proposicién 1.3.13 Sean || || y || ||" dos normas equivalentes sobre un cierto
espacio vectorial X. Supongamos que (X,|| ||) es completo; entonces (X, || ||')
también es completo.

Demostracién. Obviamente las normas equivalentes dan lugar a la misma
convergencia y tienen las mismas sucesiones de Cauchy.
u
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EJeEmpPLOS 1.3.14 1. En R"™ tenemos una familia natural de normas || ||,, 1 <
p < 00, definidas del modo siguiente. Para x € R"

n 1/p
]l = (Z rmp) sl1<p<oo vy |[afle = méx |al.
j=1

1<j<n

Esta claro que todas estas normas son equivalentes. En efecto

[|2]|o = (ggjég;l%lp)”p < [lzflp < llzll < nll2lo

2. Sobre X = CJ0, 1] tienen sentido tanto la norma del supremo || ||o como la
norma || ||, heredada de L?[0,1]. Sabemos que X con ||||» es completo,
mientras que con || ||2 no lo es. Se sigue que estas dos normas no son
equivalentes.

Proposicion 1.3.15 Sea X un espacio vectorial real o complejo sobre el que
tenemos definidas dos normas || || v || |- Llamemos T y T' a las respecti-
vas topologias determinadas en X por || || v || ||'. Entonces cada una de las
siguientes afirmaciones implica las otras tres

(a) T' C T, es decir, la topologia T es mds fina que la topologia T.
(b) ||z||" < C||z|| para todo x € X, con una constante que no depende de .

(c) Si B y B’ son, respectivamente, las bolas cerradas de centro 0 y radio 1
de (X, || |]) y de (X, || |"), existe un nimero s > 0, tal que B' D sB.

(d) x, — x en la norma || || = z, — = en la norma || ||

Cuando se cumple alguna de estas propiedades, y por consiguiente todas ellas,
se dice que la norma || || o la métrica dada por ella, es mas fuerte que la norma
|| ||" 0 que su correspondiente métrica y se escribe || ||" < || ||-

Vimos en la seccién 1 (proposicién 1.1.11) que en un espacio de Hilbert X,
para cada y € X, la aplicacién lineal
x 2o K

r o (1Y),

es continua. Ahora vamos a ver que, reciprocamente, cualquier aplicacién lineal
y continua es de este tipo, de forma que el dual de un espacio de Hilbert es,
esencialmente, él mismo.
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Teorema 1.3.16 (Teorema de representacion de Riesz) Sea X un espa-
cio de Hilbert y sea A € X*. Entonces existe un unico y € X, tal que A = A,

Ademds |ly|| = [|Ay]|, de modo que la aplicacion
(1.3.17) X — X*
y — Ay,

es una isometria antilineal de X sobre X*.

Demostracién. Es claro que ||[A,|| = sup [(z,y)| = |ly||, de forma que la
=1

aplicacién (1.3.17) es, ciertamente, una isometria antilineal de X en X*. Lo

que es mas importante es que es sobre, como probamos a continuacién. Al ser

isometria antilineal, la unicidad de y tal que A = A,, queda automaticamente

garantizada. Sélo queda probar la existencia de y.

El niicleo de A serd un subespacio vectorial cerrado M = A71(0). Si M = X,
entonces A = 0 = Ag y hemos acabado. Si M # X, sabemos por el corolario
1.2.13 que existe algtin yo € M=, tal que ||yo| = 1. Entonces, dado = € X,
podemos considerar z = A(z)yy — A(yo)x. Es claro que A(z) = 0, es decir,
z € M. Por lo tanto

0= (z,90) = A@)lyoll* — Ayo){x, o) = A(z) — Ayo){x, yo),

lo que nos conduce a

A(x) = (z,y)  con y = A(yo)yo-

[

Terminamos esta seccién presentando una variante del Teorema de repre-

sentacién de Riesz, formulada por P. Lax y A. N. Milgram, que resulta muy ttil

en la investigacién de la existencia de soluciones para las ecuaciones lineales
en derivadas parciales de tipo eliptico.

Teorema 1.3.18 (Lax-Milgram) Sea X un espacio de Hilbert sobre K y sea
B: XxX—K
una aplicacion que cumple las siguientes propiedades:
» [s sesquilineal, es decir
B(ax + by, z) = aB(x,z) + bB(y,z) Vx,y,z € XyVa,be Ky
B(z,ay + bz) = aB(x,y) + bB(z,2) Vz,y,2 € X yVa,b € K.
» Fs acotada, es decir, existe un nimero positivo C, tal que

[B(z, y)| < Cllllllyll, Ve,y e X
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Entonces, eziste un tunico T € B(X), tal que
B(z,y) = (z,T(y)) Yz,y € X
St ademds B estd acotada lejos de cero, en el sentido de que
B(z,x) > c||z]|* V€ X,
entonces el operador T tiene un inverso T—' € B(X).

Demostracion. Dado y € X, consideramos la aplicacién

X A& K

z — B(z,y)

Por las propiedades de B, A es lineal y continua, de forma que, A € X*. Segin
el Teorema de representacion de Riesz, existird un unico vector z € X, tal que
A = A,. Desde luego, el vector z dependerd de y. Vamos a llamarle z = T'(y).
Tenemos, entonces

B(z,y) = (z,T(y)) Yo,y €X.

Vamos a ver ahora que T € B(X), es decir, que T es lineal y continuo.
Comenzamos con la linealidad. Sean x,u,v € X y a,b € K. Entonces

(z,aT (u) +bT(v)) = alx, T(u)) + bz, T(v))

= aB(z,u) +bB(z,v) = B(x,au+ bv) = (x, T(au + bv)).
Como esto es cierto para todo x € X, se sigue que

T(au+ bv) = aT'(u) + 0T (v) Yu,v € Xy Va,be K.
La continuidad resulta de escribir

IT@)]2 = (T(2), T(@))] = |B(T(@),2)| < CIT@)] |lz],
que implica
1T (2)|| < Cllz|]-
Si suponemos, ademas, que B esta acotada lejos de cero, tendremos
cllz)|* < |B(z,z)| = [{z, T(z))| < [« [|T(2)].
En otras palabras
cllz| < T ()] < Cl]l.

Esto implica que T es inyectiva y, de hecho, un isomorfismo de X en X. Sélo
queda por demostrar que T es sobreyectiva. Desde luego sabemos que la imagen
T'(X) es un subespacio cerrado de X, ya que es isomorfo a X. Supongamos que
u € T(X)L. Entonces B(u,u) = {(u,T(u)) = 0 y de aqui se sigue que u = 0.
Pero esto es posible sélo si T(X) = X. Tenemos asf el inverso T~ € B(X). De
hecho [T (y)|| < ¢ ly|| Vy € X.

[ ]
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Ejercicios
1. Demostrar que en un espacio vectorial real o complejo de dimensién

finita, todas las normas son equivalentes.

n
(Sugerencia: Tomar una base {ej,es, - ,e,} y definir || > Aje;ll1 =
j=1

n
> |A;]. Ver que || ||1 es una norma y compararla con cualquier otra.

7=1
Es 1til observar que {x : ||z||; = 1} es compacto en la topologia dada

por || {l1.)

2. Sean X e Y dos espacios normados y supongamos que X es de dimensién
finita. Si T : X — Y es una transformacién lineal, demostrar que 7" es
siempre continua.

3. Sean X, Y y V espacios normados.

(a) Demostrar que la aplicacién

BX,Y)x X — Y
(T,z) — T(x)

es continua.

(b) Demostrar que la aplicacién

B(Y,V)x B(X,Y) — B(X,V)
(T,S) —— ToS

es continua.

4. Ver que si X e Y son espacios normados y ademas Y es completo, entonces
B(X,Y) también es completo.

5. Sea X un espacio de Banach.

(a) SiT € B(X) = B(X,X) y |lidx — T|| < 1, demostrar que 7" es un
isomorfismo de X sobre si mismo.
( Sugerencia: La serie ) (idx — T')" converge en B(X).)

n=0

(b) Si T' € B(X) es un isomorfismo de X sobre s{ mismo y ||T"— S|| <
|77, ver que S también es un isomorfismo de X sobre si mis-
mo. Usar ésto para concluir que el conjunto formado por todos los
isomorfismos de X sobre si mismo es un abierto de B(X).

6. Sea X un espacio normado y M < X un subespacio cerrado propio.
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(a) En X/M se define ||z + M|| = inf{||x + y|| : y € M}. Ver que

r+M — |lz+ M|

es una norma en X/M (se la conoce como norma cociente)

(b) Demostrar que para cada ¢ > 0, existe z € X tal que ||z]| =1y
llz+ M| >1—e.

(c) Ver que la proyeccién

X — X/M
r — 7(r)=c+M

es un operador lineal continuo con ||7|| = 1.

(d) Demostrar que si X es completo, entonces X/M también lo es.

7. Sea X un espacio normado y sean M y N subespacios de X. Supongamos
que M es cerrado y que N tiene dimension finita. Demostrar que M + N
es también un subespacio cerrado.

8. Sip : X — [0,00[ es una seminorma en el espacio vectorial real o
complejo X ( es decir p(z + y) < p(z) + p(y) para cada z,y € Xy
p(Ax) = |\|p(z) para cada z € X y cada A € K), demostrar que el
conjunto M = {x € X : p(z) = 0} es un subespacio vectorial y, si se
define ||x + M|| = p(z), demostrar que || || es un norma en X/M.

9. Si X es un espacio normado y M es un subespacio vectorial no cerrado de
X, ver que si definimos p(x + M) = inf{||x + y|| : y € M}, obtenemos
una seminorma en X/M = Y. Si ahora consideramos en Y/p~'(0) la
norma asociada, ver que Y/p~1(0) y X/M son isométricos.

10. Sean X e Y espacios normados y sea T' € B(X,Y).

(a) Demostrar que N (T) = {z € X : T(z) = 0} es un subespacio
cerrado de X.

(b) Si M es un subespacio cerrado de N (T'), ver que existe un tnico
S € B(X/M,Y) tal que T'= Som, donde 7 : X — X/M es la
proyeccién candnica. Ademas ||S|| = ||T||.

11. Sea X el espacio de Hilbert del problema 7 de la secciéon 1. Si 0 <t <1,
se define L : X — K mediante L(f) = f(t). Demostrar que L € X*,
es decir que L es un funcional lineal acotado, calcular ||L|| y encontrar
el vector g € X tal que L(f) = (f,g) para todo f € X. (la existencia
y unicidad de g estan garantizadas por el teorema de representacion de
Riesz)
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12. Sea X = L2[0,1] y sea C' = {f € C[0,1] : 3f" € C[0,1]}. Sea t € [0,1]
y definamos L : C' — K mediante L(f) = f’(t). Demostrar que no
existe ningtin funcional lineal acotado en X que coincida con L en C*.
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1.4. Sistemas ortonormales y bases.

Definicién 1.4.1 Sea X un espacio prehilbertiano.

» Llamaremos sistema ortogonal (SOG) a cualquier conjunto ® = {xy}aca
de vectores de X que sean ortogonales dos a dos, es decir, que cumplan

(To,xg) =0 Vo, € A, tales que o # (.

» Si ademds cada vector x, € ® tiene norma ||x,| = 1, diremos que ® es
un sistema ortonormal (SON)

EJEMPLOS 1.4.2 1. Sea X = L?[0, 1]. El sistema trigonométrico est4 for-
mado por las funciones

en(r) = ™ 0 < <1, n € 7.

Es inmediato verificar que se trata de un sistema ortonormal, ya que

. 1
2w (n—m)z .
[6—} =0 sin#m

1 .
<€n7 €m> = / 62’27T(nfm):z:d‘r _ 2r(n—m) |
0

1 sl n=m.

2. Sea Q ={0,1}" y sea P la medida de probabilidad en 2 obtenida como
medida producto de infinitas copias de la medida p en {0, 1} dada por
w1(0) = (1) = 1/2. En Q consideramos las variables aleatorias

X, :Q — {-1,1}

WI<W1,WQ,"' 7wn7"') — (_1>wn

Es claro que las variables aleatorias X,, son independientes, lo cual quiere
decir que, si n # m,

P(X,€A A X,, € B)=P(X, € A)P(X,, € B) VA BcC{-1,1}.

A partir de aqui se deduce inmediatamente la ortogonalidad. En efecto,
sin #m,

/QXn(w)Xm(w)dP(w)
=P(X,=1A Xp=1)+PX,=-1 A X;,=—1)
~P(Xy=1 A Xp=-1)-PX,=-1 A X;,=1)=0
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ya que todos estos conjuntos tienen la misma medida de probabilidad,
concretamente 1/4. De hecho, el sistema es ortonormal en L%(f), puesto
que, obviamente || X, || =1 Vn.

Podemos transplantar el sistema {X,}>°, al intervalo [0, 1], utilizando
la aplicacién
r:[0,1] — Q

que asigna a cada nimero x = Y *2 "z, € [0,1], donde z,, € {0,1} (y
los x,, no son todos iguales a 1 a partir de un cierto indice), la sucesién
r(z) = (2,)52, € Q. En concreto, consideramos el sistema R = {r,}>2,
de Rademacher, formado por las funciones r,(z) = X, (r(z))

Si observamos que la imagen reciproca de la medida de probabilidad P
en {2 mediante la aplicacién r no es otra que la medida de Lebesgue
en [0, 1], llegamos a la conclusién de que el sistema de Rademacher
R = {r,}2, es un sistema ortonormal en L?[0, 1].

. El sistema de Haar esta formado por las funciones

hy:[0,1] — R, N=0,1,2,---,
definidas del modo siguiente:

ho = X[0,1]

Si N € N, entonces existe un unicon = 0,1,2,---, tal que 2" < N <
271y es claro que N se puede escribir de forma tinica como N =
2"4+j7—1con 1< 5 < 2" En este caso, se define

n

hy = hnj =22 (Xp-nG-1.2-n(-1/2)] — X2-(i-1/2).2-73]) -

A veces conviene pensar en las funciones del sistema de Haar (excluyendo
ho) como distribuidas en paquetes H,, = {h,; : j =1,---,2"}. Vamos
a ver que el sistema de Haar es un sistema ortonormal en L?[0,1]. En
primer lugar, es claro que ||hy|| = 1 VN, ya que cada h, ; tiene soporte
en un intervalo A, ;, de longitud 27", en el que su valor absoluto es,
justamente, 2"/2 = |A,, ;|72

En cuanto a la ortogonalidad, es clara si las funciones pertenecen al
mismo paquete, pues entonces sus soportes no se solapan (a lo sumo
tienen un punto comun). En el caso de que las funciones pertenez-
can a distintos paquetes, o bien sus soportes no se solapan, o, si lo
hacen, el menor estd contenido o en el semiintervalo de la izquierda
o en el semiintervalo de la derecha del mayor. Alli la otra funcién es
constante y basta observar que todas las funciones del sistema de Haar,
con excepcion de la primera, tienen integral nula.
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4. Algoritmo de ortonormalizacion de Gram-Schmidt. Dado un con-
junto de vectores {xy,- - ,z, -} linealmente independientes de un es-
pacio prehilbertiano X, es posible construir un SON {uy, -+ ,u, -}, de
modo que, para cadan € N, [xy, -+, x,] = [ug, -, u,]. Esto se consigue
con el procedimiento de Gram-Schmidt, que describimos a continuacién.

Primero buscamos u; = Az;. Habra de ser 1 = ||uy|| = |Al||z1]|, de modo
que si tomamos A = ||z1||7*, habremos conseguido u; con |lui| =1y tal
que [z1] = [uq].

Si suponemos que ya tenemos uq, - - - , u,, ortonormales y tales que Vj con
1<j<mn, [z, - ,z;] = [u1,- -, u;], podemos obtener u,4; como

Uns1 = c(A1Uy + - Mgy + Ty1)
Nos aseguramos que u,41 es ortogonal a todos los u;, j < n, haciendo
0= (Unt1,u;) = c(Aj + (Tni1, 1)),

lo cual se consigue sin més que tomar \; = — (%11, u;). Después se elige
¢ de modo que ||un,41] = 1.

Proposicién 1.4.3 Sea {uy, -+ ,u,} un SON del espacio prehilbertiano X.
Entonces la aplicacion

[ula"'7un] B l721

v o— (),
es una isometria.

Demostracién. Lo que quiere decir ésto es que para cada x € [uy, -+, Up],

tenemos .
[ERE PRI
=1

Pero esta identidad es consecuencia del teorema de Pitagoras,una vez que

observamos que
n

T = Z(ac,uj)uj.

Jj=1

Esta ultima identidad se obtiene escribiendo z = Z?Zl Aju; y haciendo el

producto escalar con cada u;. Al ser los u; ortonormales, se sigue que, necesa-
riamente \; = (z, u;).

[ |

Como consecuencia se sigue que el espacio [uq, - ,u,| es siempre cerrado

7 ) )

ya que es isométrico al espacio completo 2. Por otro lado, todo subespacio de
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dimension finita M puede ponerse como M = [uy, - - , u,], usando por ejemplo,
el algoritmo de Gram-Schmidt. Asi se ve que todo subespacio de dimensién
finita es cerrado (comparar con el ejercicio 9 de la seccién 1)

En el resto de la seccién X representara siempre un espacio de Hilbert. Esto
no supone ninguna pérdida de generalidad, puesto que sabemos que todo es-
pacio prehilbertiano se puede completar a un espacio de Hilbert (ver problema
10 de la seccién 1).

Teorema 1.4.4 Sea {uy,--- ,u,} un SON en X. Consideremos el subespacio
M = [uy, - ,uy,], que ya sabemos que es cerrado. Entonces

n

Ve e X Py (z) = Z(:B,uj)uj

J=1

Demostraciéon. Segin la proposicion 1.2.10, basta comprobar que SC—Z?Zl (T, uj)u; €
M+: pero ésto es evidente ya que

<1: — Z(x,uj>uj,uk> =0 Vk=1,---,n.

J=1

Corolario 1.4.5 (Desigualdad de Bessel) Si {uq}aca s un SON en X,
entonces
eeX Y| u < ol
acA

Demostracién. En efecto, para cualquier subconjunto finito F' C A, si consi-
deramos el subespacio Mg = [{uq }acr| generado por los u, , o € F, sabemos
que
Vr e X Py (z) = Z(x,ua>ua
acF
Entonces
D Nz ua) P = 1P (@) < ]
acl
Basta hacer el supremo en todos los F' para concluir.
[ |
Pretendemos ahora extender la proposicién 1.4.3 al caso de un SON infinito.
Necesitamos un resultado general previo.

Lema 1.4.6 Sean M y M’ dos espacios métricos con distancias respectivas
d y d'. Supongamos, ademds, que M es completo. Sea T : M — M’ una
aplicacion continua y sean S C M y S" C M’ subconjuntos densos en M y M’
respectivamente tales que la restriccion de T a S es una isometria de S sobre
S’. Entonces T es una isometria de M sobre M’
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Demostracién. Es claro que T': M — M’ es una isometria. En efecto, si
TnyYn €Sy x, — T €y, — y para n — 00, entonces por la continuidad de T’
y de la distancia, se tiene

d(T(z), T(y)) = lim d'(T'(zn), T(yn)) = Mm d(zs,yn) = d(z,y).
n—oo n—oo

La afirmacién realmente importante es que se trata de una isometria sobre
todo M'. Para ver ésto, partimos de un =’ € M’ y hemos de ver que es imagen
de algin punto de M. Como S’ es denso en M/, existira una sucesién z, € ',
tal que ), — 2’ cuando n — oo. Cada ], sera imagen de algin punto z,, € S.
Por ser T isometria de S sobre S’, la sucesion x,, serd de Cauchy, y por ser
M completo convergerd a algin x € M. La continuidad de 7' nos asegura que
T(x) =1

[ |

Teorema 1.4.7 Sea ® = {us}aca un SON en X. Entonces, si llamamos Mg
al minimo subespacio cerrado que contiene a @, es decir Mg = [®], resulta que

la aplicacion
T
z — ({2, Ua))aca

es una isometria de Mg sobre I*(A); es decir

T € My <= 1= Z Al €on (Ao)aca € 2(A),

acA

Izl = Al

acA

Y, EN €S€ Caso

Demostracion. En primer lugar, se sigue de la desigualdad de Bessel que la
aplicacion T esta perfectamente bien definida y es continua de Mg (0 de todo
X) en [?(A). Ademés la restriccion de T a [®] es una isometria de [®] sobre el
subespacio 17(A) formado por las familias (Ag)aca que tienen sélo un niimero
finito de componentes ), distintas de 0. Ahora sélo hay que darse cuenta de
que [®] es denso en Mg y I7(A) es denso en I>(A) y aplicar el lema 1.4.6. =

Teorema 1.4.8 Sea ® = {ug}aca un SON en X. Entonces, las siguientes
propiedades son equivalentes

(a) ® es un sistema ortonormal maximal, es decir, si x € X es tal que
(x,uq) = 0 Vo € A, entonces x = 0.

(b) El subespacio vectorial [®], generado por ®, o sea, el conjunto de las
combinaciones lineales finitas de elementos de @, es denso en X.
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(c) Vo € X, se cumple

|]> = [z, us)>  (identidad de Plancherel).

acA

(d) Vx,y € X, se cumple

(z,9) = > (2,u.)(y.,ua)  (identidad de Parseval).
acA

(e) Yz € X,

r = Z(m,ua)ua

acA

Demostracién.

(a) = (b). Si no se cumpliera (b), Mg = [®] serfa un subespacio cerrado
propio de X. Se sigue del corolario 1.2.13 que existirfa z € X, tal que
x # 0y, sin embargo, (z,u,) = 0 Ya € A. Esto nos llevaria a que
® no es maximal, porque se le puede anadir % y obtener un sistema

[l
ortonormal mayor.
(b) = (c¢) Esto es consecuencia inmediata del teorema 1.4.7.

Que (¢) y (d) son equivalentes es consecuencia de las identidades de
polarizacion (1.1.15).

(d) = (e). Basta observar que, dado z € X y dado un conjunto finito
FcCA,

= 3"l ua)]? 0

agF

T — Z(w,ua>ua

acF

por la desigualdad de Bessel.

Finalmente (¢) = (a), pues, en particular (e) implica que el inico vector
ortogonal a todos los de ® es el vector 0.

Definicién 1.4.9 Se llama base (ortonormal) o también sistema orto-
normal completo (SONC) de un espacio de Hilbert X, a cualquier SON
O = {ug taeca de X que cumpla alguna de (y, por lo tanto, todas) las propieda-
des del teorema 1.4.8
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A continuacién estudiaremos si los ejemplos que dimos en 1.4.2 son o no com-
pletos.

Comenzamos con el sistema trigonométrico {e, } nez. Para una funcién cual-
quiera f € L0, 1], tiene sentido hablar de sus coeficientes de Fourier.

R 1
(1.4.10) fn) = /0 fBe-2mdt ez,

Desde luego, para f € L?0,1] c L'[0,1],

~

f(n) = (f,en).

Llamaremos polinomio trigonométrico a cualquier combinacion lineal finita

Z Mén A, €C

In|<N

de funciones e,, del sistema trigonométrico. Designaremos por P al conjunto de
todos los polinomios trigonométricos. P es el subespacio vectorial de L?[0, 1]
generado por el sistema trigonométrico. Es importante observar que P es un
algebra, o sea, que el producto de dos polinomios trigonométricos es un nuevo
polinomio trigonométrico, ya que e,€,, = €pim-

Teorema 1.4.11 Si f € L'[0,1], tiene f(n) = 0Yn € Z, entonces f(x) = 0
para casi todo x € [0,1] con respecto a la medida de Lebesgue.

La afirmacién anterior vale, en particular, para f € L*[0,1]. Se sigue, de
acuerdo con el teorema 1.4.8, que el sistema trigonométrico es completo, o, en
otras palabras, constituye una base del espacio de Hilbert L?[0,1].

Demostracién.

= Primer paso

Supongamos, en primer lugar, que f es una funcién continua, periddica
de periodo 1 en R. Vamos a ver que si f no es identicamente nula y, sin
embargo, todos sus coeficientes de Fourier son 0, se sigue una contradic-
cion. Basta suponer que f es real. Como f es continua, podemos suponer
que existe algin intervalo abierto I C [0,1] con 0 < |I| < 1/2 y alguna
constante a > 0, tal que f(x) > a para todo x € I. Llamemos z( al
centro del intervalo. Consideramos el polinomio trigonométrico

o(x) =1+ cos(2m(x — xg)) — cos(m|I]),

que hemos elegido de forma que p(z) > 1siz e Iy |p(x)| <1sixz ¢ 1.
Observamos que para todo k € N, ¢* € P. Entonces
(1.4.12)

0= [ s@etetan = [ farpttan+ [ feetertas
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Pero en (1.4.12), la integral sobre el complemento de I permanece aco-
tada cuando k — oo, ya que |¢*| < 1, mientras que la integral sobre [
tiende a oo para k — oo, al ser f > ay ¢ > 1 en I. Esta contradiccion
termina la prueba del primer paso.

Segundo paso

Sea ahora una funcién arbitraria f € L'[0,1] que tiene f(n) =0Vn €
Z. Consideramos su primitiva F(z) = [ f(t)dt, para 0 < 2 < 1, que
podemos ver como una funcién periddica de periodo 1 en R, ya que
F(0) = F(1) = 0. Se sabe, por el teorema de diferenciacién de
Lebesgue, que F'(z) = f(x) para casi todo x respecto a la medida de
Lebesgue. Por otro lado, para todo n # 0, se tiene, integrando por partes

Fn) = /OlF(x)en(x)dx - [F (“")e"r+ ! /OlF’(x)en(a:)dw

—2min |, 2min

(n)

n
271

~

=0.

A

Resulta asi que la funcién continua periddica F'(x) — F'(0) tiene todos sus
coeficientes de Fourier nulos, y, de acuerdo con lo que vimos en el primer
paso de esta demostracion, se tiene que anular identicamente. Esto nos
dice que F es constante y, como f es su derivada en casi todo punto,
obtenemos que f(x) = 0 en casi todo punto, como querfamos demostrar.

En general, para f € L'[0, 1], lamaremos S[f] a la serie de Fourier de

f, que es, por definicion, la serie formal

S[f1=) f(n)en.

Ademas, para cada N € NU{0}, designaremos por Sy(f) a la N—ésima suma
parcial de la serie de Fourier de f, es decir, al polinomio trigonométrico

Sn(f)@) =Y fn)ea(x).

Corolario 1.4.13 1. Para toda f € L?[0,1], Sx(f) — f en L*0,1] cuando

N — 00, es decir

/0 |f(x) = Sn(f)(x)]* = 0 cuando N — co.
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2. Para toda f € L*0,1]
D@ =11

Demostracién.
1. es la propiedad (e) del teorema 1.4.8 para el sistema trigonométrico.

2. es la identidad de Plancherel (propiedad (c) del teorema 1.4.8) para el
sistema trigonométrico.

[

En general, por analogia con el sistema trigonométrico, que es para el que

se acunaron originalmente los términos de coeficiente y serie de Fourier, cuando
se tiene un SON ® = {u, }oec4 en un espacio de Hilbert X y un elemento = € X,
se llama a los nimeros (x, u,) coeficientes de Fourier de x respecto al SON @

y a la serie Y (x,uq)u,, serie de Fourier de = respecto a ®.
acA
El teorema 1.4.11 tiene su andlogo para el sistema de Haar.

Teorema 1.4.14 Si f € L'0,1] tiene todos sus coeficientes de Fourier con
respecto al sistema de Haar iguales a 0, entonces f(x) = 0 en casi todo x € [0, 1]
con respecto a la medida de Lebesque.

Como consecuencia, el sistema de Haar {hyx}%_, es completo en L*[0,1].

Demostracién. Sea f € L'0,1], tal que fol f(x)hn(z) = 0 para todo N =
0,1,---.Siparacada N =0,1,---, llamamos Ay al intervalo diddico soporte
de la funcién hy, vamos a ver que

(1.4.15) (x)dr =0 paratodo N =0,1,---.
An

Como los {AN}3_, son todos los intervalos diddicos, es decir, todos los que
resultan de dividir [0, 1] en 2" intervalos, para algin n € N U {0}, (1.4.15)
implicard, utilizando el teorema de diferenciaciéon de Lebesgue, que f =0
en casi todo punto con respecto a la medida de Lebesgue.

Vamos a demostrar (1.4.15) por reduccion al absurdo. Sea A un intervalo
diddico de longitud méxima en el que [, f(x)dz # 0. Desde luego, |A| <
1/2, ya que hg = Xjo1- Este intervalo diddico A proviene de dividir en dos
otro intervalo didadico A’, al que podemos llamar su “padre”. Por hipdtesis
[ f(z)dz = 0. Por otro lado, A" seré el soporte de una funcién de Haar h y
el hecho de que f sea ortogonal a h implica que

/Af - [
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o:/A/fzz/A;éo.

Esta contradicciéon termina la demostracion

pero, entonces,

[ |
Miramos, a continuacién, al segundo ejemplo de la lista 1.4.2. Es inmediato
que el sistema R de Rademacher, no es completo. En efecto, como las funcio-
nes de Rademacher {r,}2°, son independientes, es claro que, por ejemplo, la
funcién
r1(2)r2(T) = —X[/4,3/4) T X[0,1\[1/4,3/4]

es ortogonal a todas las de R.

El sistema de Rademacher R puede ampliarse hasta conseguir un sistema
completo, conocido como sistema de Walsh VW, que vamos a definir a conti-
nuacion. Utilizaremos la misma notacién del ejemplo 2 de 1.4.2. Todo ntimero

n
N € N U {0} se puede escribir de forma tnica como N = > ;27! con
j=1

a; € {0,1}. Esto no es otra cosa que su expresion en el sistema de numeracién
en base 2. A cada N, expresado en base 2 como mas arriba, le asignamos la
variable aleatoria Yy (w) = Xj(w)* Xa(w)*? - -+ X,,(w)*, es decir

Vi) = (ppmrtoom,

Luego, mediante la aplicacién r que asigna a cada x € [0,1] la sucesién de
ceros y unos en su expresion diddica, tal como se precisa en 1.4.2, pasamos a
definir la funcién de Walsh

wn (@) = Yn(r(z)) = r(z)ra ()% - ra(2)
Asi obtenemos un SON W = {wn }¥_,, que se conoce como sistema de Walsh.
Teorema 1.4.16 EI sistema de Walsh es completo en L*|0,1].

Demostraciéon. Vamos a ver que si una funcién integrable f tiene todos sus
coeficientes de Fourier respecto al sistema de Walsh iguales a cero, entonces
tiene integral cero sobre cada intervalo diddico. Esto basta para concluir, exac-
tamente igual que en el caso del sistema de Haar.

Para un n € NU{0} fijo, consideramos el conjunto formado por las 2" primeras
funciones de Walsh

(1.4.17) {wy : 0< N < 2™}

Todos los subindices de las funciones de (1.4.17) se escriben en base 2 con n
cifras a lo sumo, de forma que cada wy de 1.4.17 es un producto de algunas de
las n primeras funciones de Rademacher y, por lo tanto, es constante en cada



1.4. SISTEMAS ORTONORMALES Y BASES. 41

uno de los 2™ intervalos diadicos de longitud 27" en los que se divide el interva-
lo [0, 1]. Llamemos a dichos intervalos A;, 1 < j < 2" y sea M; el subespacio
vectorial de L?[0,1] engendrado por las funciones xa,, 1 < j < 2" Si M, es
el subespacio vectorial de L?[0,1] engendrado por las funciones de (1.4.17),
tenemos My C M. Pero las funciones de (1.4.17) son linealmente indepen-
dientes, puesto que son ortonormales. Asi pues, M; y M, tienen dimension 2"
y My = M,. Con ésto se demuestra que para cada j con 1 < j < 2",

2" —1

XAa; = Z ANWN
N=0

con unos ciertos coeficientes ;. De esta forma queda probado que

/A]- f(z)dz =0

y como ésto puede hacerse para cada n, resulta que f tiene integral nula sobre
cada intervalo diddico. Ello implica que f = 0 en casi todo punto, como sucedia
en el caso del sistema de Haar.
[ |
Sabemos por los teoremas 1.4.7 y 1.4.8 que si & = {uy}aca €s una base
ortonormal del espacio de Hilbert X, entonces X es isométricamente isomorfo
a [2(A). Por éso es fundamental el resultado siguiente que implica que, esen-
cialmente, los I2(A) son los tinicos espacios de Hilbert que hay.

Teorema 1.4.18 (a) Todo espacio de Hilbert tiene alguna base ortonormal.

(b) Si ® = {us}taca es un SON del espacio de Hilbert X, entonces existe ¥,
SON completo en X, tal que ¥ D ®.

Demostracién. Segun la caracterizacién (a) del teorema 1.4.8, una base or-
tonormal es lo mismo que un sistema ortonormal maximal. Todo lo que hay
que hacer es considerar el conjunto O de todos los sistemas ortonormales de X
(6, para la parte (b), el subconjunto Qg de O formado por aquellos sistemas
ortonormales de X que contienen a ®), verlo como un conjunto ordenado por
la relacién de inclusion de conjuntos, y demostrar que en ¢l hay algin elemen-
to maximal. El instrumento tipico para esta tarea es el lema de Zorn, que
afirma que si un conjunto ordenado £ es inductivo, en el sentido de que toda
cadena de & tiene cota superior, entonces £ tiene algin elemento maximal.
Sélo nos queda comprobar que O y Og son inductivos. Sea K C O una cadena,
es decir, un conjunto de sistemas ortonormales, totalmente ordenado por la
inclusion. Inmediatamente observamos que

s=Je

ock
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es, de nuevo, un sistema ortonormal, y contiene a ® si cada © € K contiene a

®. La razon es que, dados dos vectores x,y € X, al ser K cadena, hay algin

O € I, tal que x,y € ©. Evidentemente, ¥ es cota superior de K. Esto termina

la demostracion. [ ]
Finalmente, conviene observar que

Teorema 1.4.19 Todas las bases ortonormales de un mismo espacio de Hil-
bert X tienen el mismo cardinal. A dicho cardinal se le llama la dimension
de X.

Demostraciéon. Sean ® y ¥ dos bases ortonormales de X. Suponemos que
ambas son infinitas, pues si alguna fuera finita, seria una base de Hamel
de X, o sea, una base en el sentido ordinario de sistema de vectores inde-
pendientes que generan todo el espacio por combinaciones lineales
finitas. En ése caso, X seria un espacio vectorial de dimensién finita y la otra
base deberia tener el mismo niimero de elementos.

La observaciéon fundamental es que, por ser ¥ base, cada x € ¢ se puede

poner como
r=> (&y)y;
yev

y como

Izl =Y Kz, y)* < oo,

yevw

solamente una cantidad numerable de coeficientes (x,y) pueden ser no nulos,
es decir, si llamamos

U, ={yeVv : (z,y) # 0},

tenemos

Card(V,) < N,.
Por otro lado, como ® es también base,
v=|Juw,
zed

de donde se sigue que
Card(¥) < RyCard(P) = Card(®).

La desigualdad contraria se tendria de la misma forma y, apelando al teorema
de Cantor-Bernstein, llegariamos a la identidad de los dos cardinales.
[ |
Los espacios de Hilbert que aparecen con méas frecuencia en las aplicacio-
nes son los separables y éstos son esencialmente, como explica el resultado
siguiente, los de dimensién finita (o sea, los I2, n € N) y el [2.
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Proposicién 1.4.20
X es separable <= dim(X) < N;.

Demostraciéon. Supongamos que X es separable. Sea S C X un subcon-
junto denso numerable. Entonces E = X. Como S es un sistema de ge-
neradores de [9], existird {z,}Y ; € S, con N € N6 N = oo, conjunto de
vectores independientes y tales que [xy, 29, -z, -] = [S]. Ahora podemos
aplicar el algoritmo de Gram-Schmidt, para obtener {u,}"_,, sistema orto-
normal, que cumpla [uy, ug, -, u,| = [T1, 29, -+ ,x,] Vn, y, en consecuencia,
[y, g, Uy | = [w1, 29, , T, -] = [S]. Claramente {u,}._; es una
base ortonormal de X y asi, dim(X) < Ny.

Reciprocamente, si dim(X) < Ry y {u,}»_; es una base ortonormal de X,
es claro que

k
{Z Ay, kfinito < N, y A\, racionales de K}

n=1

es un subconjunto denso numerable de X.
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Ejercicios

1. Sea X un espacio normado y sea (,)aca una familia de vectores de X.
Diremos que la familia es sumable en X con suma x si para cada ¢ > 0
existe un subconjunto finito Fy C A tal que para todo subconjunto finito
F C A que cumpla F D Fy, se tiene

E Ty — X

acF

< €.

Se dice que la familia (z,)aca satisface la condicién de Cauchy si
para cada € > 0 existe un subconjunto finito 7; C A tal que para todo
subconjunto finito F C A que cumpla F N F; = (, se tiene

S

aeF

< E.

(a) Demostrar que si una familia cumple la condicién de Cauchy, en-
tonces sélo tiene una cantidad numerable de vectores distintos de
cero.

(b) Demostrar que si X es un espacio de Banach, toda familia que
cumpla la condiciéon de Cauchy es sumable.

(¢) Dada una sucesién de nimeros reales (z, )nen-. ¢ Que diferencia hay
entre decir que (z,),en es una familia sumable y decir que la serie
o
> x, converge? ;Puedes dar un ejemplo de una serie de nime-

n=1
ros reales que converja; pero cuyos términos no formen una familia

sumable de niimeros?

2. Una familia de vectores (x4)aca de un espacio normado se dice que es
absolutamente sumable si la familia de nimeros (||z4]])aca €s suma-
ble.

(a) Demostrar que en un espacio de Banach toda familia absolutamente
sumable es sumable.

(b) Ver con ejemplos que el reciproco de (a) no es cierto en general.

(c) Demostrar que en los espacios de dimensién finita las nociones de

sumable y absolutamente sumable son equivalentes.

3. (a) Sea S un conjunto ortonormal de un espacio de Hilbert. Ver que
S es cerrado y acotado y que, sin embargo, sélo es compacto si es
finito.
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(b) Sea {uy}nen un sistema ortonormal del espacio de Hilbert X. Da-
da una sucesién § = (0,)nen € 12, es decir, tal que > 62 < oo,
1

consideremos el conjunto

S5 = {x: Z)\nun ] < 5n}.
1

Demostrar que S5 es compacto. El caso particular X = %2 y §,, = %
da como Ss el llamado cubo de Hilbert.

(¢) Ver que los tinicos espacios de Hilbert localmente compactos son
los de dimension finita.

4. Sea (€4)aca una familia de vectores del espacio de Hilbert X.

(a) Demostrar que las dos propiedades siguientes son equivalentes:

VeeX, x= Z(x,ea>ea.
acA

(x) VeeX, [lz]® =) [{z el

acA

(b) Ver que si la familia de vectores (e,)qe4 cumple la condicién (x) del
apartado (a) y ademas

leall > 1 Va € A,
entonces, (€,)aca €s una base ortonormal de X.

(Observacion: (b) puede hacerse por un célculo sencillo que no depende
de (a) y asf se obtiene, en particular, que la condicién () implica que los
vectores (€4)aca son ortogonales. Esta observacion puede ser 1til para
resolver la parte (a), aunque no es estrictamente necesaria. En todo caso,
se sugiere comenzar viendo que la familia ((x, e4)€n)aca €s sumable.)

5. Sea X un espacio prehilbertiano. A cada sucesién finita z1, zo, - - - x,, de
vectores de X se le asocia su determinante de Gram o Gramiano ,
que se denota G(xy, o, -+ ,2,) v que es, por definicién, el determinante
de la matriz cuyas componentes son a;; = (x;,x;). Se pide demostrar
que

X1, To,- - ,Tpson linealmente independientes <= G(xy, z9,- -+ ,x,) # 0.

Esta condicion se conoce como criterio de Gram para la independencia
lineal
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6. Sea X un espacio de Hilbert y sean x1,zs, -z, vectores linealmente
independientes de X. Sea M = [x1, z9, - - - ] el subespacio generado por
L1, XL, Tp-

(a) Demostrar que, para cada = € X, la proyeccién ortogonal de z sobre
M, Py(x), viene dada por

xy
G
Tn
(x,x1) -+ (x,2y) O
PM(I) T G(x17x27”' 73771)

donde G representa la matriz n X n cuyas componentes son a;; =
(i,z;), 1 < 4,5 < n.y G(z1,%2, - ,2,) es el Gramiano de los
vectores o, en otras palabras, el determinante de G.

(b) Demostrar que la distancia al cuadrado de z a M viene dada por

G(l’l,l‘g,“' 7xn71:)
G(Il,l’g,“‘ 7xn) ‘

[l — Py (@)|]* =

7. Calcular el :
min/ |2° — a — br — ca®Pdx

a,b,c 1
y hallar el
1
méx/ 23g(x)dw

1

donde g estd sujeta a las restricciones

/_1 g(x)dx = /_1 zg(z)dr = /_1 22 g(x)dr = 0; /_1 |g(a)|?dx = 1.

1 1 1 1

8. Calcular el

oo
min |2° — a — br — ca®Pe " dx.
a,b,c 0

Enunciar y resolver el correspondiente problema de maximo como en el
problema anterior.

9. Si o € X'y M es un subespacio vectorial cerrado de X, demostrar que

min{||z — xo|| : € M} = max{|(xo,y)| : y € Mt llyl| = 1}.
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Ver que si se aplica el proceso de Gram-Schmidt a la sucesién 1, 22, 23

de vectores de L?[—1,1], se obtiene la sucesiéon

2n+1
2

(@) = (" 2p ) donde Py(a) = — (d) (22— 1)".

- onn! \ dx

Las funciones P, se llaman polinomios de Legendre. ;Es {u,}>° , una
base ortonormal de L?[—1,1]?

Ver que si se aplica el proceso de Gram-Schmidt a la sucesion

—x2/2 x2/2 2 —x2/2

e ,re ,xr°e AR

de vectores de L*(R), se obtiene la sucesién

2 2 d " 2
un(z) = (2"n!/7) V2 H,(2)e /2, donde H,(z) = (—1)"€" (d—> e .
T

Las funciones H,, son los polinomios de Hermite y satisfacen H/ (z) =
2nH, 1(z). jEs {u,}°, una base ortonormal de L*(R)?

Ver que si se aplica el proceso de Gram-Schmidt a la sucesion

e—x/Q’ xe—x/Q’ l‘2€_x/2, .

de vectores de L?(0, 00), se obtiene la sucesién

un(z) = e 2L, (z)/n!, donde Ly(z)=e" (%)n(:pne—r),

Las funciones L, se llaman polinomios de Laguerre. ;Es {u,}>° , una
base ortonormal de L?(0,00)?

Sea A la medida de Lebesgue sobre el disco unidad D = {z € C :

|z| < 1}. Demostrar que 1,z,2%,-+-,2", -+ son vectores ortogonales en
L*()\). Encontrar ||2"||, n > 0. Si u, = |[|2"]|7*2", n > 0, estudiar si
{ug, Uy, , Uy, -} es una base ortonormal de L?(\).

Sea X un espacio de Hilbert de dimensién infinita. Demostrar que nin-
guna base ortonormal es base de Hamel. Ver que una base de Hamel

es, necesariamente, no numerable. ;Cudl es el cardinal de una base de
Hamel de [2?

Sea 11 una medida regular de Borel sobre R". Demostrar que L?(1)
es separable.

yr
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Capitulo 2

EL TEOREMA DE BAIRE Y
SUS CONSECUENCIAS

2.1. El teorema de Baire

Todos los resultados de este capitulo estan basados en el siguiente teorema

Teorema 2.1.1 (Teorema de Baire) Sea X un espacio métrico completo y
sean U, , n € N, abiertos densos en X. Entonces (| U, es también denso en

neN
X.
Demostracion. Sea W un abierto no vacio de X. Hemos de ver que

wn (ﬂ Un> )

neN

Ahora bien,

WﬁUl#Q) — WﬂUlDB<I1,T1),T1<1,
B(xl,rl)ﬂUg#@ =54 B(ml,rl)ngDB($2,T2),72<1/2,

B(xj,rj) N Uj+1 # ) = B(.Z‘j,?”j) N Uj+1 > B(.Tj+1,7’j+1) yTir1 < 277

Observemos que
n,m>N = x,,x, € Bley,ry) = d(z,, ) < 2ry — 0,

cuando N — oo, de modo que z, es una sucesiéon de Cauchy. La comple-
titud de X nos permite afirmar que existe x = limx,; pero entonces, r €

N B(zn, ) CWN ( N Un) y ésto termina la demostracién.
neN neN

49
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Definicién 2.1.2 s Se dice que un subconjunto de un espacio topoldgico
es un Gy si puede ponerse como interseccion de una coleccion numerable
de abiertos.

» Se dice que un subconjunto de un espacio topologico es un F, si su com-
plemento es un Gg, o, en otras palabras, si el conjunto puede ponerse
como union de una coleccion numerable de cerrados.

Podemos dar, como corolario del teorema de Baire, la siguiente extension casi
automatica del mismo.

Corolario 2.1.3 En un espacio métrico completo, la interseccion de una co-
leccion numerable de conjuntos Gs densos, es también un G5 denso.

Demostraciéon. Si para cada n € N, GG,, es un G denso, se tendra
G = Uns:
jeN

donde cada U, ; es abierto y, desde luego, denso, puesto que contiene a Gj,,.
Entonces

Como la coleccién U, j, (n,j) € N x N es numerable, vemos que G es un Gs.
Ademas, por el teorema de Baire, G' es denso.

[

Es muy frecuente aplicar el teorema de Baire a través del siguiente corolario

Corolario 2.1.4 Sea X, como antes, un espacio métrico completo y sean E,, C
(o]

X, n € N congjuntos tales que E,= 0. Entonces X # |J E,.
neN

Demostraciéon. Se sigue facilmente del teorema 2.1.1. En efecto

(o] [¢]

de forma que los conjuntos X \ E,, son abiertos densos. Aplicando el teorema
de Baire 2.1.1 deducimos que

ﬂ(X\E_n):X\ UE_" es denso en  X.

neN neN

Esto implica, desde luego, que X # |J FE,.

neN
[ |

(o}

Observacién. Los conjuntos E que tienen E= () se suelen llamar conjuntos
diseminados. En realidad lo que acabamos de demostrar es que toda unién
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numerable de conjuntos diseminados en un espacio métrico completo tiene
como complemento un conjunto denso, lo cual no es mas que una reformulacién
del teorema de Baire 2.1.1. Esto parece mas fuerte que lo que se afirma en
el corolario 2.1.4; pero vamos a ver que, de hecho, ambas afirmaciones son
equivalentes. Dicho de otra forma, el teorema de Baire 2.1.1 y el corolario 2.1.4
son equivalentes. FEn efecto, partiendo del corolario 2.1.4, se puede demostrar
el teorema de Baire 2.1.1 del modo siguiente:

El complemento de un abierto denso es un cerrado con interior vacio. Asi que,
a partir del corolario 2.1.4, se ve inmediatamente, pasando a los complemen-
tarios, que:

En un espacio métrico completo, toda interseccion numerable de abiertos den-
508 €s no vacia.

Pero, este enunciado, aparentemente mas débil que el teorema de Baire 2.1.1,

implica ya dicho teorema. En efecto. Sean U,,n € N, abiertos densos en nues-

tro espacio métrico completo. Hemos de ver que () U, es denso. Para ello,
neN

tomamos W abierto y queremos demostrar que W N ( N Un) # (). De hecho,
neN

como todo abierto contiene al cierre de una bola, nos basta probar que, para

todo abierto W, W N < N Un) # (). Pero esto se reduce a lo que ya sabemos,

neN

pues W N ( N Un> = N(WnNU,) ycada WNU, es un abierto denso del

neN neN
espacio métrico completo W.
Al corolario 2.1.4 se lo conoce en la literatura como teorema de categoria
de Baire. El origen de este nombre esta en la terminologia que eligié Baire,
bastante desafortunada por cierto, para llamar a los conjuntos S C X que

se pueden poner como S = |J E, con E,= (). Les llamé de primera cate-
neN
goria en X, mientras que a los restantes, les llamé de segunda categoria.

Quiza una nomenclatura mas apropiada, es decir que los conjuntos como el
S de mas arriba son delgados, mientras que los que no se pueden poner en
la forma indicada son gruesos. Entonces el teorema de categoria de Baire
se enuncia diciendo que un espacio métrico completo es siempre de segunda
categoria o grueso en si mismo. No sélo éso, sino que, como hemos visto
en la prueba del corolario 2.1.4, el complemento de un conjunto de primera
categoria en un espacio completo, es un conjunto denso. Incluso podemos decir
que dicho complemento ha de ser también de segunda categoria, pues, como
resulta evidente, la unién de dos conjuntos de primera categoria es de primera
categoria.

La forma mas habitual de utilizar el teorema de Baire es deducir, a partir de
la representacion de un cierto espacio métrico completo como unién numerable
de cerrados, que alguno de dichos cerrados tiene interior no vacio. Tendremos
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muchas oportunidades de hacer ésto tanto en los problemas que siguen a esta
seccion, como en las restantes secciones del capitulo.
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Ejercicios

1. (a) Demostrar que en un espacio métrico sin puntos aislados, cualquier
conjunto formado por un solo punto es un cerrado con interior vacio.

(b) Usar el apartado (a) junto con el teorema de Baire para ver que ni
R, ni el conjunto de Cantor C, ni ningiin G5 denso de un espacio
métrico completo sin puntos aislados, son numerables.

2. En cada caso, dar un ejemplo de un conjunto delgado (de primera cate-
goria en la terminologia de Baire) en R, que sea

denso en R.
no numerable.

)
)

¢) denso y no numerable.
)

Poner un ejemplo de un conjunto delgado (de primera categoria) en
R que no tenga medida de Lebesgue 0.

(b) Poner un ejemplo de un conjunto grueso (de segunda categoria) en
R que tenga medida de Lebesgue 0.

4. Sea f : [0, 00[— R una funcién continua tal que lim,,_., f(nx) = 0 para
todo x > 0. Demostrar que lim, ., f(z) =0

5. Sea f : R — R una funcién continua Consideramos la sucesién f,, donde
f1 es una primitiva cualquiera de f, fo es una primitiva cualquiera de
f1 v asi sucesivamente. Demostrar que si suponemos que para cada =,
existe algin entero k, posiblemente diferente de un punto a otro, tal que
fr(xz) =0, entonces f se anula identicamente.

6. Sea f : R — R una funcién infinitamente diferenciable. Supongamos
que para cada z € R, existe algin entero k,, tal que f®*<)(z) = 0.
Demostrar que f es un polinomio.

(Me complace puntualizar que este resultado es obra de dos espanoles.
La referencia exacta es: E. Corominas y F. Sunyer Balaguer ‘Condiciones
para que una funcién infinitamente derivable sea un polinomio 'Revista
Matematica Hispano-Americana (4)14(1954)26-43)

7. Demostrar que existen funciones continuas en un intervalo que no son
mondétonas en ningin subintervalo.

8. Sea X = Cg|0, 1], el espacio de las funciones reales continuas en [0, 1] con
su norma natural (la norma del supremo). Sea F,, el conjunto

. ‘f(Hh)—f(t)
h

{fEX:EItE[O,l ‘gthat—i—he[O,l]}.
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Demostrar que Fj, es cerrado sin puntos interiores en X. Deducir que el
conjunto de las funciones reales continuas en [0, 1] que no son derivables
en ningun punto, es denso en X.

9. Demostrar que la conclusién del teorema de Baire sigue siendo cierta si,
en lugar de suponer que X es un espacio métrico completo, se supone
que es un espacio localmente compacto Hausdorff.

10. Sea X un espacio vectorial de dimensién 8y. Demostrar que no hay nin-
guna norma que convierta a X en espacio de Banach.
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2.2. Los teoremas de la aplicacion abierta y
del grafico cerrado

Teorema 2.2.1 (Teorema de la aplicacién abierta) Sea T' : X — Y
una aplicacion lineal continua del espacio de Banach X sobre el espacio de
Banach Y. Entonces T' es abierta.

Demostracion. Que 7T es una aplicacién abierta quiere decir que para cada
abierto U C X, su imagen T'(U) es abierto en Y. En otras palabras, hemos
de ver que para cada a € U, T(U) contiene alguna bola centrada en T'(a).
Desde luego, como U es abierto, U O B(a,r) para algin r > 0. Poniendo
B(a,r) = a+ rByx, donde Bx = B(0, 1), la bola unidad abierta de X, tenemos
T(B(a,r)) = T(a) + rT(Bx), y nos bastard demostrar que 7' (Bx) D sBy
para algin s > 0, donde By es la bola unidad abierta de Y. Como X =
U B(0,n) = U nBx y T es “sobre”, tenemos Y = T'(X) = |J nT'(Bx). Se

neN neN neN

¢}

sigue del teorema de Baire que T'(Bx)# ). Entonces, para algin yo € Y y algtin
r > 0, tenemos que T'(Bx) D B(yo, 4r). Esto implica, a su vez, que existe un
y1 = T(z1), x1 € By, tal que ||y1 — yo|| < 2r. Pero entonces, T'(z1) + 2rBy =
B(y1,2r) C B(yo, 4r) C T(Bx). Ahora bien,

T(21) + 2rBy = B(yy,2r) C T(By) —> 2rBy C T(By) — T(x1)
= T(Bx) — T(I1> = T(BX — {L‘l) C T(?Bx) — rBy C T(Bx)

Veremos en el lema que sigue que

rBy C T(Bx) — rBy C T(Bx)

y asi quedara probado el teorema

[ |
Lema 2.2.2 SiT € B(X,Y) y X es completo, entonces
T(sBx) D rBy = T(sBx) D rBy. s, >0
Demostracion. Claramente, podemos suponer s = r = 1. Partimos de

T(Bx) D By y queremos probar T (Bx) D By. Sea y € Y tal que ||y|| <
t < 1. Como T(tBx) D tBy, existird x; € X con ||z1]| < t, tal que ||y —
T(x1)|] < (1/2)(1 —t). Después existird xo € X con ||za|| < (1/2)(1 —t) tal
que ||y — T'(z1) — T(x2)|| < (1/4)(1 —t) y asi sucesivamente encontramos por
induccion, para j > 2, z; € X con ||z;|| < 277 (1 —t) tal que

(2.2.3) ly = T(xy + -+ ;)] <277(1 —t)

Como X es completo, existe x = z1+z94 - € X, con |[z]] < t+5E 4+ +- - =
t+1—t=1y, por (2.23) y =T (z).
]
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Corolario 2.2.4 SiX yY son espacios de Banach yT € B(X,Y) es biyectiva,
entonces T es un isomorfismo; es decir, T~' € B(Y,X).

Demostracién. Al ser T biyectiva, la continuidad de 7! equivale a que T
sea abierta.
[ |

Vamos a ver un ejemplo tipico que utiliza el teorema de la aplicacién abier-
ta, o mejor el corolario 2.2.4 de inversion.

Para una funcién f € L'[0, 1], se definieron en el capitulo 1, (1.4.10), sus
coeficientes de Fourier f (n) respecto al sistema trigonométrico. Es inmediato
que \f(n)| < ||fll1, de forma que el operador lineal F que manda cada f €
L'0,1] ala sucesién F(f) = (f(n))nez es acotado de L'[0,1] en [°. De hecho,
se tiene

Teorema 2.2.5 (Teorema de Riemann-Lebesgue) Para toda f € L'[0, 1],
f(n) — 0 cuando |n| — oco. En otras palabras

(2.2.6) F(L'0,1]) C co = {(zn)nez € 1® : x, — 0 para|n| — oo},

Demostracién. Este hecho es muy fécil de demostrar. Para f € L?[0,1] C
L0, 1], es consecuencia de la identidad de Plancherel (apartado 2. del coro-
lario 1.4.13 del capitulo 1). Para una f € L'[0, 1], arbitraria, basta utilizar el
hecho de que L?[0,1] es denso en L'[0,1] (toda funcién integrable se aproxi-
ma por funciones simples integrables, que estdn, claramente, en L?[0,1]). La
forma concreta de proceder es la siguiente. Dada f € L'[0,1] y dado & > 0,
existird g € L?[0, 1], tal que || f — g||1 < /2. Por otro lado, para g sabemos que
existe ng € N, tal que |§(n)| < €/2 para todon € Z > |n| > ny. Entonces, si
n € Z tiene |n| > ng, se cumplird

) < [g(n)| +[f —gn)| <e/2+If =gl <e.

[

La pregunta que nos hacemos ahora es si el contenido de (2.2.6) es o no es

propio, o en otras palabras: ;Puede cualquier sucesion de ¢q ser la sucesion de

coeficientes de Fourier de una funcién integrable? Vamos a responder esta pre-

gunta utilizando el corolario 2.2.4. Desde luego F : L'[0, 1] — ¢y es inyectiva,

como vimos en el teorema 1.4.11 del capitulo 1. Si fuera sobre, tendria que ser
un isomorfismo y se verificaria una desigualdad

(2.2.7) A1l < ClIF)]o

Vamos a ver que tal desigualdad no es cierta. Para ello consideramos el nicleo
de Dirichlet D,, n =0,1,--- , definido del modo siguiente

—i2mnx __ ei27r(n+1)x

_ - 2mjr €
(228) Dp(z) = ) "= o

j=—n

cos(2mnx) — cos(2m(n 4+ 1)x)  sen((2n+ 1)mx)

1 — cos(2mz) sen(mx)
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. 1 .
Observamos que los nimeros L,, = [, |Dy(2)|dz, conocidos como constantes
de Lebesgue tienden a oo cuando n — oo. En concreto, tenemos

Lema 2.2.9

1
4

L, = / | Dy (z)|dx = — logn + O(1), paran — co.
0 m

Demostracioén.
1 1/2 2n + 1
/ Dy (2)ldr — 2/ sen (( n(—i— ))ms) s
0 0 sen(mx
1/2 o+ 1 9 ()7 |sent
:2/ sen ((2n + 1)7x) dr+0(1) = _/ 2)7 |sen dt +0(1)
0 T T Jo
9 (k+1)m " 2 1 (k+1)m
:_Z/ sent dt+0(1) = —Z—/ |sent|dt + O(1)
T =0 7k = kT Jin

4 1 4
= FZE+O(1) = —logn+0(1).

La segunda igualdad es consecuencia de que la funcién

1 1
sen(2rzr) 2wz’

es continua y acotada y, por lo tanto, integrable.
[ ]
Con ayuda del lema anterior vemos que (2.2.7) no puede ser cierta, pues si
lo fuera, implicaria, tomando f = D,

4
logn + 0(1) < O||F(D) | = C.
que es, obviamente falso. La conclusién es que F(L'[0,1]) g Co.

Definicién 2.2.10 Sean X e Y espacios normados.

s Dada una aplicacion T de X en Y, se llama grafico de T al conjunto
N(T) =A{(z,y) eXxY : y =T(2)}.
Claramente, si T es lineal, I'(T) es un subespacio vectorial de X x Y.

» Un operador lineal T € L(X,Y) se dice que es cerrado si I'(T') es un
cerrado de X x Y con la topologia natural del producto, es decir, T es
cerrado si y solo si

Tp =T Y T(xn) -y = y:T(I)7
o0, lo que resulta obviamente equivalente,

z,—0 y T(r,) -y =— y=0
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Es claro que todo operador lineal continuo es cerrado. Vamos a ver a continua-
cion que, cuando tanto X como Y son completos, el reciproco es también cierto,
de forma que para un operador lineal entre espacios de Banach, los conceptos
de cerrado y continuo son equivalentes.

Antes observamos que si X e Y son espacios normados, la topologia produc-
to de X x Y también viene dada por una norma. Basta considerar, por ejemplo
l|(z, ¥)|| = ||z|| + ||y||- Desde luego, si tanto X como Y son completos, X x Y
también lo es.

Teorema 2.2.11 (Teorema del grafico cerrado) Si X e Y son espacios de
Banach y T : X — Y es un operador lineal cerrado, entonces T' es acotado,
0 sea, continuo.

Demostracién. Sean 7 y 7 las proyecciones candnicas de I'(T") sobre X e
Y respectivamente. m(z,T(z)) = z, m(x,T(z)) = T(x). Desde luego m €
B(I(T),X) y my € B(I'(T'),Y). Como X e Y son completos, X x Y también
lo es y, por ser T cerrado, I'(T") es un subespacio cerrado de X x Y que sera,
naturalmente, completo. Asi pues, ['(T), con cualquiera de las normas equi-
valentes que dan la topologia producto de X x Y, es un espacio de Banach. 7
es una biyeccion lineal y continua de I'(T) sobre X. Se sigue del corolario 2.2.4
que 7; ' es también continua. Ahora basta observar que T = 7y o ;%
[
Como aplicacién del teorema del grafico cerrado, damos el siguiente resul-

tado

Teorema 2.2.12 (Teorema de Hellinger-Toeplitz) Sea X un espacio de
Hilbert y sea T : X —— X un operador lineal que cumple

(T'(x),y) = (x,T(y)) para todo x,y € X.

Entonces T es acotado.

Demostracion. Simplemente probamos que 1" es cerrado y concluimos apli-
cando el teorema del grafico cerrado. Supongamos que x, — 0y T(z,) — y.
Queremos ver que y = 0. Pero, para cada z € X,

(y,z) = lim (T'(x,,), z) = lim (z,,T(z)) = (0,T(z)) = 0.

n—oo n—oo

Se sigue que y = 0, como queriamos demostrar.
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Ejercicios
L SeanY=0I'yX={zeY: Y nz,| <oo}, conlanorma I'.
(a) Demostrar que X es un subespacio propio denso de Y, de modo que
X no es completo.

(b) Definimos T : X — Y mediante T'(z) = (nx,),en. Demostrar que
T es un operador lineal cerrado pero no acotado.

(c) Sea S =T Ver que S : Y — X es acotada y sobreyectiva pero
no abierta.

2. Sean Y = C[0,1] y X = C!|0, 1], equipados ambos con la norma uniforme
o del supremo.

(a) Ver que X no es completo.
(b) Demostrar que la aplicacién lineal
D:X — Y
f—r

es cerrada pero no es acotada.

3. Sea X un espacio de Banach de dimensién infinita. Sea U C X una base
de Hamel de X tal que ||u|| =1 Vu € U. Vamos a llamar Y al espacio
normado que resulta de tomar en X la nueva norma || — ||y, definida del
modo siguiente

Si UjEUY)\jEK, 1§j§n7

n
E g
=1

=> |\l
y J=1

Sea T : X — Y la aplicacion identidad.

(a) Ver que T es una aplicacién lineal cerrada pero no acotada. j Cudl
de las hipétesis del teorema del grafico cerrado falla en este caso?

(b) Ver que T~! es acotada pero no abierta. j Por qué no se puede aplicar
a esta situacion el teorema de la aplicacion abierta?

4. Obtener el Teorema de la aplicacién abierta como corolario del
Teorema del grafico cerrado.

(Sugerencia: Puede resultar conveniente demostrar primero el Corolario
2.2.4 y deducir de él el Teorema de la aplicaciéon abierta mediante un
paso al cociente)

5. Dados X e Y espacios de Banach, demostrar que siempre existe un
operador lineal S : X — Y, que no es acotado.
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6. Sean X e Y espacios de Banach y sea S : X — Y, un operador lineal
no acotado. Sea I'(S) el gréfico de S, que es, desde luego, un subespacio
vectorial de X x Y.

(a) Ver que I'(S) no es completo.

(b) Si se define T': X — I'(S) mediante T'(z) = (z, S(z)), demostrar
que T es cerrado pero no acotado.

(c) Demostrar que 7! : T'(S) — X es acotada y sobreyectiva pero no
abierta.

7. Demostrar que si un espacio vectorial X es un espacio de Banach respec-
to a dos normas diferentes, entonces las topologias inducidas por estas
normas son, o bien idénticas, o bien no comparables, es decir, ninguna
es mas fuerte que la otra.

8. Sean X e Y espacios de Banach, T € B(X,Y), N(T) ={z € X : T(z) =
0}, y M = T'(X). Demostrar que X/N(T) es isomorfo a M si y sélo si
M es cerrado

9. Sea X un espacio de Banach separable y sea {z,} un subconjunto denso
numerable de la bola unidad de X. Definimos T : ! — X mediante
T(f)=>7 f(n)x,. Demostrar que

(a) T es acotado.
(b) T es sobreyectiva.
(c) X es isomorfo a un espacio cociente de I'.

10. Para f € L*(R"), se define la transformada de Fourier de f como la
funcion f dada en R™ por la férmula

f& =] fla)je eIy
Rn

(a) Demostrar el andlogo para R"™ del teorema de Riemann-Lebesgue,
es decir, que para toda f € LY(R"), f € C,(R"), el espacio de las
funciones continuas en R™, que tienden a 0 para || — oo.

(b) Demostrar que la aplicacién

LR 5 C (R

f = f

es lineal, continua e inyectiva; pero no sobreyectiva. En C,(R") se
considera su norma natural, que es la del supremo.



2.3. EL PRINCIPIO DE ACOTACION UNIFORME 61

2.3. El principio de acotacion uniforme

Pasamos a estudiar otro principio fundamental que se sigue del teorema
de Baire. Comenzamos con un resultado sobre funciones continuas y luego lo
especializamos para el caso lineal donde resulta especialmente simple y 1til.

Teorema 2.3.1 (Principio de acotacién uniforme) Sea U un conjunto de
sequnda categoria de un espacio métrico X y sea F una familia de funciones
continuas f : X — R tal que para cada u € U, el conjunto {f(u) : f € F} es
acotado. Entonces las funciones de F son uniformemente acotadas en alguna
bola B(xg,r), xg € X, r > 0, es decir, |f(x)| < M para un cierto nimero M,
toda f € F y todo x € B(xo,7). En particular, la conclusion se cumple si X
es completo y para cada x € X, {f(z) : f € F} es acotado.

Demostracién. Para cada n € N, consideramos

w={zeX:|f(@)| <nVfeF}=)f"(-nn]).

fer

Los F}, son cerrados y estamos suponiendo que

UcC UFn

neN

Como por hipotesis U es de segunda categoria, también lo ha de ser cualquier

conjunto mayor. Se sigue que, para algin n € N, F,# () y esto es justamente
lo que queriamos demostrar.
[

Teorema 2.3.2 (Teorema de Banach-Steinhaus) Sean X un espacio de
Banach, Y un espacio normado y {1y }aca una coleccion de operadores lineales
acotados de X en Y. Entonces, o bien existe una constante M tal que

|To]| < M para todo « € A,
o bien

sup ||To(z)|| = 00 para todo x perteneciente a algin Gs denso deX.
acA

Demostraciéon. Si la segunda alternativa no se da, el conjunto de los x € X
para los que sup,c4 ||7u(z)|| = oo no contiene ningtin G5 denso. Tomando
complementarios, éso es lo mismo que decir que el conjunto de los x € X para
los que sup,¢ 4 ||Ta(z)|| < 0o no es de primera categorfa. Aplicando el teorema
precedente a la familia F de las funciones continuas z — ||T,(2)||, o € A,
encontramos B(z,7) tal que ||T,(z)|| < M, un nimero fijo, para cada o € A
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y cada x € B(zg, 7). Esto nos basta para ver que los T, son uniformemente
acotados. En efecto, dado = € X, escribimos, tomando un s fijo tal que 0 <

s<r,
(%HH H) T( Te H)H 5 Ml

Asi obtenemos que, para cada a € A, ||T,|| < M/s.

Ta(a)] = 2 ”\

o

[ |
A continuacién vamos a dar un par de aplicaciones del teorema de Banach-
Steinhaus a la teoria de las series de Fourier.
Comenzamos planteando el problema de la convergencia en norma. Sa-
bemos que, para f € L2[0,1], Sy(f) — f en L?[0,1], cuando N — oo. Tiene
sentido plantearse ahora la siguiente

Pregunta ;Se extiende ésto a p # 27 En otras palabras: Dado p, 1 < p < oo,
¢FEs cierto que para toda f € LP[0,1], Sn(f) — f en LP[0,1], cuando p — o0o?

La respuesta es, claramente, negativa para el caso p = co. La razon es que
Sn(f) € Cpl0,1], el espacio de las funciones continuas periddicas de periodo
1, que es, desde luego, un subespacio cerrado de L*°[0,1]. Entonces, ninguna
f € L™[0,1] que no sea continua periédica, puede ser limite en L™ de las
sumas parciales de su serie de Fourier.

Para estudiar el resto de los casos conviene empezar escribiendo las sumas
parciales como operadores integrales

233) Sv(N@) = 3 foe) = [ 1) Y enle =iy

= /0 f(y)Dn(z —y)dy = /0 f(z —y)Dn(y)dy,

donde Dy es el nicleo de Dirichlet, que ya definimos en la seccién anterior,
concretamente en (2.2.8). Alli vimos que

cos(2rNz) — cos(2m(N + 1)x)  sen((2N + 1)7175)'

D (z) = 1 — cos(2mz) B sen(mz)

Noétese que la ultima igualdad en (2.3.3) es consecuencia de un cambio de
variable en la integral y del hecho de que Dy es una funciéon periddica y
también estamos viendo asi a f. Las dos tultimas integrales iguales de (2.3.3)
son lo que se conoce como la convolucién de las funciones Dy y f, que se
escribe



2.3. EL PRINCIPIO DE ACOTACION UNIFORME 63

Asi pues, la suma parcial es la convolucién con el nicleo de Dirichlet. Vimos
en la seccién anterior (lema 2.2.9) que la sucesién {Dy}F_; no estd acotada
en L' y éso hace que el comportamiento de las sumas parciales sea mas dificil
de estudiar que el de algunas “medias” que vamos a introducir a continuacion.

Para N =0,1,--- , las medias de Cesaro de (la serie de Fourier de) una
f € L'0,1] son

amn@»=N{;}:&uxm=f*{ﬁﬁq§jDmezf*me.

n=0 n=0

El nticleo Ky se llama niicleo de Fejer y se calcula de forma bien sencilla

B - cos(2mnx) — cos(2m(n + 1)x)

Kn(z) = N+1 nZ:O 1 — cos(27z)
B 1 —cos(2r(N +1)z) 1 {SGH(’/T(N + 1)x) }2
~ N+1  1—cos(2rr) N+1 sen(mx) '

Lema 2.3.5 El nicleo de Fejer cumple las tres propiedades siguientes
(a) Kn(x) > 0VN yx.
(b) [} Kn(z)de=1VN.
(c) Y6 >0, f5§|m|§1/2 Kn(z)dx — 0 cuando N — 0.

Demostracién. (a) es evidente. (b) se sigue de que cada D,, tiene integral
igual a 1, como se deduce de su expresion como suma de exponenciales. En
cuanto a (c), es inmediato a partir de la desigualdad

1
[t >0>0=0<Ky(t) < (N 1) ser(x0) — 0 cuando N — .

[
Para estudiar la convergencia en norma de las medias de Cesaro, necesita-
mos otro resultado auxiliar sencillo.

Lema 2.3.6 Sea f € L?[0, 1], para un ciertop > 1 <p < co. Prolongamos f
periodicamente a toda la recta R. Entonces la funcion

Mﬁwz(AnmwmwﬁmWMYMHme@yeo

Demostracién. Si f = x;, donde I es un intervalo, tenemos J,(f)(y) <
(2|y])¥/? y el resultado es evidente. La desigualdad de Minkowski permite ex-
tenderlo a cualquier funcién escalonada, es decir, a cualquier combinacion lineal
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de funciones caracteristicas de intervalos. Luego se utiliza que estas funciones
son densas en LP.
Otro método, esencialmente equivalente, es utilizar la densidad de las fun-
ciones continuas, para las que el resultado es también obvio.
[ |

Ya podemos enunciar el
Teorema 2.3.7 (Teorema de Fejer)
(a) Si f € LP[0,1] para un ciertop > 1 < p < oo, entonces
on(f) — f en LP[0,1] cuando N — oc.
(b) Si f €C,|0,1], entonces

on(f) — [ uniformemente, cuando N — oo.

Demostracién. Podemos escribir

1/2

D)) = 5@ = [ Ka e =)~ )iy
Si f € Cpyl0, 1], tenemos
1/2
ON x)— flz)] < Ky T — — () dy =
(@)~ 1@< [ iy @ = [ [

Queremos ver que, dado € > 0, podemos hacer |on(f)(z) — f(z)| < € tomando
N grande. Para ello, elegimos en primer lugar § suficientemente pequeno para
que sea |f(x —y) — f(x)] < e/2si |y| <, independientemente de z. Entonces
por la propiedad (b) del nicleo de Fejer en el lema 2.3.5, resulta

KExlf(z —y) — f(z)|dy <e/2.

ly|<d

Por otro lado

Kn)|f(rx —y) — f(o)ldy < 2| f]le Ky (y)dy,

ly|>d ly[>0

que, por la propiedad (c) del nticleo de Fejer en el lema 2.3.5, puede hacerse
< €/2 haciendo N grande.

El caso LP se trata de la misma forma. Aplicando la desigualdad de Jensen,
lo cual es posible porque los nticleos K tienen integral 1, obtenemos

1/2

lon (f)(@) = fz)]” < KEx)lf(z —y) — f(@)dy,

—~1/2
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de donde

1/2

low(f)(@) = F@)E < | K@) (Fy) = /

-1/2 ly|<é ly|>6

Ahora se concluye como en el caso de una funcién continua , usando para la
primera integral la propiedad (b) del nicleo de Fejer en el lema 2.3.5 junto con
el lema 2.3.6 y para la segunda la propiedad (c) del niicleo de Fejer en el lema
2.3.5 junto con la desigualdad obvia d,(f) < 2 f][,-

[

Corolario 2.3.8 FEl espacio P de los polinomios trigonométricos es denso en
LP[0,1], para todop 51 < p < oc.

Volvamos a la pregunta inicial acerca de la convergencia en L de las sumas
parciales Sy(f). El teorema de Banach-Steinhaus nos da el siguiente criterio

Lema 2.3.9 Para cada p > 1 < p < 00, son equivalentes las propiedades
siguientes

(a) Sn(f) — f en L?[0,1] para toda f € LP[0,1].
(b) Eziste C, €]0, 00|, independiente de N, tal que
1SN (Nl < Cpll fll, VN =0,1,--+ y f € LP[0,1].

Demostracién.

» (a) = (b). Basta aplicar el teorema de Banach-Steinhaus 2.3.2 a la
familia de operadores lineales continuos

70,1 =% 170, 1]
[ Sn(f)
Que cada Sy es continuo es consecuencia de la desigualdad de Young,
pues
(2.3.10) IS (D)llp = 1Dx % fllp < 1PNl f1lps

pero, ademds, si suponemos (a), no habrd ninguna f € LP[0, 1] para la
que sup ||Sy(f)|l, = oo. Entonces, de acuerdo con el teorema 2.3.2, los
N

Sy han de estar uniformemente acotados , que es lo que afirma (b).

» (b) = (a). Sea f € L?[0,1]. Dadoe > 0,sca g € P, tal que || f—g]|, < €.
La existencia de g estd garantizada por el corolario 2.3.8. Para g, Sy(g) =
g si N es grande. Entonces

IS8 (f) = fllp < ISn(f =l +llg = Fllp < (Cp + D).
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[

Con ayuda de este criterio podemos ya sefialar un caso en el que no hay

convergencia: en L'. En efecto, vamos a ver que para p = 1, los operadores

de suma parcial Sy no estdn uniformemente acotados como operadores en

L'[0,1], o sea, que no se cumple (b) del lema 2.3.9. Por lo tanto, tampoco se
cumplird (a) en este caso y podremos afirmar que

Proposicién 2.3.11 3f € L'[0,1] > Sx(f) A f en L'[0,1] cuando N — oo.

Demostracién. Ya vimos en (2.3.4) que Sy es la convolucién con el nicleo de
Dirichlet Dy. Por lo tanto, por la desigualdad de Young (2.3.10) para p = 1,
que no es mas que el teorema de Fubini, sabemos que la norma de Sy como
operador en L' estd dominada por ||Dy||;. Lo que vamos a ver es que, de hecho

(2.3.12) SNty = [[Dnlli = L

y sabemos por el lema 2.2.9 que Ly — oo cuando N — oo. Asi pues, pa-
ra concluir sélo necesitamos comprobar (2.3.12). Para ello podemos usar los
nicleos de Fejer K,,. Tenemos

[Sn(Kn)lls = |Dn * K[y = [on(Dn)l[s = [[Dw|lx cuando n — oo.
Entonces, como || K,|; =1 Vn,

SN llBzr,zry = sup [[Sn(Kn) |1 = || Dn|l1-

[
Ahora vamos a pasar a estudiar la convergencia de las sumas parciales en
un punto dado. Utilizaremos la notacion siguiente

(2.3.13) 5" (@) = sup| S (f)(@)]

Para f € C,[0,1], definimos

An(f) = Sx(£)(0) = / J(O) Dy (t)dt.

IAN(H)I < Dl fllee = Lavllflle 10,07
Asi pues, los Ay son funcionales lineales y continuos
AN : Cp[O, 1] — C.
Si les aplicamos a los Ay el teorema 2.3.2 de Banach-Steinhaus, tenemos que:

= O bien |Ax|| < M VN,
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= 0 bien existe un G5 denso

Eo C Cp[(), 1] QVf € Eo, sup ’AN(f)‘ = OQ.
N

Veremos que se da la segunda alternativa. En concreto

Proposicién 2.3.14 |Ay|| = Ly y , por lo tanto

3F € G011 > S'(F)(O) = sup [Ax(f)] = oc.

De hecho, S*(f)(0) = oo, para las funciones f € Ey, donde Ey es un G5 denso
de Cp[0,1].

Demostracién. Fijado N € NU {0}, consideramos la funcién

1 si Dy(z)
g(x) =sgn(Dy(x)) = 0 si Dy(x)

0
0
—1 si DN(ZL‘) 0

NIV

Como Dy tiene signo variable, g no es continua; pero existen f, € C,|0, 1],
tales que |fn.] < 1, ||fullo = 1y fu(z) — g(z) cuando n — oo para todo
x € [0,1]. Entonces

N(F) = /fn \ D d:H/ 2)dz = [ Dyl = Ly,

para n — 00. Asi ||Ayx]|| = Ly, como queriamos demostrar.
[
Lo que hemos hecho para el punto x = 0 puede hacerse para cualquier otro
punto de [0, 1], de donde resulta

Teorema 2.3.15 Para cada x € [0,1], eziste un G5 denso E, C C,[0,1], tal
que

S*(f)(x) =0 Vf € E,.

Este teorema puede mejorarse usando de nuevo el teorema de Baire. Tomamos
una sucesién x, € [0,1]. Para cada n € N, tenemos un G5 denso E,, > Vf €
E,, . S*(f)(z,) = oo. Si ahora consideramos

ﬂE$n = E’

el teorema de Baire, o mas concretamente, su corolario 2.1.3, nos garantiza
que E es también un G denso de C,[0,1]. Ahora

Vf € E se tiene S*(f)(z,) = oo ¥n € N.
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La funcién S*(f) es semicontinua inferiormente, lo cual implica que

Qp={zc0,1] : 57(f)(x) = oo}

es un Gy de [0, 1] (ver el ejercicio 3 al final de la seccién). Si la sucesion z,, se
toma densa en [0, 1], cosa que siempre puede hacerse, se consigue que Vf € E,
Qs sea un G denso de [0, 1]. Se obtiene asi el resultado siguiente

Teorema 2.3.16 Existe E C C,[0,1], tal que
» F es un Gy denso y ademds

» Vf e E, el conjunto Qf = {x € [0,1] : S*(f)(z) = oo} es un Gs denso
de [0, 1].

Observemos que tanto E como cada () s son conjuntos no numerables(véase
el problema 1 de la seccién 1)
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Ejercicios
1. (a) ;Existe una sucesién de funciones continuas positivas f, definidas

en R, tales que la sucesién de nimeros (f, (7)), es no acotada si
y s6lo si x es racional?

(b) Responder a la pregunta que resulta de cambiar en (a) “racional”por
“irracional”.

2. Sea A = (a;1)35,—0 una matriz infinita de ntimeros complejos. Utilizamos
A para asociar a cada sucesién (s,)52, una sucesién (0,)5°,, definida

n=0>
por
S
0; = E aijSk
k=0

siempre que la serie converja.

Demostrar que para que A asocie a cada sucesién convergente (s,)>,

una sucesion (0,,)22 , que converja al mismo limite, es condicién necesaria
y suficiente que A cumpla las tres propiedades siguientes:

(a) Para cada k fijo, a;; — 0, cuando j — oo.

(b) sup 3 fajel < ooy
0<j<0c0 k=0

(¢) > ajr — 1 cuando j — oc.
k=0

Sugerencia: Para ver la necesidad de (b), es ttil considerar los funcionales

A
Co = C

(50,81,-°) = D opeo UikSk

El paso de la sucesion s, a la sucesién o, se llama método de su-

mabilidad. Si 0,, — [ para n — 00, se dice que la sucesién original

s, es sumable a [ mediante A o, abreviadamente, sumable—A a [.

Esto puede ocurrir aunque s,, no converja. Examinénse los ejemplos de
1. . _ 1 )

la sumabilidad de Cesaro (correspondiente a a;; = Y Xk<;) ¥ de la su-

mabilidad de Abel (correspondiente a a;; = (1—7;)r¥ para una sucesion
de nimeros r, 20<r, <1y r, — 1 cuando n — oc.

3. Sea X un espacio topoldgico. Se dice que una aplicacién
f X — [—00, 0]
es semicontinua inferiormente si

Va € R, f!(Ja,o0]) es abierto.
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(a) Ver que si f es semicontinua inferiormente, entonces f~'(co) es un
Gs.

(b) Ver que si (fa)aca €s una coleccién de aplicaciones semicontinuas
inferiormente, entonces, si se define f(x) = sup fo(z), resulta que
acA

también f es semicontinua inferiormente. Aplicar ésto a la funcion

S*(f) de 2.3.13.

4. Sea X un espacio de Banach. Se dice que una sucesién (x,,)nen de vectores

de X es una base de Schauder de X si cada z € X tiene una represen-
(e.)

tacién tnica de la forma ) A\;z;, donde \; € K y la serie converge en la
j=1
norma de X.

Supongamos que (z,)nen es una base de Schauder de X. Definimos P, €

L(X) como
o n
Pn (Z /\jij) = Z /\jf]fj
j=1 j=1
y, para cada x € X, escribimos |||z||| = sup,, ||Pn(2)||. Demostrar que
l]| = ||| es una norma en X y que X con la norma ||| — ||| es también un

espacio completo.

. Sean X, (Z,)nen ¥ (Pn)nen como en el ejercicio anterior. Demostrar que

cada P, es un operador lineal acotado en X y que sup || P, || < co. A este

nimero sup || P,|| se le llama constante de la base.

. Sean {z, },en vectores no nulos de un espacio de Banach X, tales que

[z, : n € N]=X. Demostrar que {z,},en es una base de X si y sélo si
existe una constante K, tal que

m n
E A E A
=1 =1

para todos los n > m > 1, y todos los escalares Ay, --- , \,.

<K

?

. Demostrar que el sistema de Haar, que es el tercero de los ejemplos 1.4.2

de la seccién 4 del capitulo 1, es una base de Schauder de L?[0, 1], para
todop 2 1 <p< .

Sugerencia:

= Ver, por induccién, que para cada N € NU {0}, existen intervalos
Ag, -+, Ay que no se solapan y cuya unién es todo [0, 1], tales
que cada h,, con 0 < n < N, es constante sobre cada uno de los
intervalos Ag, - -+, An.
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» Demostrar, por induccién, que para cada N € N U {0}, la suma
parcial Sy(f) de la serie de Haar de una funcién integrable f es

Sx(Ne) = 57 [y siwea,
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Capitulo 3

EL TEOREMA DE
HAHN-BANACH Y LA
DUALIDAD

3.1. El teorema de Hahn-Banach

Teorema 3.1.1 Sea X un espacio vectorial real y sea M un subespacio de X.
Supongamos que en X tenemos definido lo que se llama un funcional de Min-
kowski p, es decir, una aplicacion p : X — R que cumple las dos propiedades
stguientes

= Vr,yeX, plz+y) <plx)+ply) vy
YVt >0 y Ve eX, p(tz) =tp(z).

Supongamos, ademds, que en M tenemos un funcional lineal f: M — R tal
que

f(z) <p(z), Yz e M.

Entonces existe algiun funcional lineal F' : X — R, que cumple las dos condi-
ciones siguientes

1. F(z) = f(x), YzeeM vy
2. F(z) <p(x), VzeX
Demostracion.

» Primer paso. Comenzamos humildemente. Dado x¢y ¢ M, veamos cémo
podemos extender f a un funcional lineal F' sobre M; = M + [z}, de
modo que sea

(3.1.2) F(z) < p(x), Vo e M.

73
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Suponiendo que existiera tal extensién, tendriamos, para cualquier
x € M y cualquier s € R,

(3.1.3) F(x + sxg) = F(x) + sF(xo) = f(x) + sa,

si es que F(zg) = a. Asi pues, todo lo que necesitamos es definir F'(zq) =
a y asegurarnos de que podemos elegir o de forma que se cumpla (3.1.2).
Veamos cémo ha de ser a para que se verifique (3.1.2). Tomando en
(3.1.3) s =t > 0, vemos que se ha de cumplir

Vee M y Vt>0 f(a:)+toz§p(x+txo):tp<§~|—xo>.

Por otro lado, tomando en (3.1.3) s = —t/, con ¢ > 0 y cambiando, por
motivos puramente psicoldgicos, x por z’, obtenemos la condicién

/
Vi'le M y Yt' >0 f(2')—ta<pa —tz)=tp (%—xg).

En definitiva, hemos visto que la condicién necesaria y suficiente que
ha de cumplir « para que el funcional definido por (3.1.3) satisfaga la
desigualdad (3.1.2), es precisamente

/ /
1(5) (5 -n) <azo(Erm)r(5) wneensonr o

Pero nada nos impide elegir o de este modo, puesto que, como veremos,
se tiene que

Vr,y € M, f(z) —p(x —x0) < p(y +0) — f(y)-

En efecto

f(@)+ fy) = fx+y) <plr+y) < plz— ) + p(y + 20),
que da inmediatamente lo que necesitamos.

= Segundo paso. Ahora demostramos el teorema usando el lema de Zorn
y el primer paso. Consideramos el conjunto O cuyos elementos son pares
(L, ¢) formados por un subespacio vectorial L de X tal que M C L y un
funcional lineal ¢ : L — R que cumpla las dos condiciones

1. p(z) = f(x), Vo e M.
2. o(x) <p(x), VrelL.
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En O definimos la relacion binaria
(L1,¢1) < (Lo, o) <= L1 C Ly N ¢1(x) = @a(x) Vo € L.

Se trata, obviamente, de una relacion de orden y ademas, el conjunto
ordenado (O, <) es inductivo, es decir, toda cadena de (O, <) tiene al-
guna cota superior. Veamos que la iltima afirmacién es cierta. En efecto,

si K es una cadena de (O, <), podemos definir L = |J L, que, por
(Lyp)ek
ser K cadena, sera un subespacio vectorial de X y luego podemos consi-

derar ¢ : L — R, definida por ¢(z) = ¢(z) siz € Ly (L,p) € K. La
definicién no es ambigua por ser K una cadena. Ademas, por la misma
razon, ¢ es lineal. Es claro que (f/, @) es una cota superior de K. Una
vez comprobado que (O, <) es un conjunto inductivo, podemos aplicar el
lema de Zorn, que nos asegura que dicho conjunto tiene algiin elemento
maximal. Sea (L, ¢) un elemento maximal de (O, <). Ahora hay que dar-
se cuenta de que para este elemento maximal se tiene, necesariamente,
L = X. En efecto, si no fuera asi, existiria 2o € X\ L y, por el primer
paso, podriamos extender ¢ desde L a L + [xo] manteniendo la subor-
dinacién a p. Esto implicaria que (L, ) no es maximal. Asi termina la
demostracion.

Corolario 3.1.4 (Teorema de Hahn-Banach) Sean X un espacio vecto-
rial sobre el cuerpo K = R o C, M wun subespacio vectorial de X y p una
seminorma en X, es decir, una aplicacion p : X — [0, 00| que satisface las
propiedades

= plz+y) <plx)+py) Ve,yeX y
p(Ax) = |Ap(x), VA e K yVr e X.
Supongamos que f: M — K es un funcional lineal que satisface
(3.1.5) |f(x)| < p(x), Vo e M.
Entonces existe F : X — K lineal, que cumple las dos condiciones siquientes
1. F(z) = f(x), Yee M vy

2. |F(z)| < p(z), Vo eX

Demostracién.
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= Supongamos, en primer lugar, que K = R. En este caso, basta obser-
var que una seminorma es, en particular, un funcional de Minkowski y,
ademas

|f(@)] < p(z) = f(z) < pl(z),
de forma que, sin mas que aplicar el teorema 3.1.1, podemos asegurar
que existe un funcional lineal F': X — R, tal que

F(z)=f(z) Vee M y F(x)<p(x) Vx e X
Pero, por otro lado, para cualquier x € X, tenemos

—F(z) = F(—=) < p(—=) = p(z),

con lo que también es cierto que —p(z) < F(x). Asi pues, F cumple
—p(x) < F(z) < p(x), Vo € X, que es en este caso, la propiedad 2. del
enunciado.

= Pasamos ahora al caso K = C. Lo primero que hay que hacer es distin-
guir entre funcionales R—lineales y funcionales C—lineales y ver cémo
se expresan estos ultimos en términos de aquellos. Esto es muy sencillo.
Dado L : X — C, funcional C—lineal, podemos escribirlo como

L(xz) = ReL(z) +ilmL(x),

donde, tanto la parte real RelL, como la parte imaginaria ImL, son,
desde luego, funcionales R—lineales. Pero ademads, estos dos funciona-
les R—lineales, pueden expresarse uno en términos del otro, ya que

Ve € X, L(iz) =iL(x) = —ImL(x) + iReL(x),
de modo que tenemos
ImL(z) = —ReL(ix), Yz € X.
Se sigue que todo funcional C—lineal L es de la forma
(3.1.6) L(z) = A(z) — iA(ix)

para algun funcional R—lineal A. Reciprocamente, si partimos de un fun-
cional R—lineal A y definimos L mediante la férmula (3.1.6), obtenemos
un funcional C—lineal. En efecto, basta observar que

L(iz) = A(iz) — iA(—z) = Aiz) + iA(x) = iL(x), Vo e X

Podemos ahora comenzar la demostracién del teorema en el caso com-
plejo. Nuestro funcional C—lineal f : M — C, se podra escribir como

f(x) = pl(x) —ip(iz), Yoe M,
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donde ¢(x) = Ref(x) es un funcional R—lineal. Como |p(z)| = |Ref(z)| <
p(z) Yx € M, sabemos por el caso real tratado anteriormente, que
existe un funcional R—lineal ® : X — R, tal que ®(z) = p(z), Vo € M
y ademds, |®(x)| < p(z), Vz € X. A partir de ¢ construimos un funcio-
nal C—lineal F': X — C, mediante la férmula

F(z) = ®(x) —id(ix), Vo e X.

Desde luego F(z) = f(z) Vo € M, y ademas

VreX, R 5 |F(x)] =eF(z) = F(e“z) = |®("2)| < p(e?z) = p(z).

Esto termina la demostracion.

Corolario 3.1.7 Sean X un espacio normado, M un subespacio vectorial de
X,y f: M — K, un funcional lineal y continuo. Entonces existe un funcio-
nal lineal y continuo F: X — K, tal que

1. F(z) = f(x) YeeM vy
2 EI = 1A

Demostracion. Todo lo que hemos de hacer es aplicar el corolario precedente
con p(x) = || fIl[]]-
[
La consecuencia mas importante del teorema de Hahn-Banach es el hecho
de que los espacios normados tienen espacios duales ricos o, en otras palabras,
que tienen gran abundancia de funcionales lineales y continuos, cosa que, como
veremos, deja de ocurrir en algunas clases mas generales de espacios que con-
sideraremos en el préximo capitulo. Esta abundancia de funcionales lineales y
continuos se suele expresar diciendo que el dual X* de un espacio normado X,
separa los puntos de X, lo cual quiere decir, que dados =,y € X 3 x # v,
existe algin a* € X*, que verifica z*(x) # 2*(y). Esto es consecuencia del
siguiente

Corolario 3.1.8 Sean X un espacio normado y x € X > x # 0. Entonces
existe
et e Xt o 2t =1 yat(z) = [l

Podemos condensar este resultado en la siguiente expresion para la norma

el =" sup  |a¥(z)],
z*eX* s ||z*||=1

donde, ademdas, sabemos que el supremo se alcanza.
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Demostracién. Se aplica el corolario 3.1.7 con M = [z],

z] L K

A — Al

Es claro que f € M* con || f|| = 1. El corolario anterior nos asegura que existe
un funcional lineal F' : X — K| tal que F(Az) = f(Ax) = A||z||, y ademas
|IF(y)| < |lyll, Yy € X. En particular, F(z) = ||z|]| y F € X* con ||F| = 1.
Podemos tomar z* = F.
[
No sélamente podemos separar puntos con funcionales lineales y continuos,
sino también puntos y subespacios cerrados. En concreto, tenemos el siguiente
resultado, que incluye al corolario 3.1.8

Corolario 3.1.9 Sea M un subespacio cerrado del espacio normado X y sea
x € X tal que v € M. Entonces existe N € X*, que cumple las siguientes
propiedades

= Al =1,
» A(y) =0, Vye M, y
= A(x) = dist(z, M) = ylg]fw |z — yl|.

Demostracién. Consideremos el funcional lineal f : M + [z] — K, definido
del modo siguiente

fly+Ax) = Mdist(z, M) Vye M y VAeK

Es facil probar que f es continuo y || f|| = 1. En efecto, dados y € M y X € K,
tenemos

£+ 22)| = [Adist(w, M) < |4 + | = lly + 2all,

de forma que f € (M + [z])* v ||f|| < 1; pero, por la definicién de dist(z, M),
sabemos que existen y,, € M, tales que ||y, + z|| — dist(z, M). Entonces

f< Yn + ) _ dist(z, M) 1
[y + =] 1Yyn + 2|

y podemos afirmar ya que || f|| = 1. Ahora si le aplicamos a f el corolario 3.1.7,
concluimos que existe A € X*, tal que ||A]| =1, A(M) =0y A(z) = dist(x, M).
Esto es, justamente, lo que queriamos demostrar.
[
La forma mas 1til de aplicar el corolario 3.1.9 esta contenida en el siguiente
criterio de densidad de subespacios
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Corolario 3.1.10 Sea M un subespacio vectorial del espacio normado X. En-
tonces, las siguientes propiedades de M, son equivalentes:

(a) M es denso en X.
(b)) A\eX* N A(z)=0Vr e M = A=0.

Demostracién. (a) = (b) es inmediato. El reciproco se puede ver por re-

duccion al absurdo usando el corolario 3.1.9. En concreto, si M no es den-

so en X, es decir, si M C X, segun el corolario 3.1.9, podremos encontrar
)

A eX*\ {0} > A(M) =0, lo cual contradice a (b).
[
Finalizamos con lo que es basicamente una reformulacion del corolario 3.1.8,
pero que nos va a permitir introducir una clase importante de espacios de
Banach, los espacios reflexivos.

Corolario 3.1.11 Sea X un espacio normado. Asociado a X tenemos su dual
X* que sabemos que es un espacio de Banach, y nada nos impide considerar
también el espacio dual de X*, al que denotaremos por X**, y al que a veces
nos referiremos como al dual doble de X. Para cada x € X, definimos un
funcional lineal J () que actia sobre X* mediante la formula

J(z)(x*) = 2*(x) Va* e X"
Entonces J es una isometria lineal de X dentro del dual doble X**.
Demostracién. Es obvio que, para cada z € X, J(z) € L(X*,K). Ademas
| T (2)(27)] = [27 ()] < [l”|[|c]].
Esto demuestra que
(3.1.12) Ve e X, J(x) € X*™ ysecumple ||J(z)] < |-

Como, desde luego, J : X — X** es una aplicacién lineal, resulta que
J € B(X,X*). Para lo que necesitamos el teorema de Hahn-Banach, es para
garantizar que la desigualdad de (3.1.12) es, de hecho, una igualdad. Esto es
obvio si x = 0. En caso contrario, el corolario 3.1.8 nos asegura que existe
x* € X*, tal que ||[z*|| =1y 2*(z) = ||=|. Entonces tenemos

lzll = 2™ () = |T (@) ()] < | T (@)l = [T (@)]-
Esta desigualdad, junto con la de (3.1.12) , nos da lo que queriamos, es decir

1T @) = [l=l - Vo e X.
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[ |

Vimos en el ejercicio 10 de la seccién 1 del capitulo 1, que todo espacio

normado X, estd contenido isométricamente en algin espacio de Banach en el

cual es denso. A este espacio, esencialmente 1nico, le llamabamos la comple-

tacién de X. Observemos que el corolario 3.1.11 nos da un método alternativo

para contruir la completacién de X. Basta con tomar el cierre J(X) de J(X)
en el espacio de Banach X**.

Definicién 3.1.13 Diremos que un espacio de Banach X es reflexivo si la

isometria J definida en el corolario 3.1.11 es sobreyectiva, es decir, si J(X) =
X**,

En la seccién siguiente pondremos varios ejemplos de espacios reflexivos y de
otros que no lo son. Para ello necesitamos estudiar primero los duales de los
principales espacios de Banach que conocemos.
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Ejercicios

1. Sean X e Y dos espacios normados y supongamos que Y es de dimensién
finita. Si 7" : X — Y es una transformacion lineal, demostrar que 1" es
continua si y sélo si su nicleo T71(0) es cerrado.

2. (a) Demostrar que en cualquier espacio normado de dimensién infinita
puede encontrarse una sucesion de vectores de norma 1 que distan
uno de otro por lo menos 1/2.

(b) Utilizar el apartado anterior para demostrar el resultado debido a
F. Riesz de que los tinicos espacios normados localmente compactos
son los de dimension finita.

3. Sea M un subespacio vectorial de dimensién finita del espacio normado

X. Demostrar que existe siempre un subespacio vectorial cerrado de X,
talque M NN ={0} y X=M+ N.

4. Sean X e Y espacios de Banach. Si T : X — Y es un operador lineal tal
que, para cada f € Y*, foT € X*, demostrar que T es acotado.

5. Sea M un subespacio del espacio normado X. y sean Jx : X — X**
vy I 0 M — M* las isometrias naturales de X y M dentro de sus
respectivos biduales. Si j representa la inclusion M — X, demostrar que
existe una isometria ¢ : M* — X** tal que Jxoj = @ o Jy. Ver
ademas que

(M) ={z™ eX™ : 2(y") =0Vy* e X* 59*(M) =0}

6. Sea X un espacio de Banach reflexivo y sea Y un subespacio cerrado de
X. Demostrar que Y es también un espacio de Banach reflexivo.

7. Sea X un espacio de Banach. Demostrar que

X es reflexivo <= X* es reflexivo.

8. Sean X e Y espacios normados y sea T € B(X,Y).

(a) Sise define T* : Y* — X* mediante T*(f) = f oT, comprobar que
T e B(Y,X*) y |[T*]| = ||T||- A T se le llama el adjunto de 7.

(b) Aplicando a T™ el procedimiento descrito en el apartado (a), obte-
nemos 1T** € B(X**, Y**). Si identificamos X e Y con sus imagenes

respectivas mediante las isometrias naturales Jx y Jy, demostrar
que T |x =T.

(¢) Demostrar que T* es inyectiva si y sélo si T'(X) es denso en Y.
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(d) Ver que si T*(Y*) es denso en X*, entonces T' es inyectiva y que el
reciproco es cierto si X es un espacio de Banach reflexivo.

9. Sean X e Y espacios normados con X # {0} y supongamos que B(X,Y)
es un espacio de Banach con la norma usual

1T = sup{|T'(z)| : z€X 5 |z <1}
Demostrar que, entonces, Y tiene que ser también un espacio de Banach.

10. (a) En el espacio de Banach [3° de las sucesiones acotadas, con la norma
del supremo, definimos el operador desplazamiento 7' mediante

T(x1,$2’... 71.77,7...) — (x27... ’xn’...)
y consideramos el subespacio M de [g° dado por
M=A{x—-T(z) : ze€ly}.
Demostrar que el vector e = (1,1,1,---,1,---) dista justamente 1
de M en [5° y utilizar el corolario 3.1.9 para concluir que existe un
funcional lineal A : I3* — R, que cumple ||[A|| =1, A(M) =0y
Ale) = 1.

(b) Ver que para el funcional A encontrado en el apartado (a), ¢y C
A71(0) y deducir de ello que si z = (x,)%2, € [ es tal que existe
lim,, . @, entonces A(z) = lim,, . x,,.

(c) Utilizar ||A|| = 1 para concluir que si x = (z,)5°, € I es tal que
z, > 0¥n € N, entonces A(x) > 0.

(d) Un funcional L : I — K que cumpla las propiedades

= lL =1,
» L(x) = lim, T, siempre que el limite exista,
» L(x)>0Vzel™® > 2,>0VneNy
» L(z)=L(T(z)) Yz € I,
se llamara un limite de Banach. Los tres primeros apartados es-

tablecen la existencia de algin limite de Banach en el caso real.
., Cémo se demostraria un resultado andlogo para el caso complejo?

11. Sea L un limite de Banach en [*°, como se defini6 en el ejercicio anterior.
Seax €1® 5 Vne€N,xg, 1 =1y 9, =0, es decir, z = (1,0,1,0,---).
.Cual es el valor numérico de L(x)?

12. Demostrar la siguiente extension del teorema clasico de Liouville:
Si f: C — X es una funciéon entera acotada que toma valores en el
espacio normado X, entonces f es constante.

13. Sea X un espacio normado, cuyo dual X* se sabe que es separable.
Demostrar que X es también separable.
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3.2. Algunos ejemplos de espacios duales

Teorema 3.2.1 (I')* = °°; mds concretamente, si para caday € [ definimos
A, 1! — C mediante

j=1

obtenemos una aplicacion

[>* — (ll)*

y|—>Ay,

(3.2.2)

que resulta ser una isometria lineal de [ sobre (I')*.

Demostracién. Dados y = (y;)32, € 1™y z = ()32, € I',

o0
E T3y
j=1

lo cual nos dice que

1Ay ()] =

o [o@)
< gyl < suplyil Y gl = llyllolls
j=1 J j=1

Aye (M) vy AN < Tlylloos

de modo que la aplicacion (3.2.2) es lineal y continua. A continuacién vemos
que, de hecho, es una isometria. Para ello utilizaremos los vectores e; € I,
para 7 € N, cuyas coordenadas son

1 sik=j
TV 0 si keN\ {5}

Dado y € [*°, se tiene, para todo j € N

o0

i = etk = Ay(e)),

k=1

de modo que [y;| < 1A, llejls = 14,1 y. por tanto, lyl. < A, ]. Esta
desigualdad, junto a la que vimos antes, nos dice que la aplicacién (3.2.2) es
una isometria. Ahora sélo queda probar que es “sobre”. Para ello partimos
de A € (I')* y queremos encontrar y € [ tal que A = A,. Lo primero que
hacemos es observar que, para cada = € [*, podemos escribir

o n o0
— 1 —
r = E zje;, enl', ya que ||z — E zje;|| = E |z;| — 0 cuando n — oc.

Entonces

Alz) = A (Z Ij‘%‘) = ijA(ej) = Ay(2),
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para y = (A(e;))32,. Solo hay que asegurarse de que y € [>°; pero ésto es
inmediato, ya que [yl = [A(e;)] < [Alllejl = Al Queda probado que

A = A, y ello termina la demostracion.

Teorema 3.2.3 (cy)* = I'; mds concretamente, si para cada y € I' definimos

Ay : cg — C mediante
j=1
obtenemos una aplicacion

ll SN (CO)*
Yy — Ay,

(3.2.4)

que resulta ser una isometria lineal de I* sobre (co)*.

Demostracién. Dados y = (y;)32, € I' y 2 = (2;)2, € co,

o0
§ T3
j=1

lo cual nos dice que

Ay ()] =

o0 o0
<D lwgyil < D lyslsup il = llyllhlizle,
j=1 j=1 J

Ay e(c)” y Ml < Tlylls,

de modo que la aplicacién (3.2.4) es lineal y continua. A continuacién vemos

que, de hecho, es una isometria.

lylls = lysl = yjsen(yy),
j=1 j=1

donde |
'i—j siy; #0
sgn(y;) =
0 siy; =0

Dado n € N, si consideramos el vector

T = (Sgn(y1)7“' 7Sgn<yn)707 07 707"'> € Co,

podemos escribir

D luil =Dy = 1Ay (@) < A1z, < 1A -
j=1 j=1
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Asi pues, [ly]l1 < ||Ay]]; lo que nos da, junto a la desigualdad opuesta que vimos
antes, que la aplicacién (3.2.4) es una isometria. Queda por ver que es “sobre”.
Sea A € (¢o)*. Dado un z arbitrario de ¢y, observamos que

n
r — E l’jej
j=1

= sup |z;| — 0 paran — oo.
n+1<j<o0

T = E xje; en ¢y, ya que
, .

Por lo tanto

=A (Z fUﬂj) = ijA(€j> = Ay(z)

para y = (A(e;))32,. Nos queda ver que y € I*. Pero, dado n € N, arbitrario,
podemos escribir, con ciertos 0; € R,

Zm —zm . !—Ze"’fA ) (z) < AL

Vemos asi que ||y||1 <||All y A = Ay, lo que completa la demostracién.

Corolario 3.2.5 Nicy nil' ni > son reflexivos.

Demostracion. Comenzamos mirando a ¢q. La aplicacién
Jico— =" =1®

se define como J(z)(y) = Ay(z) = A,(y), es decir, con las identificaciones que
hemos hecho, J(z) = x. En otras palabras, J es, simplemente la inclusién de
co en [, que, desde luego, no es “sobre”. Esto nos dice que ¢y no es reflexivo.

Como ¢y es un subespacio cerrado de [* y sabemos que los subespacios
cerrados de un espacio reflexivo, son también reflexivos (problema 6 de la
seccién anterior), concluimos que tampoco [*° es reflexivo.

Pasemos ahora al caso de I*. Como I' = (¢y)* y ¢ no es reflexivo, podemos
ya afirmar que ' no es reflexivo (problema 7 de la seccién anterior). Damos,
de todos modos, un argumento especifico. Tenemos, como antes, la aplicacién

ll i) (ll)** — (loo)*

r — A,

Lo que complica un poco la situacién es que no sabemos quién es (I°°)*. En
realidad no necesitamos saberlo. Basta observar que, puesto que ¢y es un
subespacio cerrado propio de [*°, el corolario 3.1.10 nos asegura que existe
A € (I°°)*\ {0}, tal que A(cg) = 0. Este funcional no puede ser de la forma A,
para ningin x € I}, pues en ese caso, el teorema 3.2.3 conducirfa a x = 0. Por
lo tanto, {! tampoco es reflexivo.

[
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Teorema 3.2.6 Sea 1 < p < co. Entonces (IP)* = 1" donde p' es el exponente

conjugado de p, es decir, el unico que satisface §+1% = 1. Mas concretamente,

si para cada y € 1P definimos Ay : P — C mediante
Ay(x) = ijyh
j=1

obtenemos una aplicacion

[N (IP)*

y|—>Ay,

(3.2.7)

que resulta ser una isometria lineal de I’ sobre (IP)*.

Demostracién. Dados y = (y;)32, € Pyax= (z;)32, € [7, la desigualdad de
Holder nos conduce a

Ay ()] =

o0
E :flijj
j=1

o0
<> lagul < el llylly
j=1

lo cual nos dice que
Ay e () v 10 < Nyl

de modo que la aplicacién (3.2.7) es lineal y continua. A continuacién vemos
que, de hecho, es una isometria. En efecto

o0 oo o0
Iyl = "yl = sl Myl =D i,
j=1 j=1 j=1
donde z; = |y;|” ~!(sgny;) son las componentes de un vector x € [P, ya que

[e’e) o] [e’¢)

/_ / /

lelly =l =D 1ysl 0P =D lysl” = Nl
j=1 7=1 7j=1

Por lo tanto,
Il = 1A, @) < I8l = 18wl
o0, en otras palabras
1yl < (1A

Esta desigualdad, junto a la que va en sentido contrario, que establecimos
al comienzo de la demostracion, nos asegura que la aplicacién (3.2.7) es una
isometria. Veamos, para terminar, que es “sobre”. Para cada x € [P, podemos
escribir

o0
xr = E zje; donde la serie converge en (P,
J=1
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pues, efectivamente
Xr — Z Zj€j4
j=1
Entonces, para cada A € (I?)* y cada = € [P, podemos poner
Alz) =A (Z xjej> = ij/\(ej).
7=1 j=1

Resulta que el vector y = (y;)32; con y; = A(e;) pertenece a . En efecto,
para cualquier n € N,

s 1/p
= ( Z |:1cj|p> — 0 para n — oo.

j=n+1

p

Yol =D 1A =D M) sen(Ale;)Aley).
7j=1 7=1 j=1
Pero este niimero no es mas que la imagen mediante A del vector
> IAE)P sgn(Ales)e:
j=1

que es un vector de [P con norma
n l/p n l/p
()= ()
j=1 J=1
Entonces
n n 1/p
Sl < ()
j=1 j=1
En definitiva, tomando el supremo en n, vemos que
[yl < [IA]]

y llegamos a que A = A,, como queriamos demostrar.

Corolario 3.2.8 Para cadap > 1 <p < oo, P es reflexivo.
Demostracion. Es evidente que la aplicacion
TP — () =) =0,

que viene dada por
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no es otra, habida cuenta de las identificaciones intermedias, que la identidad
en [P,
]
Los teoremas 3.2.1 y 3.2.6 son casos particulares del siguiente resultado
general, debido a F. Riesz.

Teorema 3.2.9 Sea (2, M, 1) un espacio de medida o—finito. Entonces, pa-
ra todo 1 < p < oo, LP(u)* = L¥ (n), donde p' es, como antes, el exponente
conjugado de p. Mds concretamente, si para cada g € LP(u), definimos

Ay LP(n) — C mediante
— [ Falgta)duta),
Q

obtenemos una isometria de LP (1) sobre LP(p)*

(3.2.10) ¥ (“; - /LXPF“)*

Demostracién. Dada g € L” (u), la desigualdad de Holder garantiza que A,
estd bien definido, y satisface

Mg (D < Mgl [ f1lp VS € LP (),

de modo que Ay € LP(p)* v ||Ayl| < ||g],r- Tenemos asi bien definido el opera-
dor lineal y continuo (3.2.10). Para ver que es una isometria se procede como
en los teoremas 3.2.1 y 3.2.6.

Comencemos con el caso p’ < 0o, es decir, p > 1. Tenemos

o1l = [ Tt duto) = [ lo()l sn(a(o)atalduta) = Ay(£)

para f(z) = |g(x)|”'sgn(g(x)), que es una funcién perteneciente a LP(u), ya

que
/ (@) Pdule / 19(2)[ D dpu() = g

115 = [Ag(H] < 1A Il = IANlgl15 -
p/

Como p' — £ =1, obtenemos, finalmente [|g[l,y < [[Ag]|, que es la desigualdad

Entonces

que nos faltaba para concluir que la aplicacién (3.2.10) es isometria en el caso
p> 1.
Analicemos ahora el caso p = 1, o sea, p’ = co. Supongamos 0 < & < ||¢g||c-

Esto quiere decir que
p({z o [g(@)] >a}) >0
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Como nuestro espacio de medida es o—finito, existira algin conjunto medible
AcC{z : |g(x)| > a}, tal que 0 < u(A) < oo. Pero, entonces,

1
a<ts / 9(2)|dp(z) = Ay(f),

para f(z) = ﬁXA(x)sgn(g(x)), que es una funcién de L*(p) con || f]l; = 1.
Llegamos a la desigualdad a < ||A,||, que nos da, al acercarse a a /g,
9]l < ||Ag]l. Asi completamos la demostracién de que (3.2.10) es una iso-
metria también para p = 1.

Queda por ver que la aplicacién (3.2.10) es “sobre”.

» Primero suponemos que p es finita, es decir, que p(£2) < oo. Partimos
de A € LP(u)* y pretendemos encontrar una g € L” (), tal que A = A,
Para ello definimos

v: M — C mediante v(E) = A(xg) VE € M.

Resulta que v es una medida compleja. En efecto, si (Ej);’il es una
sucesion de conjuntos M—medibles disjuntos dos a dos, tenemos

o0

v ([_] Ej> =A (XU;?‘;lEj> =A (i XEj> = iA(XEj) = ZV(Ej)'

Jj=1

La tercera igualdad es consecuencia de que

o
XU, E; = g XE;
Jj=1

en el sentido de la convergencia en LP(u), es decir

o 1/p
’ LP(p) K ( U ]>

XU B; — ZXEj Xuse, B
=t e e
0o 1/p
= ( Z ,u(Ej)> — 0 para n — oo.
j=n+1

Por otro lado, es evidente que la medida v es absolutamente continua
con respecto a la medida u, es decir,

uw(E)=0=v(E)=0.

Entonces se sigue del teorema de Radon-Nikodym, que existe g €
LY (), tal que

Alxe) = W(E) = [E g(2)du(z) = / xe(@)g(x)du(z) ¥ E € M
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y, por consiguiente
A(s) = / s(x)g(x)du(x) para toda funcién simple s.
Q

Sean A, = {zx€Q : |g(z)| <n}. Si ponemos g,(z) = xa,(r)g(x),
tenemos g, € L¥ (u) ¥ n € Ny podemos calcular su norma como

/Q () g (1) dpi()

gnllyy = sup
psimple s|lg||,<1

Como

/Q () g () dpi()

/Q o(@)xa, (2)g(@)dn(z)| = |A(oxa)]

y
[A(exan)l < [AlHlexanlly < [l < (1A,

llegamos, finalmente, a
lgnlly <Al V neN

y, asi, vemos que g € L¥ (1). Ahora, basta observar que A y A, coinci-
den sobre las funciones simples, que son densas en LP(u). Esto implica
inmediatamente, que A = A,, como queriamos demostrar.

» Supongamos ahora que u(2) = co. Entonces, como estamos suponiendo
que la medida p es o—finita, podremos escribir = J~ | ,,, donde los
conjuntos €2, son medibles, con p(€,) < oo ¥V n € Ny disjuntos dos a
dos. Sea A € LP(u)*. Por el apartado anterior, sabemos que existe una
funcién medible g en Q, tal que xq,g € L” (1) Vn € Ny A(f) = Jo fodp
para todas las f € LP(u) que se anulen fuera de algin €),. Entonces
YN €N, xuy 0.0 € D7 () ¥ A(F) = Jy, fodn para toda f € LP(u) que

N
se anule fuera de | J,,_; 2.

Sea f € LP(u) arbitraria. Para cada N € N, definimos fy = Xuv_a,l-
Tendremos A(fn) = [, fvgdpy fnv — f en LP(u) para N — oo, ya que
If = fnlls = J, | f|Pdu — 0 para N — oo (estamos aplicando la me-
dida E — [ |f|Pdp a la familia decreciente de conjuntos (U3, ;Qn)-1,
cuya interseccién es el conjunto vacio). Se sigue que A(fy) — A(f) para
N — o0. Por otro lado

/Q|fN9|d/~L = A(lfnlsen(g)) < (Al fxsgn(g)llp < A,

]OVO+1Q”

lo que nos lleva, utilizando el teorema de convergencia mondtona, a la
desigualdad

/Q Faldu < [AIIF],
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Después, por el teorema de convergencia dominada

A(f) = Jim. /Q Fugdy = /Q lim frgdp = /Q fodu.

XUN_ 0,9 ’p/ < ||A|| VN € N, obtenemos ||g|,y < [|A]|

y concluimos la demostracién de que A = A,.

Finalmente, como ‘
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Ejercicios

1. Demostrar que el espacio L'[0, 1] no es reflexivo. Deducir que tampoco
son reflexivos ni L*°[0, 1] ni CJ0, 1].

2. Demostrar que si 1 < p < oo, el teorema 3.2.9 sigue siendo cierto para un
espacio de medida arbitrario, mientras que para el caso p = 1 es necesaria
alguna restriccion sobre el espacio de medida.

*

(Sugerencia: Un funcional A € LP(u)* siempre se anula fuera de algin

conjunto o—finito)

3. Demostrar que, para cualquier medida p y cualquier p 31 < p < 00, el
espacio LP(u) es reflexivo.

4. Sea (2, M, 1) un espacio de medida o—finito y sean p y p’ exponentes
conjugados, con 1 < p < 0o. Sea g una funcién medible definida en €2,
tal que fg € L'(u) para toda f € S, el espacio de las funciones simples
integrables, o lo que es lo mismo, aquellas que se anulan fuera de un
conjunto de medida finita, y ademas, la cantidad

A@@w:wp{lg@m\:feSynﬂuzl}

es finita. Demostrar que g € L” (1) v ||gll,y = My (g)-
.Se puede eliminar la condicién de que p sea o—finita?

5. Proporcionar los detalles de la siguiente demostracién, debida a J. von
Neumann, del teorema de Radon-Nikodym:

Sea (2, M, ), un espacio de medida o—finito y sea v una medida com-
pleja, o—finita, absolutamente continua con respecto a u. Se pretende
demostrar que existe una funciéon medible f, tal que

v(E) = /Ef(w)d,u(x) VE € M tal que v(F) < 0.

(a) Ver, antes que nada, que se puede suponer que tanto p como v son
medidas finitas positivas.

(b) Considerar la medida p = p+ v y aplicar el teorema de representa-
cién de F. Riesz al funcional A definido como

Mﬁ=£ﬂ@wm

sobre L?(p).
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6.

10.

Sea (€, M, i) un espacio de medida o—finito y sea 1 < p < oo. Supon-
gamos que g es una funcién medible definida en Q, tal que fg € L*(p)
para toda f € LP(u). Demostrar que g € L¥ (1) y

||g||pf=sup{‘ / fgdu‘ Fer > ||f||p=1}

.Se puede relajar la condicién sobre el espacio de medida?

Sea (X, )aca una familia de espacios normados. Para cada a € A desig-
namos la norma en X, como || — [|o. Dado 1 < p < 00, definimos

p 1/p
XPE@XQE xGHXa C ezl = (ZH:CQH{;) < 00

acA

También definimos

XooEEBXaE{:veHXa : ||x||zsup||xa||a<oo}.

acA

Sea X = X, para algin 1 < p < oo.

(a) Demostrar que X es un espacio normado y que Vo € A, la proyeccién
P, : X — X, es una aplicacién lineal continua con ||P,(z)| <
||| V z € X.

(b) X es un espacio de Banach si y sélo si cada X, es un espacio de
Banach.

(c) Cada proyeccién P, es una aplicacién abierta de X sobre X,.

Si en el problema precedente A = N, tiene sentido definir también
Xooo = {(@n)nen : zn € Xy ||zn|ln — 0 para n — oo}

como un subespacio de X,. Ver si las afirmaciones del ejercicio anterior
siguen siendo ciertas para X o.

Con la misma notacién del ejercicio 7, demostrar que, si 1 < p < oo, X,
es separable si y sélo si el conjunto A de indices es numerable y cada X,
es separable. Ver ademas que X, es separable si y sélo si el conjunto A
es finito y cada X, es separable.

Demostrar que el espacio X del ejercicio 8 es separable si y sélo si
cada espacio X,, es separable.
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11.

12.

Demostrar que el dual del espacio X,, del ejercicio 7, con 1 < p < oo, es
isométricamente isomorfo a

p/
*
Dx.
acA

donde p’ es el exponente conjugado de p, es decir, el tinico que verifica
I/p+1/p =1.

Demostrar que el dual del espacio X, o del ejercicio 8 es isométricamente

isomorfo a
1
*
D

neN



Capitulo 4

ESPACIOS VECTORIALES
TOPOLOGICOS

4.1. Definiciones y primeras propiedades

Definicién 4.1.1 Sea X un espacio vectorial sobre el cuerpo K =R ¢ C. Sea
T una topologia sobre X. Diremos que 7 es una topologia vectorial ¢ lineal
st cumple las dos condiciones siguientes

(a) Yz € X, el conjunto {x} es cerrado.

(b) Las operaciones

XxX — X y KxX — X
(x,y) —— z+y (N z) — A

son continuas.

Un espacio vectorial topolédgico (usaremos, con frecuencia la abreviatura
EVT) es un par (X, T) formado por un espacio vectorial X sobre el cuerpo K =
R ¢ C, junto con una topologia vectorial T definida en X. A veces hablaremos

del EVT X, sin mencionar explicitamente la topologia T .

Dado un EVT X, definimos, para cada a € X, el operador de traslaciéon

X 15 X
r — Ty(r)=x+a.

También para cada A € K\ {0}, definimos el operador de multiplicacién
x & ox
r — My(z) = Az,

Proposicién 4.1.2 Va € X, y VA € K\{0}, T, y M, son homeomorfismos.

95
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Demostracién. Es consecuencia inmediata de la propiedad (b) de la definicion
de EVT que T, y M) son aplicaciones continuas. Por otro lado, los axiomas
de espacio vectorial implican que T, y M) son biyecciones cuyas inversas son,
respectivamente, T_, y Mj\. Asf pues, se trata de homeomorfismos.

[ |

Corolario 4.1.3 En un EVT X, un conjunto E C X es abierto si y solo si
Va € X, E + a es abierto. La topologia queda determinada por un sistema
fundamental de entornos de 0, que es lo que llamaremos una base local.

Definicién 4.1.4 Un subconjunto E de un EVT X se dice que es acotado si
para cada entorno V de 0, existe s > 0, tal que Vt > s, E CtV.

Se sigue de la proposicion 1.1.10 del capitulo 1, que todo espacio normado
es un EVT; pero veremos en este capitulo que hay muchos ejemplos naturales y
utiles de EVT que no son normados. Comenzamos poniendo nombres a algunas
clases importantes de EVT.

Definicién 4.1.5 Sea X un EVT. Diremos que

(a) X es localmente convexo si ezxiste una base local B formada por con-
Juntos converos.

(b) X es localmente acotado si 0 tiene algin entorno acotado.
(¢) X es localmente compacto si 0 tiene algin entorno compacto.

(d) X es metrizable si su topologia coincide con la topologia asociada a
alguna métrica.

(e) X es de tipo F si su topologia viene dada por alguna métrica inva-
riante completa. Una métrica o distancia d se dice que es invariante
siVe,y,z € X, d(x + z,y + z) = d(x,y) y se dice que es completa
cuando el correspondiente espacio métrico es completo.

(f) X es un espacio de Frechet si X es un espacio locamente convexo que
ademas es de tipo F.

(9) X es normable si existe una norma que induce sobre X la topologia de
partida.

(h) X tiene la propiedad de Heine-Borel si todo conjunto cerrado y aco-
tado es compacto.
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Veremos que, entre los tipos de EVT que acabamos de introducir, existen
las siguientes relaciones, que demostraremos més adelante.

s X localmente acotado = X tiene una base local numerable.

X es metrizable <= X tiene una base local numerable.

X es normable <= X es localmente convexo y localmente acotado.

X es localmente compacto <= X es de dimensién finita.

X localmente acotado con la propiedad de Heine-Borel = X es de di-
mension finita.

Lo primero que vamos a hacer es precuparnos por las propiedades de se-
paracién. Veremos que los axiomas de EVT implican que todo EVT es de
Hausdorff, a pesar de que la tunica propiedad de separacién que hemos pedido
explicitamente es que los puntos sean cerrados (propiedad (a) de la definicién
4.1.1). Necesitamos un lema previo sencillo.

Lema 4.1.6 Sea W un entorno de 0 en el EVT X. Entonces existe U, entorno
abierto de 0, tal que U = —U (se dice en ese caso que U es simétrico) y
U+ U C W, lo que implica, desde luego, que U C W.

Demostracion. Como la aplicacion

XXX E— X
(r,y) +— z+y

es continua y lleva (0,0) a 0, dado W, entorno de 0, existiran V; y Vs, entornos
abiertos de 0, tales que Vi+V, C W. Tomando luego U = ViNVoN(=Vi)N(—=V3),
tendremos un entorno abierto del 0 con las propiedades deseadas.

[ |

Teorema 4.1.7 Sean K, compacto y C, cerrado, subconjuntos disjuntos de un
EVT X. Entonces existe V, entorno abierto de 0, tal que

(K+V)n(C+V)=0.
K+ V yC+YV son abiertos que contienen a K y C respectivamente.

Demostracién. Si K = (), no hay nada que demostrar. Sea, pues, K # ().
Usando que C' es cerrado y K C X\ C y apelando al lema 4.1.6, podemos
asociar a cada x € K, un entorno abierto y simétrico del 0, al que llamaremos
V., tal que

(x4+Vo+V,+Vo)NnC =0.
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Esto implica, por ser V, simétrico, que
(x+Ve+ V)N (C+V,) =0.
Como K es compacto, existiran 1, ,x, € K, tales que
K C (x4 V) U U (2, + Vi),

Si definimos V =V, N---NV, , tendremos

K+VcU(a;j+V;j+V)CU(ijrV;jJerj).

j=1 j=1
Ningtn término de esta union corta a C'+ V., de modo que resulta
(K+V)Nn(C+V)=0.

Observemos que
K+V=|J@+V)
zeK
y, como cada x + V es abierto, es claro que K + V es un abierto que contiene
a K. Igualmente C' + V es un abierto que contiene a C.
[ ]
Observacion. En realidad, en el teorema anterior, se tiene

K+Vn(C+V)=0,yaque K+V CX\(C+V)yX\(C+YV) es cerrado.

Corolario 4.1.8 Si B es una base local del EVT X, entonces, cada elemento
de B contiene el cierre de algin elemento de B.

Demostracion. Sea W € B. Basta aplicar el teorema, junto con la obser-
vacién que sigue a su demostracion, a los conjuntos K = {0} y C' = X\ W.
Encontramos V' € B, tal que

{0} + VN ((X\W)+V)=0;

de donde se sigue

VX\(X\W)+V)cCW.

Corolario 4.1.9 Todo EVT es de Hausdorff.

Demostracién. Sean z e y dos puntos distintos del EVT. Basta aplicar el
teorema 4.1.7 con K = {z} y C = {y}.

[

En el siguiente teorema coleccionamos algunos hechos béasicos relativos al
comportamiento de cierres e interiores.
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Teorema 4.1.10 Sea X un EVT. Entonces

(a) Si V es la coleccion de todos los entornos de 0 y B es una base local

cualquiera, se tiene que

VACX, A= (J(A+V)=[)(A+V).

Vey veB

(b) VA, BCX, A+ BCA+B.

(c) SiY es un subespacio vectorial de X, entonces su cierre Y, también es

un subespacio vectorial de X.

_ o
(d) Si C C X es convezo, entonces, también su cierre C' y su interior C' son

CONVETOS.

(e) Si B C X es un conjunto equilibrado (lo cual quiere decir que Yo €

K 5 |a] < 1, se cumple aB C B), entonces su cierre B, también es

equilibrado. Si ademds 0 €B, entonces, también B es equilibrado.

(f) Si E C X es un conjunto acotado, entonces su cierre E, también es

acotado.

Demostracién.

(a)

(b)

rE€EA=VWEB, (a-V)NA#D<=VVW B, rcA+V.

Sean @ € Ay b € B. Queremos demostrar que a + b € A+ B. Para
ello tomamos un entorno cualquiera W de a + b y queremos ver que
W N (A+ B) # (). Ahora bien, por la continuidad de la suma, sabemos
que existen W7, entorno de a y Ws, entorno de b, tales que Wy +Wy C W.
Como a € A, sabemos que W1 NA # 0, de forma que existird x € W, N A.
Por la misma razén, puesto que b € B, existird y € Wy N A. Entonces
r+y € (Wi+We)N(A+B) C WN(A+ B). Por tanto, WN(A+ B) # 0,

como queriamos demostrar.

En primer lugar Vo € K, aY = Y. Esto es obvio para a = 0 v,
para a # 0 se sigue de que el operador de multiplicacion M, es un
homeomorfismo (proposicién 4.1.2).

Después, si tenemos «, y 3 € K, resulta
QY + Y =aY + Y CaY + Y C Y,

donde hemos usado la propiedad (b) que probamos en el apartado ante-
rior.
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(d) Sea C convexo. Para ver que C es convexo procedemos como en el apar-
tado anterior. Si 0 < ¢t < 1, tenemos

1-t)C+tC=(1—-t)C+tCC(1—-t)C+tC CC.
Pasamos ahora a ver que C' es convexo. Sea, como antes, 0 < t < 1. Desde
luego, como CC C'y C es convexo, es claro que (1 —t) C +t CC C. Pero
(1—t) C'y t C son abiertos, de forma que su suma también es un abierto.

Se sigue, por tanto, que (1 —t) C' +t CCC' .

(e) Sea 0 < |a| < 1. Entonces aB = aB C B y también o B= (aB)° C
aB C B, de donde se sigue que « BCB . Si se supone ademés que 0 €5,

entonces a BC B, incluso para a = 0.

(f) Sea V un entorno de 0. Sabemos que W, entorno de 0, tal que W C V.

Como FE es acotado, para t grande, tendremos E C tW. Entonces, E C
tW C tV.

Necesitaremos el siguiente resultado técnico
Proposicién 4.1.11 Sea X un EVT. Entonces

(a) YV, entorno de 0, U, entorno equilibrado de 0, tal que U C V.

(b) YV, entorno convexo de 0, U, entorno convexo y equilibrado de 0, tal
que U C V.

Demostracién.

(a) V.= 30 > 0y W, entorno de 0, tales que alW C V si |a| < 0. Sea
U= U\a|<6 aW. Claramente, U es entorno equilibrado de 0 y U C V.

(b) Sea, ahora V' un entorno convexo de 0. Sea A = ﬂ|a|:1 aV. Elegimos W,
entorno equilibrado de 0, tal que W C V. Si|a| =1, a™'W =W C V,

de donde W C aV y asi, W C A, de modo que A es un entorno de
0. Desde luego, AC V' y, como A es convexo, A también serd convexo.

Queda por ver que A es equilibrado. Sean 0 < r < 1y |§| = 1. Entonces
rBA = ﬂ‘a|:1 rBaV = m|a\=1 raV C m|a\=1 aV = A, ya que, al ser aV
un convexo que contiene a 0, raV. C aV.

Corolario 4.1.12 = Todo EVT tiene una base local equilibrada.
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s Todo EV'T localmente convexo tiene una base local convexa y equilibrada.
En ambos casos los elementos de la base se pueden tomar abiertos.

Teorema 4.1.13 Sea V un entorno de 0 en el EVT X. Entonces

(a) Si0<r <ryg<---<r,<--— 00, se tiene

X = [OJ V.
n=1

(b) Todo compacto K C X es acotado.

(¢) Sidy >0y >+ >08,--+-— 0y V es acotado, se sigue que la coleccion
(0,V)22, es una base local de X.

n=1
Demostracion.

(a) Sea z € X. El conjunto N, = {a € K : ax € V} es un entorno de 0
en K, de manera que, para n grande tendremos ri € N,., olo que es lo
mismo, Ti:v € V. Asi pues, x € r,V para n grande.

(b) Sea U un entorno abierto y equilibrado de 0 tal que U C V. Por lo que
acabamos de ver K C U2 ;nU vy, por ser K compacto, existirdn nimeros

naturales nqy < no < --- < ng, tales que
K CnUUnyU---UngU = (por ser U equilibrado) = n,U.
Sit > ng, entonces K C tU C tV.

(c) Sea U un entorno de 0 en X. Como V se estd suponiendo acotado, exis-
tira s > 0, tal que V C tU, Vt > s. Sea n suficientemente grande para
que sd, < 1. Entonces

1
Vca—U:>U35nV.
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Ejercicios
1. Sea X un espacio vectorial. Probar las siguientes afirmaciones, donde
todos los conjuntos mencionados se supone que son subconjuntos de X.
(a) 2A C A+ A; aunque puede ocurrir que 24 # A + A.

(b) A es convexo siy sélosi (s+t)A = sA+tA para todos los escalares
positivos s y .

(¢) Toda unién (y también toda interseccién) de conjuntos equilibrados
es equilibrado.

(d) Toda interseccién de convexos es convexo.

(e) Si I" es una coleccién de conjuntos convexos que estd totalmente
ordenada por inclusion,

entonces la uniéon de todos los miembros de I' es un convexo.
(f) Si Ay B son convexos, también lo es A + B.
(g) Si Ay B son equilibrados, también lo es A + B.
(h) Demostrar que las partes (d), (e) y (f) también se cumplen con

subespacios en lugar de convexos

2. La envolvente convexa de un conjunto A en un espacio vectorial X es,
por definicién el minimo convexo que contiene a A. Le llamaremos co(A).
Demostrar que

co(A):{t1x1+~--+tnxn : ijA,thO,thzl,neN}.

J=1

3. Sea X un espacio vectorial topologico. Todos los conjuntos mencionados
mas abajo se supone que son subconjuntos de X. Demostrar las siguientes
afirmaciones.

(a) La envolvente convexa de cada abierto es, a su vez, abierta.

(b) Si X es localmente convexo, entonces la envolvente convexa de cada
conjunto acotado es acotada; pero ésto deja de ser cierto si no hay
convexidad local.

(¢) Si Ay B son acotados, también lo es A + B.

(d) Si Ay B son compactos, también lo es A + B.

(e) Si A es compacto y B es cerrado, entonces A + B es cerrado.
(f) En general, la suma de dos cerrados puede no ser cerrado.

4. Sea B = {(21,29) € C* : |21 < |29|}. Demostrar que B es equilibrado
pero su interior no lo es.
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5. Demostrar que un conjunto E es acotado en un espacio vectorial to-
poldgico si y sélo si todo subconjunto numerable de E' es acotado.

6. Sea X un EVT y sea M un subespacio cerrado de X. Ver que la topologia
natural del espacio cociente X/M es una topologia vectorial e investigar
qué propiedades de X permanecen al pasar al cociente.

7. Sea X un EVT y sea A C X un subconjunto cerrado. Demostrar que A
es convexo si y soélo si

1
Vao,y € A, é(x—l—y) € A.

8. Para cada t € R y cada n € Z, definimos e, (t) = €™, y consideramos
también
fo=e€_n+ne,, neNl

Todas estas funciones las vemos como elementos del espacio de Hilbert
X = L*[—7,7]. Sea X; el minimo subespacio cerrado de X que contiene a
los e,, n > 0y sea X, el minimo subespacio cerrado de X que contiene a
los f,, n > 1. Demostrar que X; 4+ Xy es denso en X pero no es cerrado.

Por ejemplo, el vector
oo
T = E n’le,n
n=1

pertenece a X pero no pertenece a X; + Xo.
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4.2. Aplicaciones lineales

Teorema 4.2.1 Sean X e Y dos EVT y sea T : X — Y wuna aplicacion
lineal. Supongamos que T es continua en 0. Entonces, T es uniformemente
continua, es decir

VYW entorno de 0 en Y,3V entorno de 0 en X 5 y—x € V = T(y)—T(z) € W.

Demostracion. Que T : X — Y sea continua en 0 quiere decir que, dado
W entorno de 0 en Y, podemos encontrar V' entorno de 0 en X, tal que T'(V') C
W. Pero entonces, como T es lineal,

y—zrzeV=Ty—xz)=T(y) —T(x) e W.

Teorema 4.2.2 Sea X un EVT y sea A : X — K un funcional lineal distinto
del funcional 0. Utilizaremos la notacion N(A) para designar al nicleo de A,
es decir, N(A) = A=1(0). Entonces, son equivalentes las siguientes propiedades

(a) A es continuo.

(b) El subespacio N'(A) es cerrado.

(¢) El nicleo N(A) no es denso en X.
(d) A es acotado en algin entorno de 0.

Demostracién. (a)=(b) se sigue por ser {0} un cerrado.

(b)=-(c), ya que, por hipétesis N'(A) # X.

(c)=(d). Sea x € X\ N (A). Entonces existira algun V, entorno de 0 en X, que
podemos suponer equilibrado, tal que (z +V)NN(A) = 0. A(V) serd un sub-
conjunto equilibrado del cuerpo K. Esto implica que si A(V') no fuera acotado,
tendria que ser A(V) = K. Pero esta tltima posibilidad conduce a una contra-
diccién. En efecto si fuera A(V) = K, existiria y € V, tal que A(y) = —A(x).
Pero entonces, z+y € N(A), lo cual estd en contradiccién con el hecho de que
(x+V)NN(A) = 0.

(d)=(a). Si suponemos que |[A(x)| < M Vx € V, entorno de 0 en X y nos dan
r > 0, tendremos |A(z)| < r Vo € W = (r/M)V. Asi pues, A es continuo en 0,
y, por lo mismo, continuo.

Lema 4.2.3 Supongamos que Y es un subespacio vectorial del EVT X y que
Y es localmente compacto con la topologia heredada de X. Entonces Y es un
subespacio cerrado de X.
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Demostracion. Como Y es localmente compacto, existiran K compacto C Y
y U, entorno de 0 en X, tal que U NY C K. Sea V un entorno simétrico de 0,
que cumpla V' +V C U. Entonces

(4.2.4) Vr € X YN (z+ V) es compacto.

En efecto. Fijemos # € Xy también yy € YN(2+V). Para todoy € YN(z+V),
se tiene que o
y—%w=y—r)+(x—y)eV+VCU

y ademas, y — yo € Y, ya que Y es un subespacio vectorial. Asi pues, y — yo €
UNY C K. Se sigue que

YN(x+V)Cy+K;

pero yy + K es un compacto de Y y el conjunto Y N (x + V) es cerrado en Y.
Como subconjunto cerrado de un compacto serd compacto, lo que termina la
demostracion de 4.2.4.
Ahora pasamos a demostrar que Y es cerrado. Sea x € Y. Utilizaremos la
base local
B={W abiertode X 5 0 W C V}.

Para cada W € B, sea By = YN (z+W). Como W C V, cada Ey es compac-
to. Como = € Y, ningtin Ey es vacio. Asi tenemos una familia de compactos
{Ew : W € B} que, claramente, tiene la propiedad de que cualquier subfa-
milia finita tiene interseccién no vacia. Se sigue, entonces, que (5 Ew # 0.
Ahora
z € ﬂ By =z2€Yyze ﬂ(:ﬁ—{—W):{x}
weB weB

Asi queda demostrado que = € Y y, en definitiva, que Y es cerrado.

[ |

Teorema 4.2.5 Sea X un EVT sobre K = R o C. y sea Y un subespacio
vectorial de dimension finita (llamémosle n) de X. Entonces

(a) Todo isomorfismo lineal ® : K" — Y es un homeomorfismo.

(b) Y es cerrado.

Demostracién. Antes que nada observamos que (b) es consecuencia de (a) y
del lema 4.2.3, ya que K" es siempre localmente compacto. Nos concentramos
en demostrar (a). Lo hacemos por induccién sobre n.

Para n = 1. tendremos ®(a) = a®(1) = au, si llamamos u a (1) € Y.
La continuidad de la multiplicacion por escalares nos da inmediatamente que
® es continua. Su inversa ®~! = A es un funcional lineal biyectivo al cual
se puede aplicar el criterio de continuidad del teorema 4.2.2. Como A~1(0) =
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{0}, que es cerrado, resulta que A es continua y asi queda visto que ¢ es un
homeomorfismo.

Si suponemos (a) cierto para una determinada dimensién n, veamos c6mo
podemos extender el resultado a dimensién n + 1. Sea Y un subespacio de X
de dimensién n+1 y sea ® : K*™' — Y un isomorfismo lineal. Si los vectores
de la base canénica de K" tienen como imdgenes respectivas wuy, -« - , Upi1,
sera

Do, -+, apg1) = aruy + -+ Qg 1l
De nuevo basta apelar a la continuidad de las operaciones del espacio vectorial
para concluir que ® es continua. Su inversa la escribimos como

<I>_1(y) = (Al(y)7 T 7An+1(y))a

donde y = A1(y)us + -+ + A1 (y)uns1. Todo lo que hemos de ver es que
cada uno de los funcionales lineales A; es continuo. Para ello utilizamos el
criterio del teorema 4.2.2. Pero el nicleo del funcional A; es el subespacio
vectorial engendrado por los n vectores que resultan de quitar u; a la base
{ug}7*]. Ahora bien, por la hipétesis de induccién, todos estos espacios n—
dimensionales son cerrados. Asi resulta que ® es homeomorfismo.

[ |

Tenemos la siguiente extension del teorema de F. Riesz.

Teorema 4.2.6 Sea X un EVT localmente compacto. Entonces X es de di-
mension finita.

Demostracién. Estamos suponiendo que existe un entorno V' de 0, tal que
V' es compacto. Se sigue que V' es acotado y, de acuerdo con la parte (c) del
teorema 4.1.13, {27V },.cn es una base local. Como V' es compacto, tendremos

— 1 1
VC($1+§V)UU(ZUm+§V)

para ciertos vectores xy,- -, Ty,. Sea Y = [x1,- -+, ], que, por ser de dimen-
sion finita, serd un subespacio vectorial cerrado de X.

1 1 1
VcY+ V= _-VCY+-V.
C —|—2 5 - +4

Pero, entonces
1 1 1
VCY+§VCY—I—Y—I—ZV:Y+ZV.
Asi podemos establecer que
Vo [((Y+2V)=Y =Y.
neN

Multiplicando por escalares y usando el apartado (a) del teorema 4.1.13, resulta
X =Y, como queriamos demostrar.
[
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Corolario 4.2.7 St X es un EVT localmente acotado y que cumple la propie-
dad de Heine-Borel, entonces X tiene dimension finita.

Demostracion. Por hipotesis, existe V, entorno acotado de 0; pero, entonces,
V' sera un entorno cerrado y acotado de 0. La propiedad de Heine-Borel implica
que V sera compacto y, de ahi, por el teorema 4.2.6, X serd de dimension finita.

[ |
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Ejercicios
1. Supongamos que X e Y son espacios vectoriales topolégicos, que T :
X — Y es lineal, que M es un subespacio cerrado de X tal que T'(z) = 0
para todo z € M. Llamemos 7 : X — X/M a la aplicacién cociente.
Demostrar que existe una unica f : X/M — Y que satisface T = f o .
Probar que esta f es lineal y que T' es continua si y sélo si f es continua.
Ver también que T' es abierta si y solo si f es abierta.

2. Sean X e Y espacios vectoriales topolégicos, y dim(Y) < oco. Sea T :
X — Y lineal, tal que T'(X) =Y.
(a) Demostrar que T es una aplicacién abierta.

(b) Suponer, ademas, que el nicleo de T es cerrado y demostrar que,
entonces, T es continua.
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4.3. Espacios metrizables

Teorema 4.3.1 Si X es un EVT con una base local numerable, entonces existe
una distancia d : X x X — R tal que

(a) d determina la topologia de X.
(b) Las bolas abiertas centradas en 0 son equilibradas y
(c) d es invariante.

St ademas X es localmente convexo, entonces existe d con las tres propiedades
ya resenadas (a), (b) y (¢) mas la propiedad adicional que sigue

(d) Las bolas son convezas.
Demostracién. Partimos de una base local equilibrada {V},},en tal que

Suponemos que los V,, son abiertos y, si X es localmente convexo, tomamos los
V,, convexos. Utilizaremos el conjunto D de los niimeros racionales didadicos de
[0, 1], es decir, aquellos r € Q de la forma

r= ch(r)Q’" scp(r)=001
n=1

y s6lo un nuimero finito de ¢, s no se anulan. Para cualquier nimero real £ > 1,
definimos S(t) = X y para r € D, definimos

S(r)=c(r)Vi +co(r)Va+---.
Consideramos después la funcion

X 2 0,00
r — p(x)=mf{r>0:2¢€S5(r)}

y, a partir de ella definimos d : X x X — [0, co[ mediante d(z,y) = ¢(z — y).
Que d es una distancia con las propiedades requeridas se seguira de la inclusién

(4.3.3) S(r)+ S(s) C S(r+s),

cuya justificacién postponemos hasta el final de la demostraciéon. Ahora nos
concentramos en obtener las propiedades de d suponiendo (4.3.3).

Si 0 <r <t, tendremos, a partir de 4.3.3 y del hecho obvio de que todos
los S(u) contienen a 0

S(ryc S(r)+ St —r) C S(t).
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Asi vemos que la familia {S(r)}, es mnétona creciente. A partir de aqui vamos
a ver que

(4.3.4) oz +y) < o(x)+ ply) Yo,y € X.

En efecto. Fijamos z,y € X. Podemos suponer que el segundo miembro de
4.3.4 es estrictamente menor que 1, pues en otro caso no habria nada que
demostrar. Por la definicién de ¢, dado € > 0, existiran r, s € D, tales que

p(x) <r,oly) <syr+s<o)+ey) +e

Entonces, z € S(r), y € S(s) y, en virtud de 4.3.3 x +y € S(r + s), de donde
resulta
plet+y) <r+s <o) +ely) +e

Haciendo € — 0 se completa la demostracién de 4.3.4. A partir de 4.3.4 se
obtiene inmediatamente la propiedad triangular de d

d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) Vz,y,z € X.

Como cada S(r) es equilibrado, se tiene p(z) = p(—x) Vo € X y asi resulta
la propiedad simétrica de d

d(z,y) = d(y,z) Vz,y € X.

Por otro lado, es claro que ¢(0) = 0, y por ello d(z,x) = 0 Vz € X. Finalmente,
si x # 0, entonces, para algin n, x € V,, = S(27"). Entonces ¢(z) > 27" > 0.
Esto implica que d(z,y) = 0 s6lo si x = y. Hemos visto que d es una distancia
y, por la manera en que ha sido definida es, desde luego, invariante.

Las bola abiertas de centro 0 son

B(0,0) = {z € X : p(z) < o} = JS(r).

r<é

Sid <27 B(0,0) C S(27") = V. De esta forma queda claro que las bolas
abiertas de centro 0 forman una base local para la topologia de X, con lo cual
tenemos demostrado (a). Como cada S(r) es un conjunto equilibrado, también
lo serd B(0,0). Si cada V,, es convexo, también lo sera cada S(r) y, a partir de
ahi, es inmediato ver que cada B(0,0) es, igualmente, un conjunto convexo.

So6lo queda por verificar (4.3.3). Lo hacemos por induccién. Dado N € N,
llamamos Py a la siguiente propiedad

(r4+s<1)A(cu(r) =cy(s) =0V¥n > N) = (S(r)+ S(s) C S(r+s)).

P es trivialmente cierta, ya que se reduce a S(1/2)+S5(0) C S(1/2) y S(1/2) =
{0}. Ahora suponemos cierta Py y queremos demostrar Py,1. Sean r,s € D,
tales que 7+ s < 1y ¢,(r) = cp(s) = 0Vn > N + 1. Escribamos r = 9 +
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eni1(1)27 8y s = s+ eni1(5)27V 7L Entonces S(r) = S(ro) + en 1 (1) Vs
y S(s) = S(so0) + en+1(5) V1. Como estamos suponiendo que se verifica Py,
tendremos S(ro) + S(so) C S(rg+ so). Por lo tanto

S(r)+S(s) C S(ro+ so) + ens1(r) Vi1 + eni1(8) V.

Si Cny1(r) = eng1(s) = 0, entonces, g = r vy sSg = s y no hay nada que
demostrar. Si Cyy1(r) =0y eny1(s) = 1, entonces

S(r) + S(s) C S(ro+ s0) + Viver = S(ro + so + 2771 = S(r + s).

Si Cnya1(r) =1y ensa(s) =0, la situacion es la misma, con los papeles de r y
s intercambiados. Finalmente si Cyy1(r) = eny1(s) = 1,

S(r)+ S(s) € S(ro+s0) + Vw1 + Vwer € S(ro+so) + Vi
=S(ro+s0) +S27N) C Sro+so+2")=S(r+s),

donde hemos vuelto a usar Py para la tltima inclusién y la hipétesis (4.3.2)
sobre los V,, para la penultima.
[ |
Hasta ahora hemos manejado muchas veces sucesiones de Cauchy es espa-
cios métricos, de forma que el concepto de sucesién de Cauchy en este contexto
es totalmente familiar para nosotros. Se trata de sucesiones (,)nen que cum-
plan la condicién de Cauchy, es decir

Ve >0, dng €N 3 d(z,,z,) <e Yn,m > ng.

Por otro lado, tiene perfecto sentido hablar de sucesiones de Cauchy en un
EVT X, aunque la topologia de X no provenga de una métrica. Se dice que la
sucesion (x,)nen de vectores de X es de Cauchy si

VV entorno de 0 enX, dng € N > x, —x,, € V Vn,m > ny.

Desde luego, basta tomar los entornos de una base local. Si la topologia de X
proviene de una métrica d, las dos nociones de sucesiéon de Cauchy no tienen
porqué coincidir. Sin embargo, cuando la métrica es invariante, necesariamente
coinciden. En efecto, si d es una distancia invariante que determina la topologia
del EVT X, las bolas abiertas centradas en 0 forman una base local y

Ty, — Ty € B(0,¢) <= d(z, ) = d(z, — x,,,0) < €.
La consecuencia es que

Teorema 4.3.5 Sidy yds son dos métricas invariantes en un espacio vectorial
X, que inducen sobre €l la misma topologia, entonces
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(a) dy y ds tienen las mismas sucesiones de Cauchy.

(b) dy es completa si y solo si dy es completa

Teorema 4.3.6 (a) Si d es una métrica invariante en un espacio vectorial
X, entonces

d(nz,0) <nd(x,0) VreX yVneN

(b) Six, € X, EVT metrizable y si x, — 0 para n — 0o, entonces existen
Yo € R, tales que ~, — 00 y Vxn, — 0 para n — oo.

Demostracion.
(a) d(nz,0) < >0 d(kz,(k — 1)z = nd(z,0).

(b) El teorema de metrizaciéon 4.3.1 nos asegura que podemos tomar d in-
variante. Sabemos que d(z,,0) — 0 para n — oo. Entonces, para cada
k € N, existird ny € N, tal que para todo n > ny, d(x,,0) < # Defini-
mos v, = 1l sin <nyy~y, =Fksing <n < ngy. Para estos nimeros
tenemos, si ngy < n < Ngyq.

1
A, 0) = (b, 0) < ki, 0) < 15 = =
Asi pues, vy, — 0 para n — oo.

[ ]

Si X es un EVT y d es una métrica compatible con la topologia, los con-
juntos acotados de X (definicién 4.1.4) no tienen por qué coincidir con los
conjuntos d—acotados, o sea, los que estan contenidos en alguna bola asociada
a d. Por ejemplo, para cualquier distancia d, si se define d; = ﬁdd, resulta
una nueva distancia d;, que da la misma topologia y para la que todos los
conjuntos, incluso el total X, son d;—acotados.

Vimos que los compactos son siempre acotados (parte (b) del teorema
4.1.13) y ahora necesitamos observar que si (z,)nen €s una sucesién de Cauchy,
entonces el conjunto S = {z,, : n € N} es acotado. En efecto, dado W, en-
torno equilibrado de 0, sea V' otro entorno equilibrado de 0 tal que V+V C W.
Sabemos que existe N € N, tal que Vn > N, x, € zy + V. También sabe-
mos (parte (a) del teorema 4.1.13) que podemos encontrar s > 1 para el que
1, %2, oy € sV. Entonces también Vn > n,

T, €V 4+V CsV+sV CsW,

con lo que queda visto que S es acotado.
Otra observacién pertinente en este momento es que si x # 0, el conjunto
E = {nx : n € N} no es acotado. En efecto, podemos tomar V, entorno de
0, tal que x ¢ V. Entonces nx &€ nV, de forma que E no es acotado. Como
consecuencia de ésto, el unico subespacio vectorial acotado es el {0}.
Tenemos la siguiente caracterizacion ttil de los conjuntos acotados
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Teorema 4.3.7 Las siguientes propiedades de un subconjunto E de un EVT
son equivalentes

(a) E es acotado.

(b) Para toda sucesion x,, € E y toda sucesion de escalares o, — 0, se sigue
que ap,x, — 0 para n — oo.

Demostracién. (a)=(b) Sea V un entorno equilibrado de 0. Entonces £ C tV
para algin ¢ > 0. Existird N € N, tal que |a,|t < 1 para cada n > N. Pero,
entonces, si n > N, resulta

x
Oy = &ntTn eV,

ya que £ € V' y |ayt| < 1, siendo V' equilibrado.
(b)=-(a) Si E no fuera acotado, existiria V, entorno de 0, y una sucesién de
numeros positivos r, — 0o, de modo que E ¢ r,V ¥n € N. Podemos elegir
paracadan € N, z, € F > z, &€ r,V. Tenemos entonces r;lajn ¢ V., de modo
que r, 'z, 4 0, lo cual estd en contradiccién con (b).

[

Teorema 4.3.8 Sean X e Y espacios vectoriales topologicos y sea T : X — Y
una aplicacion lineal. Consideramos las siguientes propiedades

(a) T es continua.

(b) T es acotada (es decir, transforma cada conjunto acotado en un conjunto
acotado).

(¢) xp — 0 para n — 0o = {T(x,) }nen €s un conjunto acotado.
(d) x, — 0 paran — co = T(z,) — 0 para n — oo.

Demostraremos que, siempre, (a)=(b)=(c). Si ademds, X es metrizable, tam-
bién tenemos que (c)=(d)=(a), de modo que, en este ultimo caso, las cuatro
propiedades (a), (b), (¢) y (d) son equivalentes.

Demostracién. (a)=-(b). Sea E acotado C X. Queremos ver que T'(E) es
acotado. Para ello tomamos W, entorno de 0 en Y. Como T es continua y
T(0) = 0, existird V, entorno de 0 en X, tal que T(V) C W. Puesto que E es
acotado, serd £ C tV para t grande. Entonces T(E) C T(tV) =tT (V) C tW.
Queda asi visto que T'(E) es acotado y hemos probado (b).

(b)=(c), ya que toda sucesion convergente es acotada.

A partir de ahora suponemos que X es metrizable.

(¢)=-(d). Sabemos que 3y, — 00 3 Yz, — 0. Por lo tanto, {T'(y,z,)} es
un conjunto acotado de Y. Se sigue que T'(z,,) = %T(’ynxn) — 0 para n — o0.
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Veamos, finalmente, que (d)=-(a) . Si (a) no fuera cierta, existiria W, en-
torno de 0 en Y, tal que T~'(WW) no contiene ningtin entorno de 0 de X. Esto
nos permite encontrar z,, — 0 en X, de modo que T'(z,,) € W, lo cual contradice
(d).

[ |

Los ejemplos mas sencillos de espacios vectoriales topoldgicos que son me-
trizables pero no son normables son los espacios LP para 0 < p < 1. Vamos a
examinarlos brevemente. Dado 0 < p < 1, consideramos

LP ={f:]0,1] — C medibles 2 §,(f) = /01 |f(x)|Pdz < 00},

Es inmediato que ¢, cumple la siguiente desigualdad triangular

(4.3.9) 5p(f +9g) < 5p(f) + 517(9)7

a partir de la cual se sigue que LP es un espacio vectorial complejo. Si ahora
definimos para f,g € LP

d(f.g) = 6(f —9),

se sigue de (4.3.9) que d cumple la siguiente desigualdad triangular

d(f,g) <d(f,h) +d(h,g).

Como, desde luego, d es simétrica por el modo en que ha sido definida
(d(f,g) = d(g,f)), vemos que lo unico que impide que d sea una distancia
es que del hecho de ser d(f,g) = 0, no se puede concluir que f y g coincidan.
Tan sélo se sigue que coinciden en casi todo punto. La situacion es similar
a la que ya conocemos para los espacios de Lebesgue correspondientes a ex-
ponentes > 1 y se resuelve de la misma manera. Se considera el conjunto
M = {f e Ll : §,(f) = 0}, que es, claramente, un subespacio vectorial, y
se define el espacio vectorial cociente LP = L£P /M. Tanto ¢, como d se pueden
definir para las clases de equivalencia que forman LP. Entonces d es una verda-
dera métrica sobre LP y se comprueba exactamente igual que en el caso p > 1,
que L? es un espacio métrico completo. Las bolas B, = {f € L? : §,(f) < r}
para r > 0, forman una base local. Como By = r~Y/PB,, es claro que B es
acotado. Asi pues, podemos afirmar que

Proposicion 4.3.10 Para todo p > 0, LP es un espacio de tipo F' localmente
acotado.

Sin embargo, vamos a ver que para que L? sea localmente convexo, es necesario
que sea p > 1. De hecho, vamos a ver algo mucho mas fuerte.

Proposicién 4.3.11 Si 0 < p < 1, los tinicos converos abiertos de LP son ()
y LP.
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Demostracién. Sea V' # () un abierto convexo de L?. Vamos a ver que V' = LP.
Trasladando, si fuera preciso, suponemos que 0 € V. Entonces V' O B, para
algun r > 0. Sea f € LP. Como p < 1, podemos afirmar que existe n € N, tal
que n?~10,(f) < r. Podemos encontrar puntos 0 = 2y < 23 < -+ < z, = 1 que
dividen el intervalo [0, 1] en n subintervalos A; = [z;_1,z;], 1 < j < n, para
cada uno de los cuales se cumple que

/ | f(x)[Pdz = 5p7(1f).
A

J

Consideramos ahora las funciones g;(z) = nf(z)xa,(r), 1 < j < n. Vemos que

V1<j<n, g; €V, yaquedy(g;) = np# < r, de forma que g; € B, C V.
Como V' es convexoy f = %(914-- -++¢y,), se sigue que f € V. Por consiguiente,
queda demostrado que V = LP.

Corolario 4.3.12 Para cadap >0 < p <1, LP no es localmente convezo v,
por lo tanto, tampoco es normable.

Corolario 4.3.13 Para cadap 20 < p <1, el unico funcional lineal y conti-
nuo sobre LP es el funcional 0, lo cual podemos abreviar escribiendo (LP)* = 0.

Demostracién. Sea A : LP — C lineal y continuo. Pongamos D, = {z € C :
|z| < r}. Para cada r > 0, el disco D, es convexo. Como A es lineal, A=1(D,)
es un convexo que, ademas serd abierto por ser A continua. Si 0 < p < 1, se
sige de la proposicién 4.3.11 que A~1(D,) = LP. Entonces, para cada f € L?,
se tiene A(f) < r Vr > 0. Queda asi claro que A = 0.

[
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Ejercicios

L. Sean dy(x,y) = |z—y|, da(z,y) = [¢(z)—¢(y)], donde ¢(z) = z/(1+|z|).
Demostrar que d; y ds son dos distancias en R que inducen la misma
topologia, aunque d; es completa y ds no es completa. ;No esta ésto en
contradiccién con la parte (b) del teorema 4.3.57

2. Sea X un espacio métrico con distancia d. Si se define d; = #‘ld, ver que
se obtiene una nueva distancia d;, que da la misma topologia y para la
que todos los conjuntos, incluso el total X, son d;—acotados. ;Como se
relacionan la completitud de d y la de d;?

3. Demostrar la desigualdad triangular (4.3.9) y ver que, también para 0 <
p < 1, LP es completo.

4. Si N es un subespacio vectorial de un espacio vectorial X, la codimen-
sién de N en X es, por definicién, la dimensién del espacio cociente
X/N.

Sea 0 < p < 1. Demostrar que todo subespacio de codimensién finita es
denso en LP.
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4.4. Espacios localmente convexos

Definicién 4.4.1 Sea X un espacio vectorial sobre el cuerpo K =R ¢ C.

= Llamaremos seminorma en X, a cualquier aplicacion p : X — R
que cumpla las dos condiciones siguientes

(a) p(z +y) < p(z) +ply) Yo,y € X,
(b) p(Ax) = |A|p(x) Vo € X, y VA e K.

s Sea P una familia de seminormas en X. Diremos que P es una
familia separante de seminormas en X si

Ve e X\ {0} Ip € P >p(x) #0.

s Sea A convero C X. Supongamos, ademds, que A es absorbente,
lo cual quiere decir, simplemente que

VeeX, It >0 > x€tA

(por ejemplo, vimos en la parte (a) del teorema 4.1.13 que todo en-
torno de 0 es absorbente). Al conjunto A le asociaremos una apli-
cacion

pa: X — [0,00[, a la que llamaremos funcional de Minkowski
de A, que estard dada, por definicion, por la formula

pa(r) =mf{t >0:t 'z € A}.

Es justamente para garantizar que pa(x) sea siempre un niumero
bien definido, para lo que se necesita pedir que A sea absorbente.

Teorema 4.4.2 Sea p una seminorma en el espacio vectorial X. Enton-
ces se cumplen las propiedades siguientes

(a) p(0) =0.

(b) Ip(z) = p(y)| < plz —y) Yo,y € X.

(c) p(z) >0 Ve € X.

(d) {x € X:p(x) =0} es un subespacio vectorial de X.

(e) El conjunto B = {z € X : p(z) < 1} es convexo, equilibrado y
absorbente y p = up.

Demostracién. (a) y (b) resultan inmediatamente de la definicién de
seminorma. (c) se sigue de (b) tomando y = 0.
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Veamos (d). Sean z,y € X 5 p(z) = p(y) =0 ya, 8 € K. Entonces

0 < plaz + By) < |alp(z) + [Blp(y) =0,

lo que prueba (d).

Pasamos a ver que (e) es cierta. Primero vemos que B es equilibrado.
En efecto, sean x € B y |a| < 1. Entonces p(ax) = |alp(z) < 1, de
modo que ax € By asi queda demostrado que B es equilibrado. Vemos a
continuacion que B es convexo. Para ello suponemos z,y € B y tomamos
unt » 0 <t < 1. Resulta p((1 — t)z + ty) < (1 —t)p(x) + tp(y) < 1,
con lo que (1 —t)z 4+ ty € B y queda probada la convexidad. Ahora
llega el momento de ver que B es absorbente. Partimos de un cierto
z € X. Elegimos s > p(z) y tenemos p(s~'z) < 1, es decir, s"'z € B
0, en otras palabras, x € sB. Esto demuestra que B es absorbente. Por
otro lado, una vez que hemos llegado a s™'x € B, tenemos up(z) < s,
y como esto ocurre para todo s > p(z), obtenemos que pup < p. Para
ver la desigualdad en sentido contrario, partimos de 0 < ¢ < p(x), de
donde se sigue p(t~'x) > 1, que nos permite afirmar que t ™'z ¢ B. De
aqui deducimos que pug(z) > p(z). Esto completa la demostracién de que
p = iy, y por lo mismo, la de (e) y la del teorema.

Teorema 4.4.3 Supongamos que A es un convexo absorbente del espacio
vectorial X sobre K =R ¢ C. Entonces

(a) pa(z+y) < pa(x) + paly) Vo, y € X.
(b) pa(tz) =tua(z) Vo € X yvt > 0.
(c) Si, ademds A es equilibrado, entonces a4 es una seminorma.

(d) St B={x € X:pa(r) <1} yC ={x € X: pa(z) < 1}, entonces
BCACC yup=pa=pc.

Demostracion. Para cada x € X, definimos
Sa(x)={t>0:t"'w e A}

Como A es absorbente, tenemos que, necesariamente, 0 € A. Ademas,
como A es convexo, resulta que
-1 t b,
teSa(z) N s>t=sz=1-—-)0+-t €A== se Syz).
s s
Vemos, de este modo, que S4(z) es una semirrecta, cuyo extremo inferior
es palr).
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Comenzamos a demostrar (a). Sean pua(x) < sy pa(y) <ty escribamos
u = s+ t. Entonces, como s 'z € A y t~lz € A, teniendo en cuenta que
A es convexo y que s/u+t/u =1, resulta que

w o y) = 270 + () € A,

u u
de modo que pa(z+y) < s+t y esto demuestra (a). Ahora (b) y (c) son
obvios. Pasamos, pues, a la demostraciéon de (d). Si pa(x) < 1, entonces
1 € Sa(x)yasiz € A. Hemos probado de este modo que B C A. Por otro
lado, si x € A, tenemos p4(x) < 1, es decir, z € C. Asi es que tenemos ya
B C A C C. Esto implica que Sg(z) C Sa(z) C Sc(x) Vo € X, de forma
que po(x) < pa(zr) < pp(x) Vo € X. Veamos, para terminar, que estas
tres funciones son idénticas. Supongamos que pc(r) < s < t. Entonces
sz € C, de modo que pia(s™'z) <1y asf

_ 1 s _ s
pa(ttw) = pa(t tsslr) = ;,uA(s ) < 7 < L.

Resulta que t~ 'z € By por ello, up(t~'z) < 1, es decir, up(z) < t.
Queda demostrado que pug(z) < pc(z) y ésto completa la demostracion.

Teorema 4.4.4 Sea B una base local abierta convera y equilibrada de
un EVT X. Asociamos a cada V' € B su funcional de Minkowski puy .
Entonces {uy }vep es una familia separante de seminormas continuas
en X.

Demostracion. Puesto que cada V' es convexo, equilibrado y absor-
bente, cada py es una seminorma. Si x € X\ {0}, entonces z & V,
para algin V' € B. Para este V, serd uy(zr) > 1. Asi queda visto que
{1 }ven es una familia separante. Queda por establecer la continuidad
de las uy. Si x € V € B, entonces tx € V para algin t > 1, pues V
es abierto. Se sigue que puy < len V. Sir >0,y x —y € rV, se tiene
lpv (z) — pv(y)| < py(x —y) < r. Esto prueba la continuidad de gy .

Teorema 4.4.5 Supongamos que P es una familia separante de semi-
normas en el espacio vectorial X sobre el cuerpo K =R ¢ C. Asociamos
a cada p € Py cadan €N, el conjunto

(4.4.6) V(p,n)={x eX : p(z) < %}

Sea B la coleccion de todas las intersecciones finitas de conjuntos de la
familia (4.4.6). Entonces B es una base local abierta convezra y equilibrada
para una topologia T ex X, que convierte a X en un EVT localmente
convezo, tal que
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(a) Toda p € P es continua y

(b) E C X es acotado si y solo si para cada p € P, p(E) es un conjunto
acotado de mniumeros.

Demostraciéon. Declaramos A C X abierto si y s6lo si A es unién de
trasladados de miembros de B. Asi tenemos, claramente, una topologia 7°
en X, que es invariante por traslaciones. Cada miembro de B es abierto,
convexo y equilibrado y B es una base local para 7. Supongamos que
x € X\ {0}. Entonces p(z) > 0 para algin p € P. Tomamos n € N, tal
que np(z) > 1y asi tenemos que x ¢ V(p,n), de modo que 0 € x—V (p,n)
y, por consiguiente, r & m Queda visto que {0} es un conjunto cerrado
y, como 7 es invariante por traslacion, cada punto de X es un cerrado.

Vamos a demostrar a continuacién la continuidad de las operaciones.
Comenzamos con la suma. Sea U un entorno de 0. Entonces

(447) UD V(pl, nl) n---N V(pm, nm)

Pongamos V' = V(p1,2n1) N -+ - NV (P, 2n,,). Como cada p; es subadi-
tiva 0, en otras palabras, satisface la desigualdad triangular, obtenemos
inmediatamente V 4+ V C U. Esto prueba la continuidad de la suma.

Examinamos ahora la multiplicacién por escalares. Sean x € Xy o € K.
Tomemos U y V como antes. Entonces x € sV para algin s > 0. Ponemos

t= 1R Siyex+tVy |8 - al < 1/s, entonces

Py—ar=0y—z)+(B—a)xe|fltV+I|0—alsVCV+VCU,

por ser |G|t < 1y v equilibrado. Esto prueba la continuidad de la multi-
plicacién por escalares.

Asi tenemos que X es un EVT localmente convexo. La definicién de
V(p,n) nos dice que cada p € P es continua en 0 (p(z) < 1/nsi x €
V(p,n)). Pero |p(z) —p(y)| < p(z —y) nos dice que p es continua en todo
punto.

Finalmente probamos (b). Supongamos E C X acotado. Fijamos p € P.
Como V(p,1) es un entorno de 0, E C kV(p,1) para k suficientemente
grande. Asi p(x) < k Vo € E. Se sigue que cada p € P esta acotada sobre
E. Reciprocamente si suponemos que F es un conjunto sobre el que cada
p € P esta acotada, veamos que E es un conjunto acotado. Sea U un
entorno del 0. Se cumplird (4.4.7). Pero paracadaj = 1,--- ,m, p; < M,
sbre E. Sin > M;n; para todo 1 < j < m, se sigue que £ C nU. Queda
visto que E es acotado.

Observaciones
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(a)

En la demostracion del teorema es necesario tomar intersecciones
finitas de los V(p,n). Estos conjuntos V(p,n) por si solos, antes
de hacer las intersecciones finitas, no tienen por qué formar una
base, sino una subbase. Veamos un ejemplo. Tomemos X = R y
P = {p1,p2}, donde p;(z) = |z;| para j =1, 2.

Si B es una base local abierta convexa y equilibrada de una topologia
T vectorial en X y consideramos la familia separante de seminormas
{pv : V € B}, sabemos que esta familia da lugar a una topologia
7;. Es natural preguntarse si, necesariamente, ha de ser 7 = 7.
Veamos que la respuesta es afirmativa. Como cada p € P es continua
respecto a 7, resulta que cada V(p,n) € 7, de modo que tenemos
71 C T. Reciprocamente, si W € By p = uw, se tiene W = {z :
pw(z) < 1} =V(p,1) € 71, de donde se sigue que 7 C 7.

Si P = {p,} en es una familia separante de seminormas numera-
ble, sabemos que P da lugar a una topologia 7 con una base local
numerable, ya que las partes finitas de N son un conjunto nume-
rable. El teorema 4.3.1 nos dice que 7 es metrizable. Podemos dar
una demostracion directa de este hecho construyendo una métrica
invariante mediante la férmula

i pil—y)
(4.4.8) Z 27 + p] Trp oo

Es fécil ver que d es, en efecto, una métrica invariante. Para probar
que es compatible con 7, vamos a ver que las bolas

B, ={reX:d(z,0) <r}

forman una base local de 7. Como cada p; es continua, y la serie de
(4.4.8) converge uniformemente en X x X, d es continua. Asi, cada
B, es abierta. Por otro lado, si W es un entorno de 0, sera

W D V(pl, nl) N---N V(pk,nk).
Si z € B,., tendremos

277p;(w)

<rvj=1,2,---,
14 pj(x)

lo que implica p;(z) < ¢;(r) — 0 para r — 0. Asi pues, tomando r
pequeno, podemos asegurar que B, C W.

La férmula (4.4.8) nos da una forma mucho més sencilla que el
teorema 4.3.1 para construir una distancia en este caso. Tiene, sin
embargo, el pequeno inconveniente de que las bolas asociadas a esta
distancia pueden no ser convexas.



122

CAPITULO 4. ESPACIOS VECTORIALES TOPOLOGICOS

Teorema 4.4.9 Un EVT X es normable si y solo si el 0 tiene un entorno
convexo acotado. Dicho de otra forma

X es normable <= X es localmente convexo y localmente acotado.

Demostracién. Desde luego, si X es normable y || || es una norma,
entonces B = {x € X : ||z|| < 1} es un entorno convexo y acotado de 0.

Reciprocamente, sea V' un entorno convexo y acotado. Entonces existe
U, abierto, convexo y equilibrado, tal que 0 € U C V. Definimos ||z|| =
puy(x) Vo € X. Sabemos por la parte (c¢) del teorema 4.1.13, que los
conjuntos {rU},o, forman una base local de la topologia de X. Si z €
X\ {0}, entonces para algin r > 0, z & rU. Se sigue que ||z|| > r, y asi se
demuestra que || || es una norma. Ademds, rU = {z € X : ||z|| < r}, con
lo que queda claro que la norma determina la topologia de X.

EJEMPLOS 4.4.10 (a) Sea € un abierto no vacio de R". Consideramos
el espacio vectorial

C(Q)={f:Q2—C > fes continua}.

Escribimos 2 = |J;~, K,,, donde para cada n € N, K,, es compacto

y, ademas K, CK,. .
Dada f € C(Q2), definimos, para cada n € N

pu(f) = sup{[f(2)| : = € Ky},

Obtenemos asi una familia separante de seminormas p, que satis-
facen p; < ps < --- < p, < puy1--- . Esta familia separante de
seminormas determina una topologia vectorial localmente convexa.
La propiedad de monotonia de esta familia hace que la topologia
quede determinada por la siguiente base local

Vo= 1{feC@ : pulf) <}

Al ser esta base local numerable, sabemos que el espacio C(£2) es
metrizable y que obtenemos una distancia compatible con la topo-
logia mediante la férmula

.0 =3

n=1

Veamos que el espacio C(€2) que acabamos de definir, es completo.
Para ello, partimos de una sucesiéon de Cauchy f;, 7 € Ny queremos



4.4. ESPACIOS LOCALMENTE CONVEXOS 123

probar que converge. Que sea de Cauchy quiere decir que para cada
n €N, p,(f; — fr) — 0 cuando j, k — oo; en otras palabras, que la
sucesion es uniformemente de Cauchy sobre cada K,,. Esto garantiza
que f; converge uniformemente sobre cada K, a una cierta funcién
f € C(Q). A partir de aqui resulta muy facil ver (aplicando, por
ejemplo, el teorema de convergencia dominada), que d(f;, f) — 0,
para j — oo. Esto finaliza la demostracion de que d es completa y
asi podemos afirmar que

C(Q2) es un espacio de Frechet.

E C C(Q) serd acotado si y sblo si para cada n € N, existe M,, < oo,
tal que
|f(x)]| < M, Vo e K, yVf eE.

Es claro que ningtn V,, es acotado, pues podemos encontrar f € V,,
para la cual p,(f) sea tan grande como queramos. Esto implica,
desde luego, que

C(Q2) no es normable.

Supongamos ahora que {2 es un abierto no vacio del plano complejo
C. Podemos considerar, como antes, el espacio C(£) y, dentro de él,
el subespacio H(f2) formado por las funciones holomorfas. Como la
convergencia en C(2) es la convergencia uniforme sobre cada com-
pacto, es inmediato comprobar que H(2) es un subespacio cerrado
de C(€2). Vamos a ver a continuacién que

H(2) tiene la propiedad de Heine- Borel

En efecto, sea E' C H(2) un conjunto cerrado y acotado. Por ser F
acotado, para cada n € N, existirda M,,, tal que

f(2)| < M, VfeEyVzeK,.

En otras palabras, F es una familia de funciones holomorfas, unifor-
memente acotadas sobre cada subconjunto compacto de €2. Esto es
lo que se llama una familia normal. Segin el teorema de Montel
sobre familias normales, dada una sucesién f; € F, podemos encon-
trar una subsucesion fj, que converge uniformemente sobre cada
compacto. Como F es cerrado, el limite f € E. Esto demuestra que
E es compacto. Como, claramente, H(€2) es de dimensién infinita,
el hecho de que tenga la propiedad de Heine-Borel implica que no
es localmente acotado y, por consiguiente, podemos afirmar que

H(2) no es normable.

Sea  un abierto no vacio de R™. Para cada multi-indice o« =

(g, ) € (NU{0})", consideramos el operador diferencial
aq Qn
Do — (%) (%) y escribimos |a| = oy + -+ + a,. Pa-

ra a = 0, convenimos que D*f = f. Vamos a definir una topologia
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vectorial localmente convexa en el espacio vectorial
CoQ)={f:Q—C : D*f €C() Va}.

Como en el primer ejemplo, escribimos 2 = [ J7 | K,,, donde para

[}
cada n € N, K, es compacto y, ademéds K, CK,,; . Para cada
n € N, definimos la seminorma

pn(f) = méx{[D*f(z)| : z € Ky,|a] < N}.

Obtenemos asi una familia separante de seminormas que determina,
de la forma habitual, una topologia vectorial localmente convexa
sobre C*°(Q2). Una base local de esta topologia vendra dada por los
siguientes entornos de 0

Vi={/ €C¥(9) : pxlf) < )

Veamos, en primer lugar, que el espacio C*(€) asi definido, es com-
pleto. Sea (f;)72; una sucesién de Cauchy en C*(Q2). Quiere esto
decir que, si fijamos N € N, f; — fi € Vi para todos los j, k sufi-
cientemente grandes; es decir

1 .
‘Dafj(l') — Dafk(l')‘ < N Sl x € KN, ’Oz‘ <N

y j, k son suficientemente grandes. Se sigue que, para cada o, (D f;)52,
es una sucesion uniformemente de Cauchy sobre cada compacto. Por

lo tanto, convergera uniformemente sobre compactos a cierta fun-
cién g,. En particular f; — go uniformemente sobre compactos.
Es inmediato comprobar que gg € C*(€2) y, para cada multi-indice

o, D%y = g,. En efecto, si ponemos

9
8%

fj — gi para j — oo,

donde la convergencia es uniforme sobre compactos, e integramos
en la variable x;, obtenemos

fj(xlv'” y Lyttt 7‘rn>_fj(x17"' AR 7$n) _>/ gi(xla"' 7t7"' 7‘rn)dt

De ahi que la ultima integral coincida con
go(x1, -+ ,xyy -+ xy) — go(T1, -+, ¢+ ,x,) Y, por lo tanto, que

0
8;1:Z-

gi = 4Jo-
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Por induccion se ve que para cada multi-indice o, D%gy = ¢.. Re-
sulta luego inmediato que f; — go, en la topologia de C(f2), para
j — oo. La completitud queda demostrada. Como la familia de
seminormas es numerable, el espacio sera metrizable. Podemos afir-
mar que

C>*(9)) es un espacio de Frechet.
Ahora veremos que, ademas
C>(9) tiene la propiedad de Heine-Borel.

En efecto, supongamos que £ C C*({2) es cerrado y acotado. Por
ser acotado, existirdn constantes M, < oo, tales que py(f) <
My, Vf € E, es decir,

|IDYf(z)| < My, sila| <N,z € Kny f€E.
Esto implica la equicontinuidad de la familia
{(D°f . feE, || <n—1} en Ky_;.

Utilizando el teorema de Ascoli-Arzela y un argumento diagonal,

. . ., o .
concluimos que, para cualquier sucesion, (f;)32; de funciones perte-
necientes a I, existe una subsucesién fj, tal que, para todo multi-
indice, 3, D" fj» converge uniformemente sobre compactos. Pero esto
es justamente decir que F es compacto.

Como, claramente, C*°(£2) tiene infinitas dimensiones, resulta que
C>(£2) no puede ser localmente acotado y, por consiguiente

C>*(£2) no es normable.

Terminaremos esta seccion presentando algunas consecuencias del teore-
ma de Hahn-Banach. Comenzamos con la siguiente version geométrica
de dicho teorema

Teorema 4.4.11 Sean A y B conjuntos convezos disjuntos no vacios de
un espacio vectorial topolégico X. Entonces

(a) Si A es abierto, existen A € X* y t € R, tales que

ReA(z) < t Vxe A y
ReA(y) > t Yy e B.

(b) Si A es compacto y B es cerrado y, ademds, X es localmente con-
vezo, existen N € X* y t1,t9 € R, con ty < to, tales que
ReA(z) < t; Ve e A y
ReA(y) > ty Vy e B.
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Demostraciéon. Como vimos en el capitulo anterior, todo funcional real
es la parte real de algin funcional complejo, de modo que basta suponer
que el cuerpo de escalares es R.

(a) Tomemos ay € Ay by € B fijos y escribamos xy = by — ag. Sea
C = A— B+ . Es evidente que C' es un entorno convexo de 0. Sabemos
que a C' le podemos asignar su funcional de Minkowski p. = p, definido
mediante

p(x) =if{s >0 : (1/s)x € C}.

Hemos visto que p cumple las dos propiedades (a) y (b) del teorema
4.4.3 y estas son justamente las que necesitamos para aplicar el teorema
de Hahn-Banach a un funcional que esté controlado por p extendiéndolo
de un subespacio de X a todo el espacio, de modo que se mantenga el
control por p. Observemos que, como A y B son disjuntos, xg € C, y esto
implica que p(xy) > 1.

Sobre el subespacio M = [zy] definimos el funcional lineal f mediante
f(txg) =t. Sit >0, tenemos

f(tro) =t < tp(wo) = p(tao)

ysit <O,
f(tzg) =t <0 < p(tay).

Asi vemos que f < p en M. Por el teorema 3.1.1 del capitulo 3, f se
extiende a A : X — R, lineal, tal que, A < p en todo X. Si z € C,
se tiene A(x) < p(x) < 1, o, escrito de otra forma, A(—x) > —1. En
resumen, si z € C'N(—C), que es un entorno de 0, resulta que |A(z)| < 1.
En particular, esta desigualdad es cierta para alguna bola centrada en 0,
lo cual garantiza que A € X*.

Si tenemos a € Ay b € B, se cumple que
Ala) = A(b)+1=Ala—b+x9) <pla—b+x9) <1,

ya que A(zg) = 1y C es abierto, lo que justifica el signo < . Asi vemos
que A(a) < A(b). LLegamos, de este modo, a que A(A) y A(B) son
subconjuntos convexos disjuntos de R (o sea, intervalos), que A(A) estd a
la izquierda de A(B) y ademés A(A) es abierto. Para concluir basta tomar
como t el extremo derecho de A(A).

(b) Sabemos, por el teorema 4.1.7, que existe un entorno convexo de
0, V, tal que (A4 V)N B = (). Aplicando la parte (a) con A+ V en
lugar de A, tenemos A € X*, tal que A(A+ V) y A(B) son subconjuntos
convexos de R, o sea, intervalos, disjuntos, con A(A+ V') abierto, situado
a la izquierda de A(B). Por otro lado, A(A) es un compacto. (b) resulta
inmediatamente.
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Vimos en el capitulo anterior, que el dual de un espacio normado, separa
los puntos de éste. Ahora veremos que esta propiedad es cierta para
espacios localmente convexos.

Corolario 4.4.12 5i X es un espacio localmente convero, entonces X*
separa los puntos de X.

Demostracién. Sean x; # x5 dos puntos de X. Basta aplicar la parte
(b) del teorema 4.4.11 con A = {x1} y B = {3}, para encontrar A € X*,
tal que A(zq) # A(zs).

También podemos separar puntos de subespacios en espacios localmente
convexos. En efecto, tenemos la siguiente version del corolario 3.1.9 del
capitulo 3.

Teorema 4.4.13 Sia M un subespacio del espacio localmente convexo
X, y sea xy € X\ M. Entonces existe A € X*, tal que A(zg) = 1, pero
A(x) =0 para todo x € M.

Demostracién. Aplicando (b) del teorema 4.4.11 con A = {x} y B =
M, sabemos que existe A € X*, tal que A(xo) y A(M) son disjuntos.
Entonces A(M) es un subespacio propio del cuerpo K. Esto implica que

A(M) =0y A(xg) # 0. Basta dividir por A(zg) para obtener el funcional
que buscamos.

De hecho, a partir de esta propiedad de separacién de vectores y

subespacios, podemos recuperar, para espacios localmente convexos, el
teorema de extensién de funcionales lineales y continuos. En concreto,
obtenemos la siguiente version del corolario 3.1.7 del capitulo precedente.

Teorema 4.4.14 Si f es un funcional lineal y continuo sobre un subes-
pacio M de un espacio localmente convexo X, entonces existe A € X*,
tal que A(x) = f(x) para todo x € M.

Demostracion. Desde luego, podemos suponer que f no es identica-
mente 0. Consideramos My = f~1(0) < M y zg € M, tal que f(xq) = 1.
Claramente, o ¢ My, pues en caso contrario, seria zo € M N M, que
es el cierre de My en M, y, como f es continuo, esto implicaria que
f(zo) = 0. Aplicando el teorema 4.4.13, sabemos que existe A € X*, tal
que A(xg) =1y A(z) = 0 para todo x € M.
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Ahora, si tomamos un z € M cualquiera y consideramos z— f(x)zo € M,
tendremos

Ax) = f(x) = Az) — f(2)A(z0) = Al — f(2)Xo) =0,

de modo que A(z) = f(x) para cada x € M.
]

Finalizamos con otro corolario del teorema 4.4.11, que sera 1til en el
capitulo siguiente

Corolario 4.4.15 Sea B un conjunto convexo, equilibrado y cerrado del
espacio localmente convexo X. Sea xg € X\ B. Entonces existe A € X*,
tal que

|A(z)] <1V z € B; pero, sin embargo A(xy) > 1.

Demostracién. Aplicamos (b) del teorema 4.4.11 con A = {z,}. Como
0 € A(B), tenemos

ReA(zg) < —s < —t < ReA(x) Vx € B, con0 <t <s.
Pero ademas, como A(B) es equilibrado,
A(z)| <t <s<|A(xg)| Vz € B.

Si A(zo) = |A(x0)| €, es suficiente considerar el nuevo funcional
A =e s 'A € X* para tener

Azo) = s A(zo)| > 1 v |Az)| =s Y A(z)] < st <1Va € B.
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Ejercicios

a)

Sea X el espacio vectorial de todas las funciones complejas definidas
sobre el intervalo [0,1]. En X damos una topologia mediante las
seminormas

p(f) = f(@)]  (0<z <),

Esta topologia se llama la topologia de la convergencia pun-
tual. Justificar esta terminologia.

Demostrar que existe una sucesion f,, n € N en X, tal que

(a) fn converge a 0 en X para n — 00; pero sin embargo

(b) Si v, es cualquier sucesién de escalares tal que v, — 0o, enton-
ces Y, fn n0o converge a 0.

(Sugerencia: Utilizar el hecho de que la coleccién de todas las su-
cesiones complejas que convergen a 0 tiene el mismo cardinal que

[0,1].)

(a) Sea P una familia separante de seminormas en un espacio vec-
torial X. Sea Q la familia més pequena de seminormas en X
que contiene a P y es estable al tomar méaximos (es decir, si
p1 Y p2 pertenecen a Q, entonces p = max(py,p2) € Q). Si la
construccién dada en la teoria se realiza partiendo de P 6 de
Q, ver que se obtiene la misma topologia. La tnica diferencia
es que Q da directamente una base local, mientras que P da
s6lamente una subbase.

(b) Sea A un funcional lineal sobre X. Demostrar que A es continuo
si y solo si existe p € Q, tal que |A(z)| < Mp(x) para todo
x € X y una cierta constante M < oo.

Sea C el espacio vectorial de todas las funciones complejas continuas
definidas en [0, 1]. Definamos

@ )],
d(f’g)‘/o T 17(@) — g™

Sea (C, o) el espacio C con la topologia inducida por esta métrica y
sea (C, 7) el espacio vectorial topolégico definido por las seminormas

p(f) = [f(0)]  (0<a<).

(a) Demostrar que todos los conjuntos 7—acotados son también
o—acotados, de forma que la aplicacién identidad id : (C,7) —
(C,0) es acotada.
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(b) Ver que, sin embargo, id : (C,7) — (C,0) no es continua,
aunque es continua por sucesiones gracias al teorema de con-
vergencia dominada de Lebesgue. Se sigue que (C, T) no es me-
trizable. Demostrar directamente que (C,7) no tiene una base
local numerable.

(¢) Demostrar que todo funcional lineal continuo sobre (C, 7) es de
la forma

[ Z cjf(x;)

para alguna eleccién de x4, --- ,z, € [0,1] y algunos ¢; € C.
(d) Probar que (C, o) no contiene més conjuntos abiertos convexos
que )y C.
(e) Probar que id: (C,0) — (C, 7) no es continua.
d) Demostrar que los espacios C(£2), donde 2 es un abierto de R", no
tienen la propiedad de Heine-Borel.

e) Demostrar que la topologia del espacio C(£2) del problema anterior,
no depende de la eleccién particular de los compactos K, que se
utilizaron en teoria, siempre que cumplan

UK.=Q v KuCEu
n=1

Hacer lo mismo para C*(£2).
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4.5. Topologias débiles

Si 77 v 75 son dos topologias en un conjunto X, y 7; C 7, se suele decir
que 7; es mas débil que 75 6 que 75 es mas fuerte que 7;. Ello equivale
a que la aplicacion

(4.5.1) (X, 1) = (X, T7)
sea continua 0, en otras palabras, a que la aplicacion
(X, T1) = (X, Ts)

sea abierta.

Proposicion 4.5.2 Si Ty C T, y ademds Ty es de Hausdoff y T es
compacta, entonces T; = Ts.

Demostracién. A € 7, = X\ A es cerrado en (X,75) = X\ A es
compacto en (X,7;) = por ser la identidad (4.5.1) continua X \ A es
compacto en (X,7;) = X'\ A es cerrado en (X,7;) = A € 7.

Utilizando esta terminologia podemos escribir

Proposicion 4.5.3 Dado un EVT X y un subespacio cerrado M < X,
st consideramos la proyeccion canonica

X " X/M,

la topologia cociente Ty es la mds fuerte que hace que m sea continua y
la mds débil que hace que T sea abierta.

Demostracién. Por definicién
Ty = {ACX/M : 771 (A)es abierto en X}.

Se comprueba (problema 6 de la seccién 1) que 7y, es una topologia
vectorial. Lo que queremos ver ahora es que si 77 y 73 son dos topologias
en X/M, tales que 7 es continua con 77 y abierta con 7z, entonces, 7; C
Ty C 715. La primera inclusién se sigue inmediatamente de la definicién
de Tys y la segunda es consecuencia de que VA C X/M, A = n(7m1(A)).
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Definicién 4.5.4 (Topologias iniciales) Sea X un conjunto y supon-
gamos que nos dan una familia F de aplicaciones

x L vy,

donde cada Yy es un espacio topoldgico. Entonces tiene sentido hablar
de la minima topologia, esto es, de la mds débil, entre todas las que
hacen que todas las aplicaciones f sean continuas. A esta topologia, cuyos
miembros serdn uniones arbitrarias de intersecciones finitas de conjuntos
de la forma f~(A), donde A € Yy, se la conoce como topologia inicial
inducida por la familia F o, abreviando mal, F— topologia.

El ejemplo mas sencillo de topologia inicial es la topologia producto. En
él se parte de una familia de espacios topologicos (X, )aeca v Se quiere
definir una topologia natural en el producto cartesiano

X:HXQ:{x:A—> UXa E) x(a)EXaVaeA}.

acA acA

Por definicién, la topologia producto es la topologia inicial inducida por
la familia de las proyecciones candnicas

X I X,
r — z(a),

esto es, la minima topologia que hace continuas todas las proyecciones 7.
Se sigue que esta topologia tendra como base la familia de los conjuntos
que son interseccion finita de conjuntos del tipo 7, '(A), donde A es un
abierto de X,,.

Proposicién 4.5.5 Supongamos que tenemos una familia F = {f :
X — Y} de aplicaciones del conjunto X en los espacios topoldgicos
Y. Si cada uno de los espacios Yy es de Hausdorff y la familia F sepa-
ra puntos (lo cual quiere decir que para cada p # q, puntos de X, existe
alguna f € F, tal que f(p) # f(q)), entonces, el espacio topoldgico dado
sobre X por la F—topologia, también es de Hausdorff.

Demostracién. En efecto, dados dos puntos p # ¢ de X, sabemos que
existe f : X — Yy, tal que f(p) # f(q). Como Yy es de Hausdorff,
existirdn abiertos V, y V, de Y, tales que f(p) € V,, f(q) € V,y V,NV, =
0. Asi obtenemos f~*(V,) y f~(V,), abiertos de la F—topologia de X,
que son disjuntos y contienen respectivamente a p y ¢.

Uno de los teoremas més importantes de la topologia general,que no
demostramos; pero que necesitamos utilizar es el siguiente
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Teorema 4.5.6 (Teorema de Tychonov) Todo producto cartesiano
(aunque sea no numerable) de espacios compactos, es compacto.

Corolario 4.5.7 Si (X,)aca €s una familia de espacios topoldgicos com-
pactos y de Hausdorff, el producto X = [] .4 X4, también es un espacio
compacto de Hausdorff. Ademds, en este caso, la topologia no se pue-

de reforzar sin perder la compacidad ni se puede debilitar sin perder la
propiedad de Hausdorff.

Demostraciéon. Ya sabemos, por el teorema de Tychonov, que X es
compacto. Ademas, es claro que la familia de las proyecciones candnicas
T Separa puntos, de modo que basta aplicar la proposiciéon 4.5.5, para
concluir que X es Hausdorff.

Por otro lado, si llamamos 7 a la topologia producto y tenemos otras dos
topologias 77 vy 75 en X, tales que 7; C T % 75, se sigue de la proposicién
£

4.5.2, que 77 no puede ser de Hausdorff y 75 no puede ser compacta.

Proposicion 4.5.8 Sea X un espacio topologico compacto y sea F =
{fn}5o, una familia de funciones continuas reales definidas en X, tal
que F separa los puntos de X. Entonces X es metrizable.

Demostracién. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que |¢,| <
1, V¥n € N. Formamos

d(p,q) =Y _27"fu(p) = fulg)l, Vp.q€X.
n=1

Es claro que d es una métrica en X, pues F separa puntos y, también es
evidente que d es continua. Se sigue, entonces, que las bolas

B(p,r) ={qeX : d(p,q) <r}

son abiertos de la topologia original de X. Si llamamos 7 a dicha topo-
logia y 7; a la que induce la métrica d, hemos visto que 7; C 7. Como
7, es Hausdorff y 7 es compacta, una nueva aplicacion de la proposicion
4.5.2, nos da que 7; = 7, con lo que queda probada la metrizabilidad de
X.
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Lema 4.5.9 Sea X un espacio vectorial sobre el cuerpo K = R ¢ C
y sean Aq,--- Ay, A € X', dual algebraico de X (en otras palabras,
Ay, - Ay, A son funcionales lineales definidos en X. Sea

M={zeX: A((z)="--=A,(x) =0}
Entonces, las siguientes propiedades son equivalentes
(a) Jaq, - a0, €K 5 A=ao1A1 + -+ a,A,.
(b) Fy €[0,00] 2 |A(z)]| < ”yllél;g]Aj(x)\ Vo e X.
(c) A(z) =0 Yz € M.
Demostracién. Es claro que (a)=-(b)=-(c). Sélo tenemos que probar

que (c¢)=-(a). Para ello, comenzamos suponiendo que se cumple (c). De-
finimos i
X — K
v w(r) = (M(x),-- An(2))
Tenemos
m(z)=m@)sr—2'eM 9 A(z) = A(2)).

De aqui se deduce que existe un funcional lineal F : K" — K, tal
que F(m(z)) = A(z) Vo € X. Como sabemos que los funcionales lineales
sobre K" vienen dados por los vectores de K", podemos escribir

F(ulau27"' aun) = iUy + -+ Uy,
para cada (uq,--- ,u,) € K", con unos ciertos a;; € K. Entonces
Az) = F(r(z)) = F(Ai(z), -+, Ap(@) = ardi(z) + - + apAp (),

que es, precisamente la propiedad (a) que queriamos de mostrar [ ]

Teorema 4.5.10 Sea X un espacio vectorial sobre el cuerpo K = R
6 C yseaY < X' un subespacio separante. Entonces la 'Y —topologia Ty
convierte a X en un espacio localmente convexo cuyo dual es'Y, es decir

(X, Ty)* =Y.

Demostracién. La topologia 7y es la topologia localmente convexa da-
da por la familia separante de seminormas

X 2K

z o |A(2)]

asociadas a los funcionales A € Y. Sabemos que, esta topologia hace
continuas a las seminormas p, y, por consiguiente, a cad funcional A € Y.
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Queremos ver que, reciprocamente, cada funcional lineal A € X’ que sea
Ty —continuo, debe pertenecer a Y. Al ser A continuo, existird un entorno
de 0,

V={seX: |A@)|<r j=1,--,n},

definido por ciertos A; € Y y ciertos r; > 0, tal que |A(z)| < 1 para cada
x € V. Pero entonces, para cualquier z € X, tenemos
B x min; r;

eV,

de donde |A(y)| < 1. Esto se puede escribir poniendo que
< ix A
[A(2)] < v méix [A;()],

2
min; 7;

con y = . Ahora basta aplicar el lema 4.5.9 para concluir que

A:iajAjEY.

Jj=1

EJjeEmpLOS 4.5.11 (a) La topologia débil de un EVT Sea X un EVT
con topologia 7, cuyo dual topolégico X* separa puntos (por ejem-
plo, sabemos por el teorema de Hahn-Banach que, si 7 es localmente
convexa, entonces X* separa los puntos de X). Entonces, la X*— to-
pologia, es decir, la minima topologia en X que hace que todos los
funcionales A : X — K pertenecients a X* sean continuos, es lo
que sellama la topologia débil de X. La designaremos como 7,
mientras que, cuando sea necesario, llamaremos a 7 la topologia
original de X. Como, desde luego, 7 también hace continuos a
los funcionales de X*, es claro que 7; C 7. Esto justifica el término
“topologia débil”, ya que se trata de debilitar la topologia original,
preservando la continuidad de los funcionales de X*.

Sabemos, por el teorema 4.5.10 que el EVT (X, 7;), al que a veces
denotaremos abreviadamente como X,, es un espacio local mente
convexo cuyo dual es X*.

Hay que distinguir bien los conceptos asociados a la topologia origi-
nal y sus contrapartidas para la topologia débil. Por ejemplo, no hay
que confundir lo que quiere decir que una sucesion (x,,),en converja
a 0 originalmente (es decir, en la topologia 7), con el hecho de que
converja débilmente a 0, lo cual significa, como sabemos, que

VA € X*, A(z,,) — 0 cuando n — oo.

(b) La topologia débil-x de un dual
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Ejercicios

a)

b)

(a) Sea 1 < p < oo. Demostrar que [P contiene sucesiones que
convergen débilmente pero no convergen fuertemente.

(b) Sin embargo, ver que toda sucesién débilmente convergente en
[' converge también fuertemente (dificil), a pesar de que la to-
pologfa débil de I' es diferente de su topologia fuerte. ;Cémo
es ésto posible?

(¢) Demostrar que si 0 < p < 1, (I?)* = I® y que el conjunto de
los = tales que Y |z,| < 1 es débilmente acotado pero no es
originalmente acotado.

(d) Para 0 < p < 1, sea 7, la topologia débil—« inducida sobre
[ por IP. Si 0 < p < r < 1, demostrar que las topologias
7, v 7, son diferentes (jes alguna mas débil que la otra?); pero
que inducen la misma topologia sobre cada conjunto acotado en
norma de [*°. Sugerencia: Usar el teorema de Banach-Alaoglu.

Para n € N, consideramos las funciones f,(t) = ¢, —7 <t < 7,
que vemos como elementos del espacio de Banach LP[—7 7], 1 <
p < 00. Demostrar que f,, — 0 débilmente en LP, pero no fuerte-
mente.

Sea X un espacio de Frechet de infinitas dimensiones. Probar que
X* con la topologia débil—% es de primera categoria en si mismo.

L>[0,1] tiene una topologia dada por la norma || || y una topo-
logfa débil— como dual de L'. Demostrar que el subespacio C de
L°°[0, 1] formado por las funciones continuas, es denso en una de las
topologias pero no en la otra. Hacer lo mismo con cerrado.®® lugar
de "denso”.

Demostrar que la bola unidad cerrada (en norma) de ¢y no es débil-
mente compacta. Recordar que (co)* = I,

Sean fy(t) = N~! Zfﬁl e, Demostrar que fy — 0 débilmente en
L*[—7, 7]. Entonces, sabemos que una sucesiéon de combinaciones
convexas de las fy converge a 0 en la norma de L2. Encontrar dicha
sucesion. Ver que las medias gy = N7'(f; + -+ + fn) no valen.

Sea X un espacio vectorial topoldgico tal que X* separa los puntos
de X. Demostrar que la topologia débil—« de X* es metrizable si y
solo si X tiene una base de Hamel finita o numerable.

Sea B : X XY — Z una aplicacion bilineal que es continua en
cada variable separadamente, donde X es un F'—espacio e Y y Z
son espacios vectoriales topoldgicos. Demostrar que si x, — = — 0
en X e y, — yo en Y,entonces B(z,, yn) — B(xo,yo) en Z. Si Y es
metrizable, se sigue que B es continua.
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i) Para f € L*[—n, 7], pongamos A, (f) = kz f(k). Demostrar que

{f € L?|—m,7n] : 3lim, o, A, (f)} es un subespacio denso de L?[—, 7]
de primera categoria.
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Capitulo 5

TEORIA DE OPERADORES

5.1. Anuladores y dualidad

Comenzamos mirando de nuevo a la relacién que existe entre un espacio de
Banach X y su dual X*.

Algunos de los resultados que damos en esta seccién podrian haber figurado
perfectamente en el capitulo 3, pues son teoremas de dualidad. La razon de
postponerlos hasta aqui es que, en algunos de ellos interviene la topologia
débil-x de X* y resulta 1til disponer de la teoria general de espacios vectoriales
topoldgicos cubierta en el capitulo 4.

Para nuestros propdsitos actuales, va a resultar conveniente introducir la
notacién

(z,27)

para representar a z*(z) con z € Xy z* € X*. La idea es que queremos ver la
dualidad como un acoplamiento o apareamiento entre X y X*

XxX* — K
(z,2%) = (z,2%)

que, en muchos aspectos, se comporta como el producto escalar para espacios
de Hilbert.

En la misma linea, para los anuladores, que definimos a continuacion,
vamos a utilizar una notacién que estd inspirada en el caso de los espacios de
Hilbert.

Definicién 5.1.1 Supongamos que X es un espacio de Banach y X* su dual.

» Para un subespacio vectorial M de X, se define su anulador M+ como el
siguiente subconjunto de X*

M+ ={r*eX*: (z,2*) =0Vx € M}

139
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» Para un subespacio vectorial N de X*, se define su anulador *N como
el siguiente subconjunto de X

IN={reX: (z,2")=0Va* € N}.

Teorema 5.1.2 Con las hipdtesis de la definicion 5.1.1, tenemos
(a) M~ es un subespacio vectorial débil—x cerrado de X*.
(b) LN es un subespacio vectorial cerrado de X.
(c) (ML) es, precisamente, el cierre de M en X.

(d) (tN)* es, precisamente, el cierre de N en la topologia débil—x de X*.

Demostracién. (a)

M* = () J(z)7}(0).

zeM

Cada J(x)71(0) es débil—x cerrado, puesto que se trata de la imagen reciproca
del cerrado {0} por la aplicacién débil—* continua J(z). Asi resulta (a).

(b)
N =) @)7N0).

z*eN

Se concluye como en (a).
(c) La proposicién
meM A z*e M- = (ma*)=0
puede escribirse como una inclusion
M C (M),
Pero, como, de acuerdo con (b), -(M=) es un cerrado, se sigue que, de hecho
M c ().
Terminaremos la demostracién de (c) si conseguimos probar que, también
M >+ (Mh).
Para ver ésto comenzamos tomando z € M. El teorema de Hahn-Banach nos

asegura que existe z* € M=, tal que (z, 2*) # 0. Esto nos dice que x ¢ +(M™1),
como queriamos demostrar.
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(d) La demostracion sigue los pasos de la del apartado anterior. Comenzamos
por la inclusion obvia

Nc(*N)*
que, teniendo en cuenta que (*N)* es débil—x cerrado, como vimos en (a),
nos conduce a B

Nc(*N)*
donde N representa el cierre de N en la topologia débil—x de X*. Para concluir
solo necesitamos probar la inclusién opuesta

N > (*N)*.

Procedemos exactamente como en el punto anterior. Si z* ¢ N , teniendo en
cuenta la identificacién del dual de (X*, débil—x) con X y aplicando el teorema
de Hahn-Banach, podemos afirmar que existe z € LN tal que (x, z*) # 0. Esto
nos dice, justamente, que 2* ¢ (tN)* y asf acabamos.

[

Teorema 5.1.3 Sea M un subespacio vectorial cerrado del espacio de Banach
X. Entonces

(a)
M* = X*/M*.

Mas concretamente, dado m* € M*, el teorema de Hahn-Banach nos
asequra que m* puede extenderse a x* € X*. Pues bien, si definimos

(5.1.4) E(m*) = a* + M+,
obtenemos un isomorfismo isométrico € de M* sobre X* /M=*.

(b)
(X/M)* = M*.

Mas concretamente, si m: X — X/M es la proyeccion candnica y para
cada y* € (X/M)* definimos

Fly) =y om,
obtenemos un isomorfismo isométrico F de (X/M)* sobre M*.

Demostracién. (a) Lo primero que hay que hacer es asegurarse de que la
definicién (5.1.4) es buena. Para ello, supongamos que z*, y* € X* son dos
extensiones del mismo m* € M*. Entonces , z* —y* € M~ y, por consiguiente,

4+ Mt =y + ML
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Asi queda visto que la definicién (5.1.4) es buena.
Por otro lado, en la situacién de (5.1.4), es claro que

Im*|] < l|l=* +2*|| ¥ h* € M*,
de modo que

Im* < b fla® 28] = fla® 4 M e

Ademas, sabemos, por el teorema de Hahn-Banach, que cada m* € M™* se
puede extender a un z* € X* con ||z*|| = ||m*||. Esto nos dice que, en efecto,
£ es una isometria. Finalmente, es claro que £ es “sobre”, pues Vz* € X*,
o+ Mt = E(x* ).

(b) Es claro que F(y*) = y* om € M*. Ademés ||F(y*)| = |ly* o 7| <
ly*Il 7|l = lly*]l, ya que, como sabemos (ver problema 6 de la seccién 3 del
capitulo 1) ||x|| = 1.

Para ver que F es “sobre”, tomamos 2* € M+ y definimos y* : X/M — K
poniendo y*(z + M) = x*(x). Desde luego y* esta bien definida, puesto que, si
v+ M = 2’4+ M, entonces z—1z' € My, como z* € M+, tenemos z*(z—2') = 0,
o lo que es lo mismo, z*(x) = x*(2').

Por otra parte, y* € (X/M)*. En efecto, por la definicion

(2 + M)| = |2" ()] < [J2"[| ][]

En realidad, podemos tomar, en lugar de z, cualquier x +m con m € M, de
forma que

ly* (@ + M)| < [|l27[| inf {lz+m|| = |2}z + Mllsx/ar

Se sigue que y* € (X/M)* con |ly*|| < ||z*] y, desde luego F(z*) = y*om = z*.
Obtenemos asi la sobreyectividad de F y la desigualdad que nos faltaba para
ver que es un isomorfismo isométrico.

[

Definicién 5.1.5 Dado T : X — Y, llamaremos rango de T' a la imagen
T(X) y utilizaremos la notacion R(T) = T'(X).
También recordamos la notacion

N(T)={zeX: T(z) =0}
que usamos, sistemdticamente, para el nicleo de T'.

El adjunto 7* de un operador 7' € B(X,Y) se defini6 en el problema 8 de la
primera seccién del capitulo 3. Dado que la nocién de adjunto va a jugar un
papel fundamental en este capitulo, damos aqui de nuevo su definicion.
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Proposicién 5.1.6 Dado T € B(X,Y), la formula
(x,T*(y")) = (T(2),y") Ve eX, y" €Y,
define T* € B(Y*,X*) y se cumple ||T*|| = ||T||.
Demostracién.
(2, T (N < TNy} ve e X, y* € Y7,

implica que, para todo y* € Y*, T*(y*) € X* con ||[T*(y")| < [|T//|ly*|l- En
resumidas cuentas, T € B(Y*, X*) con || 77| < ||7|.
Por otro lado

[T(2)l = sup [(T'(x),y™)| < [zl 7]]

lly*l[<1

de donde ||T'|| < ||T™].
n

Teorema 5.1.7 Sean X e Y espacios de Banach y sea T € B(X,Y). Entonces
N(T*)=R(T)" y N(T) = "R(T").
Demostracion.

v eENT) T (y)=0 (x, T*(y*)) =0Vzr € X

=
& (T(x),y") =0Vr € X & y* € R(T)" .

reNT)eTx)=0 (T'(z),y*) =0Vy* € Y*

~
& (o, T*(") =0Vy* € Y &z e TR(T).

Corolario 5.1.8 En la situacion del teorema precedente
(a) N(T*) es débil—* cerrado en Y*.
(b) R(T) es denso en Y <= T* es inyectivo.
(c) T es inyectivo <= R(T*) es débil—* denso en X*.
Demostracidén. (a) es consecuencia de la identidad
N(T*) = R(T)*+

contenida en el teorema 5.1.7 y del hecho de que todo anulador en Y* es débil—«
cerrado, como establecimos en el teorema 5.1.2.
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(b) Segun el criterio de densidad que vimos en el capitulo 3 (corolario 3.1.10),
R(T) es denso en Y <= R(T)* = {0}. Ahora bien, sabemos por el teorema
5.1.7 que R(T)* = N(T*) y, desde luego, N'(T*) = {0} es equivalente a decir
que T™ sea inyectivo.
La demostracién de (c) es idéntica a la de (b) teniendo en cuenta que el dual
de (X*, débil — ) es X.
n

Lo mismo que hemos caracterizado cuando R(T") es denso en Y en térmi-
nos de T*, también podemos caracterizar cuando R(T) es cerrado en Y vy, al
final, combinando las dos cosas, obtendremos un criterio para saber cuando es
R(T) =Y mirando a T*. Pero antes necesitamos el siguiente lema.

Lema 5.1.9 Si T € B(X,Y), con X e Y espacios de Banach y sabemos que
existe una constante ¢ > 0, tal que

1T () = clly’ll ¥y e Y7,

entonces se UB’I"i_ﬁC& que
T(Bx) D) CBy.

Demostracién. Como vimos en el capitulo 2 (lema 2.2.2), basta que demos-
tremos que

T(Bx) D cBy,

0, lo que es lo mismo, que

(5.1.10) yo & T(Bx) = [l = c.

Para probar (5.1.10), tomamos yo ¢ T (Bx). Como T'(Bx) es cerrado, convexo
y equilibrado, el teorema 4.4.11 del capitulo 4 nos asegura que existe y* € Y*,
tal que

(y,y*)| <1Vy € T(Bx) pero, sin embargo, 1 < [(yo, y")|.

Para cada = € By, como, desde luego, T'(z) € T(Bx), se tiene
(@, T"(y" D] = [(T(x), y")[ < 1.
Esto implica, junto con la hipétesis, que
clyl < 1T (Ml < 1,
y, por consiguiente

1<y, )| < llwoll ly™[] < (1/)llyoll;

o, en otras palabras, ||yo|| > ¢, como queriamos demostrar.
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Teorema 5.1.11 Para T € B(X,Y), con X e Y espacios de Banach, las
siguientes propiedades son equivalentes:

(a) R(T) es cerrado en Y
(b) R(T*) es cerrado débil—* en X*.
(c) R(T*) es cerrado en X*.

Demostracién. Estd claro que (b) = (c), de forma que sélo necesitamos ver

que () = (b) y que (c) = (a).
(a) = (b) : Sabemos que N (T) = +R(T*), de modo que

N(T) = (FR(T*))* = R(T*) = cierre débil — x de R(T™) en X*.

Se sigue que, para ver que (a) = (b), basta demostrar que N (T)+ C R(T™).
Veamos esto. Sea z* € N'(T)*. Definimos A : R(T) — K haciendo A(T'(z)) =
(x,x*). Lo primero que hay que comprobar es que A estd bien definido. En
efecto, si T'(x) = T(a'), entonces x — 2’ € N(T), y, como estamos suponiendo
que z* € N(T)*, resulta que z*(z) = 2*(z).

Una vez que sabemos que A estd bien definido y que es lineal (la linealidad
es de comprobacién inmediata), hay que ver si es continuo. Para ello usamos el
teorema de la aplicacién abierta para el operador T': X — R(T'). Aqui es
fundamental la hipétesis (a) de que R(T') es cerrado pues, ello implica que
R(T) es un espacio de Banach y podemos aplicar el teorema de la aplicacion
abierta. Lo que obtenemos es que la aplicacién T : X — R(T) es abierta, lo
que se puede traducir del modo siguiente

JK €]0,00[ 5> Yy € R(T) Jzx € X >T(x) =y y ademas ||z|| < K|yl
Entonces
AW = AT ()] = [(z, 27)] < [l [l [] < K[yl ]|

Asi queda demostrado que A € R(T')*. Se sigue del teorema de Hahn-Banach
que A puede extenderse a Y, es decir, existe y* € Y* tal que y* |g)= A.
Tenemos después

(T'(2),y") = MT'(z)) = (z,27),
es decir, T*(y*) = x*, y asi * € R(T*), como querfamos demostrar.

(¢) = (a) : Definimos S € B(X, R(T")) mediante S(z) = T'(x), Vz € X. Puesto
que R(S) es denso en R(T), se sigue del corolario 5.1.8 (b), que

S* W* — X* es inyectivo. Si z* € R(T) " el teorema de Hahn-Banach
nos dice que existe algin y* € Y*, que es una extensiéon de z* a Y con ||y*|| =

|z*||. Yz € X, se cumple

(2, T*(y")) = (T(x),y") = (S(x), 2") = (z,57(2")),
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de forma que S*(z*) = T*(x*). Tenemos, entonces, R(S*) = R(T*). Como
estamos suponiendo que R(7T™*) es cerrado en X*, resulta que R(S*) es cerrado
en X* y, por lo tanto, completo. Si utilizamos el teorema de la aplicacion abierta
para S* : R(T) — R(S*), encontramos ¢ > 0, tal que

cllz| < 15"zl V2" e R(T)
Pero, entonces, por el lema 5.1.9, la aplicaciéon S : X — R(T) es abierta.
Como consecuencia resulta que R(7) = R(S) = R(T'), y obtenemos (a).
[

Corolario 5.1.12 Para T € B(X,Y), con X e Y espacios de Banach, se tiene
la equivalencia siguiente

R(T)=Y<«= Fec>0 > [T > clly*|| Yy e Y™

Demostracién. Desde luego, R(T) = Y si y s6lo si R(T') es a la vez denso
y cerrado. A su vez, esto ocurre, segun el corolario 5.1.8 y el teorema 5.1.11,
precisamente si T* es inyectivo y R(7T™) es cerrado en X*.

Entonces, si R(T') =Y, tenemos T : Y* — R(T™) lineal y biyectivo sobre
el espacio completo R(T*). Se sigue que esta aplicacién es un isomorfismo y,
por consiguiente, se cumple la desigualdad del enunciado.

Reciprocamente, si sabemos que para alguna ¢ > 0,

(5.1.13) 1Tl = elly™ll vy e Y7,

resulta inmediatamente que 7™ es inyectiva. Para ver que R(T") = Y sélo nos
queda demostrar que R(7™) es cerrado en X*. Lo vemos del modo siguiente.
Supongamos una sucesién de vectores T*(yx) € R(T*, tal que T*(y5) — a*
para n — o0o. Se trata de probar que z* € R(T™*). Pero entonces T*(yy) es
una sucesién de Cauchy en X* y, como consecuencia de (5.1.13), y es una
sucesién de Cauchy en Y*. Por la completitud de Y*, existe y* € Y* tal que
yr — y* cuando n — oo. Esto implica que T*(y) — T*(y*) vy, por consiguiente,
x* =T*(y*) € R(T*), como queriamos demostrar.

]

5.2. Operadores compactos

Definicién 5.2.14 Sean X e Y espacios normados. Un operador lineal
T : X — Y se dice que es compacto si transforma By, la bola unidad abierta
del espacio X, en un conjunto relativamente compacto; es decir, si el conjunto
T(Bx) es compacto.

Como todo conjunto compacto es acotado, se sigue que para un operador
compacto T, T(Bx) es un conjunto acotado, de modo que T es continuo.
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Designaremos mediante (X, Y) al conjunto de todos los operadores lineales
compactos de X en Y. Como ya hemos dicho

K(X,Y) C B(X,Y).
Cuando X =Y, pondremos, simplemente, K(X) en lugar de K(X,X).

Proposicién 5.2.15 Las siguientes condiciones son equivalentes para un
operador lineal T del espacio de Banach X en el espacio de Banach Y.

(a) T es compacto.

(b) Para todo € > 0, existe un conjunto finito de puntos yi,--- ,y, de Y tal
que T(Bx) € U B(y;; e).
=1

=

(¢) Para toda sucesion (x,)>, de vectores x, € X con ||z,]| =1V n €N,
existe una subsucesion (r,;) para la cual, la sucesion T (z,,) converge en
Y.

Demostracién. En efecto (b) nos dice que T'(Bx) es totalmente acotado,
lo que implica que su cierre T'(Bx) también es totalmente acotado. Este cierre
es, desde luego, completo. Ahora sélo hay que recordar que, para un espacio
métrico, ser compacto equivale a ser completo y totalmente acotado.

(c) resulta inmediatamente, de aplicar la caracterizacién mediante sucesio-
nes, de la compacidad de un espacio métrico.

[ |
En todo el capitulo y, mientras no se diga lo contrario, todos los espacios
normados que consideremos, seran completos, es decir, espacios de Banach.

Proposicién 5.2.16 (a) Si T € B(X,Y) y su rango R(T') es de dimension
finita ( a veces abreviaremos ésto diciendo que T es “de rango finito”),
entonces T' es compacto.

(b) Si T € K(X,Y) y su rango R(T') es cerrado, entonces R(T') tiene di-

mension finita.
(c) K(X,Y) es un subespacio cerrado de B(X,Y).

Demostracién. (a) Por ser un subespacio de dimension finita, sabemos que
R(T') es un subespacio cerrado de Y. Por otro lado 7'(Bx) es un subconjunto
cerrado y acotado de R(T). Serd entonces compacto, ya que los espacios de
dimensién finita tienen, como es bien sabido, la propiedad de Heine-Borel.

(b) Si R(T) es cerrado, tenemos T'(Bx) C R(T'). Por el Teorema de la
Aplicacién Abierta, T(Bx) D rBgrr) para algin r > 0. Entonces, por ser T'
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compacto, resulta que B (p) es compacto ; en otras palabras, R(7") es un espa-
cio localmente compacto. Aplicando el Teorema de F. Riesz 4.2.6 del capitulo
anterior, concluimos que R(7") tiene dimensién finita.

(c) Que £(X,Y) es un subespacio de B(X, Y) es consecuencia de la continui-
dad de las operaciones que implica que la suma de dos conjuntos compactos
es un compacto y que un miltiplo escalar de un conjunto compacto es un
compacto.

Veamos ahora que K(X,Y) es cerrado en B(X,Y). Para ello suponemos que
T, € KX)Y) y que T, — T en B(X,Y). Hemos de ver que T es compacto.
Para ello comprobaremos que cumple la condicién (b) de la proposicién 5.2.15.
Dado € > 0, tomamos n tal que ||T,, — T'|| < €/2. Por otro lado, como T}, es

compacto, sabemos que existen puntos y;,--- ,ys de Y, tales que
J
(5.2.17) T.(Bx) C | JB(y;.2/2).
j=1

Entonces, dado = € By, sabemos que ||T(z) — T,,(x)|| < ||T — T,.|| ||z]| < &/2.
Ademés, por 5.2.17, existird j 51 < j < Jy || T,(x)—y;| < ¢e/2. Se sigue que
IT(x) = ysll < [IT(x) = Tal2) [l + [[Tn(x) — y;ll < &/2+€/2 = . Por lo tanto,
concluimos que

T(Bx) C | By, e).

=1

que es lo que queriamos demostrar.

Combinando (a) y (c) de la Proposicién 5.2.16, podemos afirmar que

Corolario 5.2.18 Todo limite en B(X,Y) de operadores de rango finito, es
compacto.

Tiene sentido preguntarse por la validez del reciproco del Corolario 5.2.18,
0 sea:

(A) (Es todo T' € K(X,Y) un limite en B(X,Y) de operadores de rango
finito?

Este es un famoso problema acerca de espacios de Banach, que se resis-
ti6 mucho tiempo hasta que, finalmente, Per Enflo pudo contestar negativa-
mente la pregunta (A) en un celebrado trabajo publicado en Acta Mathematica
en 1973.

Lo que es crucial para la respuesta de (A) es la estructura del espacio Y. Se
dice que el espacio de Banach Y tiene la propiedad de aproximacién si para
cada conjunto compacto K C Y y cada € > 0, existe un operador P € B(Y,Y),
con rango finito, tal que ||[P(x) — z|| < ¢ Vx € K. Es inmediato que si Y
tiene la propiedad de aproximacién, entonces la respuesta a la pregunta (A)
es positiva. En efecto, dado € > 0, basta considerar el compacto K = T'(Bx)
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y, con el operador de rango finito P asociado a K y &, darse cuenta de que
|PoT —T| <e.

Observamos que un espacio de Banach Y tiene la propiedad de aproxima-
cién si y sélo si cada subespacio separable de Y tiene dicha propiedad. En
efecto, dado un subconjunto compacto K de Y, el espacio [K] es separable, de
forma que, si los subespacios separables de Y tienen la propiedad de aproxi-
macion, dado € > 0, podremos encontrar P € B(m, m), con rango finito, tal
que ||P(z) — z|| < e Yo € K. Ahora sélo hay que extender P de B([K],[K])
a B(Y,Y). Pero para ésto se puede usar el Teorema de Hahn-Banach, que es
aplicable porque el rango de P es finito.

Cuando Y tiene una base de Schauder (la definicién esta en el problema
5.2.20 de la seccién 3 del capitulo 2), Y tiene la propiedad de aproximacion.

Para demostrar ésto, observamos que, si (€;)32; es una base de Schauder de Y

y definimos
P, (Z >\j€j> =D e
j=1 j=1

obtenemos P, € B(Y,Y), tales que ||P,(z) — z|| — 0 uniformemente sobre
cada subconjunto compacto de Y. Ver el problema 2 al final de la seccién.

A partir de lo dicho, resulta claro que el problema de aproximacién (A),
tiene mucho que ver con este otro famoso problema, que se conoce como
problema de la base

(B) ;Tiene todo espacio de Banach separable alguna base de Schauder?.

Si la respuesta de (B) fuera positiva, también lo serfa la de (A). Asi pues,
la respuesta negativa para (A) que obtuvo Per Enflo, implica también una
respuesta negativa para (B).

Proposicion 5.2.19 Supongamos que tenemos

S T
X — Y — E,

donde S y T son operadores lineales continuos. Entonces si alguno de los ope-
radores S 0 T es compacto, también lo es su composicion T o S.

En particular, para un espacio de Banach X, K(X) es un ideal bildtero del
dlgebra de Banach B(X).

Demostracién. (a) Si S es compacto, S(Bx) sera compacto. Pero entonces,

ToSBx)=T (S(BX) también es compacto, por ser la imagen de un com-
pacto mediante una aplicacién continua.
(b) Si T es compacto, como S(Bx) C ||S|| By, resulta que 70 S(Bx) C
|S]| T (By) es compacto, por ser un subconjunto cerrado de un compacto.
]
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Teorema 5.2.20 (Schauder) Sea T' € B(X,Y). Entonces
T e KX)Y) < T" € £L(Y*, X).

Demostracién. Supongamos que 7' € K(X,Y). Sea (y)s, una sucesion de

elementos de By«. Hemos de probar que hay una subsucesién de (T*(y5)),—,
que converge en X*. Observemos que

(@) = un WO < llwall lly =¥l < lly =¥/,

de forma que si ponemos f, =y |m, tenemos una sucesion equicontinua

de funciones f,, n € N, sobre el compacto T(Bx). El Teorema de Asco-
li asegura que existe una subsucesién (f,;)?2; que converge uniformemente.
Entonces

I7°(:) = ") = sup [7°(07, = 42,)(@)
= s |, = )T @] = oy = foulloo =0

(o]
para j,k — oo. Lo que hemos visto es que (T*(yzj)) es una sucesion de
j=1
o0

Cauchy en X*. Como X* es completo, (T *(yﬁj)) converge, que es lo que
j=1

queriamos demostrar.

Para demostrar la implicacién en sentido contrario, aunque podriamos em-
plear un argumento analogo al que acabamos de dar, vamos a utilizar las
inclusiones candnicas de X y Y en sus duales dobles, es decir, las aplicaciones
Jx : X — Xy Jy : Y — Y** definidas mediante (z*, Jx(z)) = (z,2*) y
(y*, Jy(y)) = (y, y*) respectivamente. Tenemos

(", Jy(T(x))) = (T(x),y") = (x, T"(y")) = (T"(y"), Jx(x)) = (", T (Jx(x))),

es decir,
JyoT =T o Jx.

Como Jx es isometria, se sigue que
(5.2.21) Jy (T'(Bx)) C T (Bx++).

Entonces, si T* es compacto, sabemos por la primera parte de esta demostra-
cién, que T** también es compacto. Esto implica que T**(Bx««) es totalmente
acotado y, en virtud de (5.2.21), Jy (T'(Bx)) también es totalmente acotado.
Como Jy es una isometria, resulta que 7'(Bx) es totalmente acotado y, en
definitiva, que el operador T' es compacto.

[
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Teorema 5.2.22 (Alternativa de Fredholm ) i T € K(X), entonces
(a) N(T —I) es de dimension finita.
(b) R(T — 1) es cerrado; de hecho, R(T —I) = *N(T* —1I).
(¢c) N(T—1)={0} <= R(T-1) =X
(d) Aim N(T — I) = dim N (T* — I).

Demostracién. (a) Consideramos M = N(T — I), que es un subespacio
cerrado. Para cada x € M se tiene que T'(x) = x, de modo que

By =T(By) C T(Bx).

De aqui se deduce, por ser T' compacto, que B, es un conjunto relativamente
compacto de M. Pero entonces, por el teorema de F. Riesz (4.2.6 del capitulo
anterior), M es de dimensién finita.

(b) Del hecho de que N (T — I) sea de dimensién finita, se deduce que es un
subespacio complementado, es decir, que existe un subespacio vectorial cerrado
N de X, tal que X = N(T — I) ® N (ver el problema 3 de la seccién primera
del capitulo 3). Definimos S : N — X mediante S(x) = T'(xz) — x. Entonces
S es inyectiva y R(S) = R(T — I). Para que R(S) sea cerrado, es necesario y
suficiente que se cumpla que

(5.2.23) de >0 2 cf|z]] < ||S(2)|| Vo € N.

La necesidad es consecuencia del teorema de la aplicacién abierta y la sufi-
ciencia se ve de la forma siguiente: Si S(z,) — x cuando n — oo, (S(x,))>2,
serd una sucesién de Cauchy y, por (5.2.23), lo mismo puede decirse de (z,,)52 ;.
Entonces x, — o cuando n — oo y, por consiguiente, S(x,) — S(zg) cuando
n — oo. Queda asi probado que x = S(zg) € R(S5).

S6lo nos queda demostrar (5.2.23). Lo hacemos por reduccion al absurdo. Si
(5.2.23) no fuera cierto, podriamos encontrar una sucesién de vectores x,, € N,
tal que ||z,]| =1Vn e Ny S(z,) = T(x,) — x, — 0 cuando n — oco. Como T’
es compacto, existe una subsucesién (x,, ) tal que T'(z,, ) converge hacia cierto
vector Z. Pero entonces, como T'(x,) — x, — 0, resulta que también z,, — Z.
Todos los z,, estan en N y N es cerrado. Por lo tanto, £ € N. Por otro lado
S(z) = 0. Como S es inyectiva, & = 0, lo cual es imposible pues ||z,| =1 Vn
y ello fuerza a que sea ||Z|| = 1.

Una vez que sabemos que R(T —I) es cerrado, podemos aplicar el teorema
5.1.7, segtn el cual

N(T* = 1) =R(T — I)*.

Entonces
NT 1) = HR(T - DY) =R(T - 1)
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por el teorema 5.1.2.

(¢) Comenzamos probando que
N(T —1)={0} = R(T —I) = X.

Para ello, suponemos que N(T — I) = {0} y que, sin embargo, R(T — I) =
M, g X. M; es un espacio de Banach (es cerrado, como vimos en la prueba

del apartado anterior), T'(My) = My y T |y, € K(M;). Consideramos My =
(T — I)(M,), que es un subespacio cerrado de M;. Por otro lado, M, g My,

pues, al ser T'— [ inyectivo, se tiene
.TEX\MI - (T—I)(I‘) EMl\MQ.

Procediendo repetidamente de la misma forma, es posible obtener una sucesién
decreciente de subespacios cerrados

MyCMyC---M;C---, jeN
z 7 7

donde M;1; = (T — I)(M;), Vj € N. Podemos aplicar la observacién del
problema 2 de la seccion 1 del capitulo 3, para encontrar una sucesién de
vectores u,, € M,, tales que

|lunl| =1 y dist(u,, Myiq) > = VYneN.

N | —

Entonces, como si n > m podemos escribir
T(Un) - T(Um) = T(un) — Uy + Uy, — T(um) = Un,m — Um,

con Uy, = T'(tn)+ (U, —T (Um,)) € M1 Se sigue que || T (up) =T (un)|| > 1/2,
lo cual es incompatible con el hecho de ser T' compacto, ya que, al serlo, alguna
subsucesion de (T'(u,))nen debe ser convergente.

Para finalizar este punto, probamos ahora que
R(T—-1)=X= N(T —-1)={0}.
Suponemos que R(T — I) = X. Entonces, por el teorema 5.1.7, tenemos
N(T* —I) = R(T — I)* = {0}.

Ahora bien, sabemos por el teorema 5.2.20, que T* € IC(X*), de forma que si
aplicamos a T* lo que acabamos de demostrar, podemos afirmar que R(T* —
I) = X*; pero, de nuevo por el teorema 5.1.7, N(T' — I) = *R(T* - I) =
+X* =0, que es lo que queriamos demostrar.
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(d) Escribamos d = dim N(T —I) y d* = dim N (T* — I'). Comenzamos viendo
que d* < d. Lo hacemos por rduccion al absurdo. Supongamos que d* > d.
Como N(T —I) es de dimensién finita, sabemos por el lema ?? que N(T —I)
es un subespacio complementado, es decir, que existe un subespacio vectorial
cerrado M de X, tal que

X=N(T-1)a M.

Llamemos P a la correspondiente proyeccién de X sobre N (T — I). Del mismo
modo, como N (T* — I) es de dimensién finita y

(X/R(T = I))* = R(T = I)* = N(T* — 1),

vemos que (X/R(T — I)) tiene dimension finita y, por consiguiente, también
R(T — I) es complementado segin el lema ??. Asi tendremos N, subespacio
cerrado de X, con dim N = d* (la misma que la de (X/R(T — I))), tal que

X=R(T-1I)® N.
Puesto que estamos suponiendo que d < d*, existird un operador lineal
L:N(T —1) — N inyectivo pero no sobreyectivo

Consideramos S =T+ Lo P. S es, desde luego, un operador compacto. Vamos
a ver que N (S —I) = {0}. En efecto, si

0=S(x)—x=T(x)—x+L(P(x)), dado que T'(z)—x € R(T—I) y L(P(z)) € N,

se tendra, necesariamente, que 7'(z) — 2z = 0y L(P(x)) = 0. Pero, entonces,
x € N(T — I), de forma que P(x) = x. Ahora podemos escribir L(z) =
L(P(z)) = 0. Como L : N(T' —I) — N es inyectiva, llegamos finalmente a
que z = 0, con lo que queda demostrado que N (S — I) = {0}.

Por el punto (c), ya demostrado, sabemos que N (S —1) = {0} <= R(S —
I) = X. Pero si tomamos y € N\ LN (T —I)), vamos a ver que y & R(S —1I).
En efecto, si fueray = S(z)—z = T'(x)—x+L(P(x)), tendriamos y— L(P(z)) =
T(x) — z, pero como y — L(P(z)) € Ny T(z) —x € R(T — I), se seguiria
T(x)—xz =0, o, lo que es lo mismo, y = L(P(x)), en contra de lo que habiamos
supuesto. Asiqueda demostrado que d* < d. Si aplicamos lo ya probado al
operador adjunto T*, obtenemos

dim (NM(T* = 1)) < dim (M (T* — 1)) < dim (N (T —1));
pero, teniendo en cuenta que N (T** — I) D N(T — I), llegamos, finalmente a

d* =d.
[
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Ejercicios

1. Definimos T : ¢y — [ mediante

T((25)520) = (25/3)5%-

Sean X = ¢, Y = R(T). Consideramos S € B(X,Y) dado por S(x) =
T(z) para toda = € X. Demostrar que S no es compacto y que, sin
embargo, S es limite en B(X,Y) de una sucesién de operadores de rango
finito. ;Como es ésto posible? ;Por qué no contradice este ejemplo al
Corolario 5.2.187

2. Sea (e;)32, es una base de Schauder del espacio de Banach X. Para cada

n € N, definimos
Pn (Z )‘jej> = Z )\jej,
j=1 j=1

Demostrar que ||P,(z) — z|| — 0 uniformemente sobre cada subconjunto
compacto de X.

3. Demostrar que el subespacio generado por un compacto en un espacio
normado, es siempre separable.

4. Sea M un subespacio vectorial del espacio normado X. Sea S € B(M, M)
un operador de rango finito. Explicar cémo puede aplicarse el Teorema
de Hahn-Banach para extender S a 7' € B(X, X) sin aumentar su norma.

5. Demostrar que un operador compacto en un espacio normado de dimen-
sién infinita, no tiene inverso acotado.

6. Sea T : ¢? — (P el operador definido del modo siguiente:

T ((zn)pr1) = (ann)niy,

[e.e]

o° 1 de nimeros . Demostrar que 71" es compacto

para una sucesion fija (a,,)
siy sélo si lim a, = 0.

7. Demostrar que el operador 7' : C[0,1] — C|0, 1] definido mediante
T(f)(x) =z f(x), no es compacto.

8. Sea K (z,y) continua en [0, 1] x [0, 1]. Demostrar que el operador T defi-
nido en C[0, 1] mediante la férmula

T(f)(x) = / K (2, 9)f(y)dy

es compacto.
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9.

10.

11.

12.

Sea 1 < p < oo. Supongamos que K(z,y) es una funcién perteneciente
a L¥'([0,1] x [0,1]), donde p’ es el exponente conjugado del p, es decir,
1/p+1/p' = 1. Demostrar que T, definido mediante

T(f)(x) = / K (2, 9)f (y)dy

es un operador compacto de L?[0,1] en L?'[0, 1].

Sugerencia: Puede ser 1til comenzar suponiendo que K es continua.

Sea (z,)9°, una sucesién de vectores del espacio de Banach X. Se dice
que la sucesién converge débilmente a x y se escribe x,, — x si para cada
x* € X*, la sucesién de numeros x*(z,,) converge a z*(x).

Demostrar que

T, = => (x,),2, es acotada en X.

Demostrar que si 7' € K(X,Y) y la sucesién x,, converge débilmente a x
en X, entonces T'(x,) — T(x) en Y.

Sea T' definido, para f € L?[0, — [ mediante la férmula

Demostrar que T es acotado en LP[0, — [, pero no compacto.
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5.3. Teoria espectral

Definicién 5.3.24 Para T € B(X), se define el espectro de T' como el con-
gunto o(T) dado por

o(T)={X € K : T — A no es invertible}

En la definiciéon anterior, un operador se llama invertible si es un elemento
invertible del algebra de Banach B(X), o sea, si el operador tiene un inverso
continuo. En realidad, como estamos suponiendo que X es un espacio de Ba-
nach, tener inverso continuo es lo mismo que ser biyectiva, por el teorema de
la aplicacién abierta. En resumidas cuentas, A € o(T') si y sélo si se cumple
alguna de las dos condiciones siguientes:

(a) R(T — M) # X, es decir, T'— Al no es “sobre”, o bien
(b) N (T — XI) # {0}, es decir, T — Al no es inyectiva.
En el caso (b) se dice que A es un autovalor de 7.

Definicién 5.3.25 \ es un autovalor o walor propio de T si existe algun
x # 0 tal que T'(x) = Ax. Estos vectores x se llaman autovectores o vectores
propios de T para el autovalor \. A N(T — X) se le llama autoespacio o
espacio propio.

EJEMPLO 5.3.26 En general, no todos los elementos del espectro son autova-
lores. Por ejemplo, si consideramos T : £ — (2, dado por

T('rlyxZu e ) = (071:173727 e )7
es evidente que 0 € o(T), pero, sin embargo, 0 no es autovalor de T.

Proposicién 5.3.27
o(T) c DO, [T]) = {r e K: [\ < |IT}.

Demostracién. Sea A € K, tal que |A| > ||T"]|. Sélo tenemos que probar que
T — M es biyectivo. Dado y € X, buscamos x € X tal que T'(x) — Az =y, o, lo
que es lo mismo, x = A~ (T'(z) — y). Consideremos la aplicacién F': X — X,
dada por F(z) = A™(T'(x) — y). Esta aplicacién verifica que

1F(z) = F()| = A7 T(z = 2)|| < AT 2 — 2]

Entonces, como [A|7!|T|| < 1, resulta que F' es una aplicacién contractiva. Se
sigue del teorema del punto fijo de Banach, que F' tiene un tnico punto
fijo, lo cual equivale, justamente, a decir que T'— AI es biyectivo, que es lo que
queriamos demostrar.

[ ]
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Proposicién 5.3.28 o(T) es compacto.

Demostracién. Acabamos de ver que o(T') es acotado, de forma que sélo
nos queda comprobar que también es cerrado. Esto lo veremos demostrando
que el conjunto complementario es abierto. Para ello, miramos a un \q fijo
perteneciente a K\ o(7T") y vamos a ver que existe € > 0, tal que D(\g,e) C
K\ o(T). En otras palabras, suponiendo que 7" — \¢I es invertible, hemos de
ver que, para todo A cercano a Ao, 17" — A, también es invertible. Usamos de
nuevo el teorema del punto fijo de Banach. Dado y € X, buscamos x € X, tal
que
y=T(z)— A =T(x) — dox — (A= o)z,

o, habida cuenta de que T' — Aol es invertible,
z=(T =)' (y+ (A= Xo)z) = O(x).

Ahora vemos que la aplicaciéon & : X — X que acabamos de definir, es
contractiva para A\ cercano a Ag. En efecto

[2(z) = (@) < A= Xoll(T = Xod)*[[[l — 2|

de forma que @ es contractiva si |\ — \g| < & = 1/||(T — X\oI)!||. Esto termina
la demostracion.
|

Teorema 5.3.29 Sea X un espacio de Banach de dimension infinita. Sea T €
K(X). Entonces

(a) 0 € o(T).
(b) Para todo A € o(T) \ {0}, A es un autovalor de T.

(¢) Sélo 0 puede ser punto de acumulacion de o(T), de forma que se tienen
exclusivamente las tres posibilidades siguientes

» o(T) = {0} o bien
» o(T)\ {0} es un conjunto finito, o bien

» o(T)\ {0} es una sucesion con limite 0.

Demostracién. (a) Si fuera 0 ¢ o(T), T serfa invertible y tendriamos 7! €
B(X). Pero entonces (proposicién 5.2.19), I = T~' o T serfa un operador com-
pacto, de modo que By serfa un conjunto compacto, lo que implica, por el
teorema 4.2.6 de F. Riesz, que X es de dimension finita, en contra de lo que

estamos suponiendo.

(b) Sea A € o(T) \ {0}. Queremos ver que A es un autovalor, o sea, que
N(T — XI) # {0}. Pero, si, por el contrario, fuera N (T — M) = {0}, entonces
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el teorema 5.2.22 nos dice que tendriamos R(T — M) = X, de forma que
T — A serfa invertible o, en otras palabras, A € o(T'), en contradiccién con la
hipétesis.

(c) Supongamos que tenemos A, € o(T) \ {0}, distintos y tales que A\, — A.
Vamos a ver que A = 0. Ya sabemos, por (b), que cada A, es un autovalor.
Sean e, # 0, tales que (T'—\,.I)(e,) = 0. Consideremos M,, = [ey,- - ,e,]. Los
vectores e,, n € N, son linealmente independientes. En efecto, podemos ver
ésto por induccién. Supuesto cierto para {ej,--- ,e,}, con un n fijo, si fuera

n
en+1 = Y aye;, tendriamos
i=1

>\n+1 Z Q€5 = )\n—l—len—‘rl - T(en-‘rl) = Z ajT(ej) = Zaj)\jej‘
p j=1

j=1
Como, por hipdtesis de induccién, hemos supuesto que {ey, - - ,e,}, son lineal-
mente independientes, se sigue que A\,410; = ojA;, Vj € {1,---,n}. Por lo
tanto, ; = 0, Vj € {1,--- ,n}, lo cual es absurdo, pues lleva a e,1 = 0.

Tenemos, entonces

M1CM2C"'CMnC
# # # #

y (T — M\ I)(M,) C M,_4. Aplicando el lema de Riesz 7?7, podemos considerar

Up € M, con |ju,|| =1 ydist (up, My,—1) > =, Vn > 2.

N | —

Sean 2 < m < n, de modo que M, C M,, C M,_1 C M,. Entonces

An Am

+un_um

HT(un) Tlum)|| _
An A

‘ HT(un) — Al T (tm) — Anlm

Z dist ('Lbn, Mnfl) Z

N | —

Si fuera A, — X # 0, entonces, como T es compacto, existiria una subsucesion
de T'(uy,), digamos T'(uy, ), que serfa convergente. Pero, en ese caso, A, T (uy, )
también seria convergente, lo cual estd en contradiccién con el hecho que aca-
bamos de ver de que las distancias entre los vectores de esta sucesion son
siempre mayores o iguales que 1/2.

Observemos que, como consecuencia del punto (c) que acabamos de probar,

Vr >0, o(T)\D(0,r) es siempre finito.
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Observacion: Dada una sucesién cualquiera {ay, }nen de escalares que tiendan
a cero, se puede construir muy facilmente un operador compacto 1" para el cual
o(T) = {an}nen U {0}. En efecto, basta considerar

62 i) £2

T = (Tp)nen +— T(7) = (QnTn)nen-

Que T es compacto se prueba viendo que es limite de operadores de rango
finito (como en el problema 6 de la seccién anterior). Este ejemplo también
sirve para ver que el 0 puede ser autovalor o no serlo, como se hizo en el ejemplo
5.3.26.

Para finalizar esta seccion vamos a estudiar la descomposicién espec-
tral de un operador compacto autoadjunto en un espacio de Hilbert.
Asi pues, en lo que resta de seccidén, vamos a suponer que X es un espacio de
Hilbert. Vamos a identificar el dual X* con X, mediante la identificacién que
proporciona el teorema de representacion de Riesz 1.3.16 del capitulo 1. De
esta forma, si tenemos 7' € B(X), podemos ver al adjunto como el operador
T* € B(X), definido por

(T'(x),y) = (,T"(y))-

Esta definicion coincide formalmente con la que tenemos en general para es-
pacios de Banach; pero ahora, el apareamiento de dualidad coincide con el
producto escalar en X.

Definicién 5.3.30 T € B(X) se dice que es autoadjunto si T* =T, es decir,
St
(T'(x),y) = (x, T(y)) Vz,yeX

En realidad, no hace falta suponer que T es acotado. En efecto, vimos en
la seccion 2 del capitulo 2 (teorema 2.2.12) que la condicién de la definicién
anterior implica ya la acotacién de T

Proposicién 5.3.31 Si T € B(X) es autoadjunto y llamamos

m= inf (T'(z),z) y M = sup (T(x),z),

[lz]lx=1 llz]jsx=1

entonces
o(T)C [m,M] y mMeao(T).

Demostracion. En primer lugar, vemos que las definiciones de m y M tienen
sentido. En efecto, como T es autoadjunto (T'(z),z) = (x,T(z)) = (T'(x), z),
de modo que (T'(x),x) es siempre real. Tenemos, en general

mllz||*(T(z),z) < M|lz||* vz eX.
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Lo primero que vamos a demostrar es que o(7') C R. En efecto, si A € C\ R,
se cumple

(5.3.32) (T = AD @)zl = [z = T(2), 2)] = [Im (A)][l]|*.

Veamos cémo se deduce, a partir de (5.3.32), que T'— AI es biyectivo, o, en
otras palabras, que A € o(T).

Que T — A es inyectivo, resulta evidente, pues si T'(z) — Az = 0, se lee
autométicamente en (5.3.32) que z = 0.

Por otro lado, (5.3.32) implica que R(7 — AI) es cerrado. El argumento es
el siguiente. Sean T'(z,,) — Az,, — . Entonces T'(z,,) — Az,, es una sucesién de
Cauchy y, por (5.3.32), también z,, es una sucesién de Cauchy en X. Se sigue
que x, — ¥y, para algun y € X y, por consiguiente T'(z,) — Az, — T(y) — Ay,
de forma que x =T'(y) — \y € R(T — A\I).

Una vez que sabemos que R(T — A1) es cerrado, volvemos a aplicar (5.3.32)
para demostrar que R(T'—\I )+ = {0}, con lo que queda demostrado que T —\I
es sobreyectivo.

La demostracion de que o(7T') € [m, M| es similar. Si A > M, tenemos

1T = AD @)zl = [z = T(@), 2)] = (A = M|,

que, exactamente como antes, nos conduce a que A € o (7).
Del mismo modo, si A < m, se obtiene

(T = AD)(z)|| = (m — A)||=]],

y, a partir de ahi, A € o(T).
Pasamos a demostrar que M € o(T). Para ello consideramos la forma
bilineal

que es, claramente, hermitiana y positiva (es decir, B(z,z) > 0 Vz € X).
Esto es todo lo que hace falta para que se cumpla la desigualdad de Cauchy-
Bunyakowsky-Schwarz

[(Ma = T(x),y)| < (Mx = T(x),2)"*(My - T(y),y)"?,
de la que resulta inmediatamente
Mz —T(z)|| < C(Mz — T(z),z)"?

Tomemos ahora una sucesién z, € X con ||z,|] = 1 Vn € N, tal que
(T'(xy,),x,) — M para n — oo. Entonces

Mz, — T(x,)|| < C{Ma, —T(z,),2,)"* — 0 paran — oo,
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Esto implica, en particular, que M — T no puede tener inverso continuo;
pues, si lo tuviera, serfa z,, = (M1 —T) Y (MI—T)(z,) — 0, lo que constituye
una contradiccion dado que ||z,|| = 1 Vn € N. Asi queda demostrado que
M e o(T).
La demostracién de que m € o(7T) se puede hacer de la misma forma o
bien obtenerse de lo que hemos probado ya, sin mas que cambiar 7" por —T.
[

Corolario 5.3.33 5i T' € B(X) es un operador autoadjunto con o(T') = {0},
entonces T' = 0.

Demostracién. Puesto que m, M € o(T), se sigue que m = M = 0 y, en
consecuencia, (T'(z),z) =0 Vz € X. Entonces, para cualesquiera x,y € X, se
tiene la siguiente identidad de polarizacion

HT(z),y) = T(x+y)z+y) —(T(x—y)z—y)
+ i(T(zx+iy),x + 1) — i(T(x —iy), z — iy)

Naturalmente, esto implica que T" = 0, como queriamos demostrar.

Estamos ya en condiciones de presentar el teorema espectral para
operadores compactos autoadjuntos.

Teorema 5.3.34 Sea X un espacio de Hilbert y sea T un operador compacto
autoadjunto en X. Entonces X tiene una base ortonormal formada por auto-
vectores de T.

Demostracién. Sea (A\,)).;, donde N € N U {oo}, la sucesién de los auto-
valores de T, excluido el 0. Ponemos Ay = 0. Sean M, = N(T) y, para cada
n €N, M, =N(T — \,I). Los M,, con n € N son de dimensién finita; pero
My puede ser de dimension infinita.

Vemos, en primer lugar, que los subespacios M,, n > 0 son ortogonales
dos a dos. En efecto, sean © € M,, y € M,,, con n # m. Entonces, como
T(x) = Az y T(y) = Ay, tenemos

Al y) = (T'(x),y) = (x,T(y)) = Anlz,9),

que implica (A, — Ap)(z,y) = 0, y, dado que \,, # A, llegamos a (z,y) = 0,
como queriamos demostrar.

N
Ahora, si llamamos M = [U Mn] , todo lo que queda por demostrar es
n=0

que M es denso en X, o, lo que es lo mismo, que M+ = {0}. Vedmoslo.

Comenzamos observando que T'(M) C M vy, por consiguiente, T(M*) C
M*. En efecto, si # € Mt ey € M, (T(x),y) = {x,T(y)) = 0 por ser
T(y) € M.
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El operador Ty = T' |1 es autoadjunto y compacto. Por otro lado, o(7p) =
{0}. Efectivamente, si A € o(Tp) \ {0}, sabemos que A serd un autovalor de
Ty, es decir, que existird algtin o € M+, con x # 0, tal que Ty(x) = Az. Pero
entonces A = \, para algin n > 0y x € M+ N M, = {0}, lo cual es absurdo.
Una vez que hemos visto que o(7Ty) = {0}, deducimos, por el corolario anterior,
que Ty = 0. Entonces M+ C N(T) = My C M vy, en definitiva, M+ = {0},
como queriamos demostrar.

]



