
Análisis Funcional. Grado de Matemáticas de la UAM Curso 2018/19

Hoja de problemas 5

1. Demostrar que el operador Sd de desplazamiento hacia la derecha, definido por Sd(a1, a2, . . . ) =
(0, a1, a2, . . . ), es un operador lineal y acotado de ℓ2 en ℓ2. Calcular su norma.

Hacer lo mismo con el operador Si de desplazamiento a la izquierda, definido por Si(a1, a2, . . . ) =
(a2, a3, . . . ).

2. Calcular el conjunto de autovalures de los operadores Si y Sd.

3. Decidir si Sn
d → 0 y si Sn

i → 0 cuando n → ∞, respecto a las topoloǵıa de la norma y las topoloǵıas
WOT y SOT.

Teorema de la gráfica cerrada, etc.

4. Sean X, Y espacios de Banach y sea A ∈ L(X,Y ). Demostrar que existe una constante c > 0 tal que
∥Ax∥ ≥ c∥x∥ para todo x ∈ X si y solo si kerA = 0 y RanA es un subespacio cerrado de Y .

5. Demostrar que el operador T : ℓ∞ → ℓ∞ dado por T
(
(xk)

∞
k=1

)
=

(
xk
k

)∞
k=1

es lineal y acotado.

Demostrar que R(T ) no es cerrado en ℓ∞.

6. Dar un ejemplo de un operador acotado T : X → X, donde X es un espacio de Banach tal que
kerT = 0, pero T−1 : RanT → X no es acotado (respecto de la norma de X en RanT ).

Sugerencia. Usar el operador T del problema anterior.

7. (a) Sean X e Y espacios de Banach. Sea F un subconjunto del dual Y ′ que separa puntos de Y , es
decir, cumple

y ∈ Y, ⟨y, f⟩ = 0 ∀f ∈ F =⇒ y = 0.

(En particular, se puede escoger F = Y ′.) Demostrar que entonces un operador lineal T : X → Y es
continuo si y solo si f ◦ T es continuo para todo funcional lineal f ∈ F .

Indicación: Utilizar el Teorema de la Gráfica cerrada.

(b) Sea T : ℓp → ℓq un operador lineal acotado, donde p, q ∈ (1,+∞), y sea (tjk)
∞
j,k=1 su matriz,

definida respecto de las bases canónicas en ℓp y ℓq.

Demostrar que cada fila de la matriz pertenece a ℓp
′
(donde 1/p+ 1/p′ = 1), y que sus normas en ℓp

′

son uniformemente acotadas.

(c) Ahora supongamos que (tjk)
∞
j,k=1 es una matriz arbitraria de elementos del cuerpo K, tal que todas

sus filas pertenecen a ℓp
′
. Poniendo

(Tx)j =
∞∑
k=1

tjkxk, x = {xk} ∈ ℓp,

definimos correctamente un operador lineal T de ℓp al espacio vectorial KN, que consiste de todas las
sucesiones, cuyos términos están en K (estas sumas convergen absolutamente). Supongamos que la
imagen de T se contiene en ℓq. Aplicando la parte (a), demostrar que T es un operador acotado de ℓp

a ℓq.

Espacios reflexivos etc.

8.∗ Demostrar que la convergencia débil en ℓ1 de una sucesión de vectores equivale a la convergencia en
norma.

9. Demostrar que todo espacio de Hilbert es reflexivo.

10. Comprobar que c0 no es reflexivo.
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11. Sean X e Y espacios vectoriales normados que son isomorfos mediante una aplicación que conserva
las normas. Si Y es reflexivo, demostrar que X es reflexivo.

12. Si un espacio normado X es reflexivo, demostrar que X ′ es reflexivo.

13. Demostrar que un espacio de Banach X es reflexivo si y solo si X ′ es reflexivo.

Sugerencia: Puede demostrarse que un subespacio cerrado de un espacio de Banach reflexivo es
reflexivo; utilizar esto, sin demostrarlo.

14. Demostrar que los espacios Lp(µ) con 1 < p < ∞, donde µ es una medida, son reflexivos. En particular,
son reflexivos espacios ℓp con 1 < p < ∞.

15. (a) Demostrar que

c =
{
(xn)

∞
n=0 ∈ ℓ∞ : ∃ ĺım

n→∞
xn

}
es un subespacio cerrado de ℓ∞.

(b) Demostrar que existe un funcional lineal Φ : ℓ∞ → K de norma 1 tal que Φ
(
(xn)

)
= ĺımn→∞ xn

para todo vector x = (xn) en c.

(c) Deducir que ℓ1 no es reflexivo.

16. (continuación: ĺımite de Banach) Consideremos el caso de ℓ∞ real. Demostrar que el funcional
Φ : ℓ∞R → R del ejercicio 15 puede ser elegido de tal forma que para toda sucesión (xn) en ℓ∞R , se
cumplan las propiedades

(i) ĺım inf xn ≤ Φ
(
(xn)

)
≤ ĺım supxn (en particular, Φ

(
(xn)

)
≥ 0 si xn ≥ 0);

(ii) Φ
(
(xn+1)

)
= Φ

(
(xn)

)
.

17. Dar un ejemplo de una sucesión x ∈ ℓ2 y un sistema ortonormal en ℓ2 para los que la desigualdad de
Bessel sea una desigualdad estricta.

18. (Convergencia en L2 y convergencia puntual)

(i) Demostrar que existe una sucesión (gn)
∞
n=1 de funciones de L2(0, 1) tal que gn tiende a cero en la

norma de L2(0, 1) pero no tiende a cero puntualmente.

(ii) Demostrar que existe una sucesión (hn)
∞
n=1 de funciones de L2(0, 1) tal que hn tiende a cero

puntualmente pero no tiende a cero en la norma de L2(0, 1).

Convergencia débil y débil-∗.

19. Demostrar lo siguente. Sea X un espacio de Banach, y sean xn ∈ X, fn ∈ X ′. Si xn → x débilmente
y fn → f en norma, entonces

⟨xn, fn⟩ → ⟨x, f⟩.

20. (a) Sean {en} la base canónica de ℓp, 1 < p < ∞. Demostrar que en tienden a 0 en la topoloǵıa débil.

(b) ¿Es cierta esta aficmación para p = ∞? ¿Y para p = 1?

21. Sea H un espacio de Hilbert separable, y sea S = {x ∈ H : ∥x∥ = 1} la esfera unidad en H.
Demostrar que S no es cerrada en la topoloǵıa débil y que su cierre en esta topoloǵıa es la bola
unidad cerrada B̄1(0) (centrada en 0).

Indicación: Elegir una base ortonormal {en} en H. Dado cualquier vector x ∈ B̄1(0), buscar una
sucesión acotada de escalares αn ∈ K tales que x+ αnen ∈ S para todo n y x+ αnen → x débilmente
cuando n → ∞.

Espacios de Hilbert y operadores lineales acotados entre ellos.

22. En un espacio pre-Hilbert H, si ⟨x1, y⟩ = ⟨x2, y⟩ para todo y ∈ H, demostrar que x1 = x2.

23. En el espacio vectorial C[a, b] de las funciones continuas definidas en [a, b] con valores complejos,
definimos ∥f∥∞ = máxt∈[a,b] |f(t)|. Demostrar que es imposible definir un producto escalar en C[a, b]
de manera que ∥f∥2∞ = ⟨f, f⟩.
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24. En R2 consideramos la norma ∥(x1, x2)∥ = máx{|x1|, |x2|}. ¿Puede definirse en R2 un producto escalar
⟨·, ·⟩ de manera que ⟨x, x⟩ = ∥x∥2, donde x = (x1, x2)?

25. Demostrar que en un espacio vectorial complejo con un producto escalar x ⊥ y si y solo si ∥x+αy∥ =
∥x− αy∥ para todo α ∈ C.

26. Sea A ∈ L(H) un operador con matriz (aij) con respecto a la base ortonormal de H dada por {ej}∞j=1.
Demostrar que la matriz de A∗ en esta misma base ortonormal es (aji).

27. Sea k ∈ L2([c, d]× [a, b]). Hallar el adjunto del operador K : L2[a, b] → L2[c, d] definido por

(Kf)(s) =

∫ b

a
k(s, t)f(t) dt.

28. (i) Sean H1 y H2 espacios de Hilbert y T ∈ L(H1,H2). Demostrar que T = 0 si y solo si ⟨Tx, y⟩ = 0
para todo x ∈ H1, y ∈ H2

(ii) Sea T ∈ L(H), siendo H un espacio de Hilbert complejo. Demostrar que si ⟨Tx, x⟩ = 0 para todo
x ∈ H, entonces T = 0.

(iii) Demostrar que el resultado del apartado anterior no es cierto si H es un espacio de Hilbert real.

29. Sea H un espacio de Hilbert y Tn ∈ L(H), n ∈ N. Demostrar que si la sucesión (Tn)
∞
n=1 converge

en norma a un operador T y cada operador Tn es autoadjunto, entonces T es también un operador
autoadjunto.

30. Sea U ∈ L(H) un operador unitario. Demostrar que U es una isometŕıa, esto es, que ∥Ux∥ = ∥x∥ para
todo x ∈ H.

31. (i) Sea H un espacio de Hilbert complejo y T ∈ L(H). Demostrar que T es unitario si y solo si T es
una isometŕıa suprayectiva.

(ii) Dar un ejemplo de un operador que sea una isometŕıa pero que no sea unitario.

32. Sea P ∈ L(H). Demostrar que P es una proyección ortogonal sobre un subespacio M de H si y solo
si P 2 = P y P es autoadjunto.

Problemas adicionales

33. Consideramos las funciones xn(t) = tn como vectores en el espacio de Banach C[0, 1]. Observar que,
por el Teorema de Weierstrass, es una familia completa en C[0, 1]. Demostrar que, sin embargo, se
cumple lo siguiente.

Existe un dominio Ω ⊂ C, que contiene 0, con la siguiente propiedad. Sea g(t) ∈ C[0, 1] cualquier
función que admite una representación

g(t) =

∞∑
n=0

cnxn(t),

que converge en la norma de C[0, 1]. Entonces g se extiende a una función holomorfa en Ω.

En particular, no toda función g ∈ C[0, 1] se desarrolla en una serie de este tipo, lo que significa que
las funciones tn, n ≥ 0, están lejos de ser una base de Schauder.

En una de las primeras hojas de ejercicios, se propońıa un ejemplo concreto de una base de Schauder
en el espacio C[0, 1].

34. Hay diferentes formas no equivalentes de definir una suma directa de una sucesión infinita de espacios
de Banach. Si todos ellos son iguales a un espacio de Banach dado X, podemos definir, por ejemplo,
la ℓ∞-suma directa(

⊕n≥1

)
∞X :=

{
x = (xn) : xn ∈ X ∀n, ∥x∥ := sup

n
∥xn∥X < ∞.

}
Demostrar que

(
⊕n≥1

)
∞X es un espacio de Banach.

Va a haber un ejercicio más sobre funcionales lineales asociados a una base de Schauder
(ver el Ejercicio 19 de la Hoja 4)
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