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ALGEBRA LINEAL Y GEOMETRIA

Hoja 7: Geometria afin Il. Aplicaciones afines.

1. Sean (A1, ¥, Eq) y (A2, ¥a, E») dos espacios afines, sea f : A; — Ay una afinidad, y sea @5 : By — FE»
su aplicacion lineal asociada. Demuestra que:

a) La afinidad f es inyectiva si y sélo si ¢ es inyectiva;
b) La afinidad f es sobreyectiva si y sélo si s es sobreyectiva;

c) La afinidad f es biyectiva si y sélo si ¢ es biyectiva.
2. En A% consideramos los puntos
A=(1,1,0),B=(2,0,2),C=(1,2,c), D = (3,4,—1)
A'=(2,1,0),B' = (2,2,1),C" = (1,1,8), D" = (3,0,0),
con a, B € R. Sea f: A} — A2 una afinidad tal que f(4) = A', f(B)=B', f(C)=C"y f(D)=D'".

a) Sea X C R el conjunto de valores de a para los que se cumple que para todo valor de /3, existe una
transformacion afin con las propiedades descritas en el parrafo anterior. Para cada uno de los valores de «
obtenidos, ;cudntas afinidades distintas se pueden construir?

b) Para cada a € R\ X, encuentra los valores de 8 para los que f es una afinidad. ;Qué datos
adicionales se necesitan para determinar completamente f?

3. Sea T : A%& — A%& una afinidad tal que
T(1,1)=(2,3), T(3,2)=(3,8), T(2,3)=(1,7).
Escribe la expresién en coordenadas de 7T'.

4. Estudia las afinidades de Afg que dejan fija la hipérbola zy = 1.

5. En el espacio afin, determina el lugar geométrico de las imagenes de un punto dado X por todas las
afinidades que tienen una recta dada r de puntos fijos y una recta dada s, que se cruza con r, fija.

6. En el plano afin considera todas las afinidades de la forma

r=ar+y+a
Y =z+ay+a,

para un parametro o € K. Determina el lugar geométrico de las imagenes de un punto dado por todas estas
afinidades.

7. Sea (A, VU, E) un espacio afin de dimensién n y sea f : A — A una afinidad. Demuestra que si f tiene
n + 1 puntos fijos afinmente independientes, entonces f es la identidad.

8. Sea (A, ¥, F) un espacio afin y h : A — A una homotecia de centro C' € A y razén A. Demuestra que si
A # 1 entonces C' es el tnico punto fijo de h. ;Qué ocurre si A = 17

9. Calcula las ecuaciones de la homotecia f : A% — A2 tal que f(1,1) = (=3,0) y f(—1,0) = (-1,1).

10. Calcula las ecuaciones de la homotecia f: A2 — A2 tal que f(1,1) = (4,2) y f(—1,0) = (=2, —1), si
existe.



11. Consideramos las rectas en Aﬁ:
r:x+2y—4=0 y ro 1 T = 2y.

Calcular la expresién analtica con respecto al sistema referencia estandar de A]ﬁ de:
a) La simetria sobre r1 en la direccién de ry;

b) La proyeccién sobre r; en la direccién de 7.

12. Sea f: Ai — A]% la aplicacién definida por

1
flz,y) = 5(333 — 4y + 8, —4z — 3y + 16).

a) Calcula la matriz de f con respecto al sistema referencia estandar de Aﬁ.

b) Demuestra que f es una simetria y calcula los elementos geométricos que la determinan.

13. Sea f: A — A una afinidad, sea L(f) C A el conjunto de puntos fijos por f y sea ¢ la aplicacién
lineal asociada a f. Demuestra que L(f) es una variedad lineal siguiendo los siguientes pasos:

a) Si L(f) = 0 entonces no hay nada que probar;
b) Si L(f) = {P} con P € A entonces no hay nada que probar;

c) Si L(f) 2 {P} demuestra que ¢y tiene un autovalor igual a 1 (y por tanto tiene vectores fijos no
nulos);

d) Con las mismas hipdtesis del apartado anterior, sea F el subespacio vectorial generado por los
autovectores de autovalor 1; demuestra que L(f) = P + F.

14. Tlustra mediante un ejemplo que el reciproco del apartado (c¢) del ejercicio anterior no tiene por qué ser
cierto.

15. Sea f : A — A una aplicacién afin. Se dice que una variedad lineal . = P + F es invariante por f si
para todo @ € L se tiene que f(Q) € L.

a) Demuestra que si L es invariante por f entonces F es un subespacio invariante por ¢y;
b) Ilustra mediante, un ejemplo, que el reciproco del apartado anterior no tiene por qué ser cierto.

16. Considera los puntos de A% siguientes:

(1,1
(2,3,

A )1)7
B 1),

0
0

a) Demuestra que Ay, A1, Az, Az son afinmente independientes;

b) Calcula la matriz con respecto al sistema de referencia estdndar de A% de la tnica afinidad f :
A3 — A3 que queda definida por las imagenes f(A;) = B;, i =0,1,2,3.

c¢) Calcula los puntos fijos de f.
d) Calculas las rectas y planos invariantes por f.

e) Calcula la matriz con respecto al sistema de referencia baricéntrico Ry = {Ao, 41, A, A3} de la
afinidad f.



