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Ingenieria Informatica-Matematicas
ALGEBRA LINEAL Y GEOMETRIA

Hoja 1. Espacios Euclideos y unitarios I. Formas bilineales y hermiticas. Productos escalares. Normas inducidas
por productos escalares.

1. Decide de manera razonada si las siguientes funciones ¢ : V xV — K son formas bilineales o sesquilineales
en los espacios vectoriales V sobre K con K =R, C.

a) V = May2(K), con ¢(A, B) = traza(A + B);

b) V = Mayo(K), con p(A, B) = traza(AB);

c) V = May2(R), con p(A, B) = traza(AB) — traza(A)traza(B);

d) V={f:R—R: f es diferenciable}, con ¢(f,g) fo f(t)g(t)dt

e) V={f:R—R: f escontinua}, con ¢(f,g) fo z)g(z)(x? + 1)dx;
f) V={f:R—R: f es continua}, con ¢(f,g) fo x)g(z — 1)dx;
g) V=K, con ¢((z1,41), (22,12)) = (¥1 +41)* — 2292.

2. Considera la base estdndar B = {ej,eq,e3} de R3. Escribe la matriz Mp(p) de las siguientes formas
bilineales:

a) p((z1,r2,23), (Y1,Y2,y3)) = 2x1y1 — 3T1Y3 + 2T2y2 — Sx2y3 + 4a3Y1;
b) o((z1, 2, 23), (Y1, Y2, y3) = 3z1y1 + 222y + 23Y3.

3. Considera ahora la base B’ = {(1,2,3),(~1,1,2),(1,2,1)} de R? y denotamos por (z}, v}, 2}), (x5, s, 25)
las coordenadas de dos vectores de R? respecto a la base B’. Escribe la expresién en términos de las
coordenadas anteriores de las formas bilineales del ejercicio 2.

4. Decide de manera razonada cudles de las funciones del ejercicio 1 son formas bilineales simétricas, o
sesquilineales hermiticas, segin corresponda.

5. Se dice que una forma bilineal (respectivamente, sesquilineal) ¢ : V x V' — K es antisimétrica si para
todo par de vectores u,v € V se tiene que p(u,v) = —¢(v,u).

a) Encuentra una forma bilineal antisimétrica ¢ : R? x R? — R;

b) Sea B = {v1,...,v,} una base de V' y sea ¢ una forma bilineal en V. Da una condicién necesaria
y suficiente sobre Mp(y) para que ¢ sea antisimétrica;

¢) Demuestra que toda forma bilineal (respectivamente, sesquilineal) ¢ en V' se puede escribir como
la suma de una forma bilineal simétrica (respectivamente, hermitica) y una antisimétrica.

6. Sea V' un espacio vectorial sobre K , sea ¢ : V x V — K una forma bilineal simétrica (o hermitica) y sea
W C V un subespacio vectorial. Demuestra que el conjunto:

W' ={veV:pww)=0YweW}

es un subespacio vectorial de V. Se dice que W’ es el subespacio ortogonal a W.

7. Considera la aplicacién ¢ : R? x R3 — R dada por

((z1, 22, 23), (Y1,92,93)) — (221 — 222 + da3)y1 + (=221 — 223)y2 + (623 + 421 — 272)Y3



a) Demuestra que ¢ es una forma bilineal simétrica.
b) Calcula el subespacio ortogonal al vector (1,—1,—1) respecto a ¢.

c) Describe geométricamente el conjunto de rectas de R? que son ortogonales a sf mismas respecto a
la forma ¢.

8. Para cada a € R considera en R? la aplicacién bilineal

1 -1 0 Y1
ba ((z1,72,73), (y1,92,¥3)) = (¥1,22,23) | -1  «a 1 Yo
0 1 « Y3

a) Calcula los valores de « para los que ¢, es un producto escalar.

b) Sea M, el plano ortogonal a (1,1,1) respecto a ¢,. Demuestra que el conjunto {M, : @ € R} es
un haz de planos que pasa por una recta. Describe la recta.

9. Para cada o, 5 € R considera en R? la aplicacién bilineal

g a 0 Y1
ba,p ((x1,22,23), (Y1,Y2,y3)) = (1, 22,23) | « 1 0O Y2
0 0 « Y3

a) Describe el subconjunto de R? determinado por los pares («, 3) para los que ®a,p €s un producto
escalar.

b) Determina los valores de o y  para que el plano de ecuacién x + y + z = 0 sea ortogonal al vector
(1,0, 1) respecto al producto escalar ¢, g.

10. Considera la aplicacién ¢ : M3y 3(R) x M3yx3(R) — R dada por ¢(A, B) = traza (ABT).
a) Demuestra que ¢ es un producto escalar en M3, 3(R).
b) ;Cuadl serfa el producto escalar andlogo en Mz,3(C)?

11. Sea V = C? y sea B = {e1,e2,e3} la base estdndar. Sea ¢ : V x V — C la forma sesquilineal cuya
matriz asociada respecto a B es:

1 1 0
—1 2 1+
0 1—: 3

Demuestra que ¢ es un producto escalar.

12. Sea V un espacio vectorial unitario.
a) Demuestra la Identidad del paralelogramo: Para todo par de vectores u,v € V,

lu+0l* + lu = v]|* = 2(|ull* + [Jo]*).
b) Demuestra la Identidad de polarizacién: Para todo par de vectores u,v € V,
dp(u,v) = |Ju+ v|)? = ||u —v||* +il|u + iv||* — il|u — iv|]>.
¢) Demuestra que para todo par de vectores u,v € V,
20(u,v) = [lu 4[| +illu + ivl|* = (1 +3) [ul® = (1+ ) o],

d) ;Cuéles serian las identidades de los apartados anteriores si V' fuera un espacio vectorial euclideo?



