Lema de Fisher-Cochran: Sean X, X5, ... v.a.i.i.d. con distribucién N(u,o). Sean
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Entonces
a) X y S? son v.a. independientes;
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o2 ~ Xn—1-

En la demostracion del lema de Fisher-Cochran utilizaremos un corolario derivado del siguiente
resultado (para demostrarlo basta utilizar la funcién caracteristica de una gamma):

Lema (gamma): Si &,...,&, son v.a. independientes con & ~ gamma(a,p;), i = 1,...,n, es
decir, con densidad
api
fe.(z) = gPitear x >0,
F(Pi)

entonces y i & ~ gamma(a, Y i, Di)-
Como consecuencia de este lema sobre la distribucién gamma y del hecho de que la distribucién X;2;
es una gamma(1/2,p/2), tenemos el siguiente resultado sobre la distribucién y?*:
Czorolario (x?): Si&y,. .., &, sonv.a. independientes con X; ~ Xz%w i=1,...,n, entonces y . & ~
XY p
Demostracion del lema de Fisher-Cochran: Primero observemos que podemos suponer sin
pérdida de generalidad que p =0y o =1.Si u # 06 o # 1, basta expresar X y S? como

X:,u+ziZ,»:u+aZ y  SP= il i(zi_z)27

n

; n—14
=1 i=1

siendo Z; = (X; — p)/o (o, equivalentemente, X; = 1+ 0Z;) y hacer la demostracién para las Z;,
que son N(0,1).

- 1
Suponemos, pues, que X ~ N (0, 1) y queremos probar que X ~ N <O, 7) yque (n—1)S? ~ x2_,.
n

a) Basta probar que X y S? son, respectivamente, funciones de vectores aleatorios independientes
entre si. Primero observemos que podemos escribir S? como funcién de sélo n — 1 desviaciones a la
media muestral:

C— <<X1—X>2+Z<Xi—X>2>=ni1 [Z()@—X)

n—1 ’
=2

En la tltima igualdad hemos aplicado que >, (X;—X) = 0y, por tanto, X;—X = — > 7" ,(X;—X).
La tltima expresion de (1) quiere decir que S* se puede escribir como funcién de sélo el vector
aleatorio (Xo — X, ..., X,, — X).



A continuacién probaremos que X y (X — X, ..., X,,— X) son “objetos” aleatorios independientes.
Por ejemplo, basta calcular la funcién de densidad conjunta f(yi,ys, ..., y,) del vector aleatorio

(Yi,Ya,...,V,) = (X, Xo — X, ..., X, — X)

y ver que se puede expresar como producto de las funciones de densidad f(y;) de ¥; = X y
fya, .. yn) de (Ya,.... V) = (Xo — X, ..., X,, — X).
Para hallar f(y1,¥2,...,y,) observemos que
1 1
Y1 = r=-r1+...+—x,
n n
_ 1 n—1 1 1
Yo = Xo0—T=——21+ Tog— —X3—...— —Ty
n n n n
_ 1 n—1
Yo = Tp —T = ——T1 — — —Xp_1+ T,
n
es decir,
1 1 1
Y o et 11

Yn 11 n—1 Tn
La funcién (2) es lineal con jacobiano

8(9173/2,---7%) 1
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(w1, 9, ..., Ty)
Por otro lado,
T = Y1 — Y2 — ... —Yp
Ty = Yot U
Tn = Yn+ Y1
Entonces
8(1‘17 T2, . .. 7xn>
fy,y2, o oyyn) = flor, 29,...
a(:gl? Y2, ... 73/71)
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funcién sélo de y1 funcién séloﬁe Y2, Yn

Para pasar de (3) a (4) basta desarrollar el cuadrado que aparece en cada uno de los dos exponentes
y simplificar términos coincidentes.



b) Sea Mx(t) = E(e') la funcién generatriz de momentos (f.g.m.) de la v.a. X. Como X ~ N(0, 1),
tenemos que Mx(t) = e/, En general, la f.g.m. de una N(u,0) es M(t) = exp (ut + 10%t?). La
f.g.m. de la media muestral es

Mg(t) = E (etff> _E <€% zzlzlxi)
- 1= (e85 - <MX (%)) — exp (;_n> |

que corresponde a una N (0,1/+/n). Evidentemente la demostracién de (b) se puede hacer de manera
totalmente equivalente usando la funcién caracteristica E(e™) en lugar de la f.g.m.

c) Para la prueba de este apartado utilizaremos un argumento de induccién. Denotamos por Xj y

S? la media y la varianza muestrales de las primeras k observaciones, X, ..., Xj, de la muestra, es
decir,
1< 1 &
%= L3 x, 2= L NT(X - X
Se puede comprobar que, para todo k = 2,3,4,..., se cumple que
i k-1
(k—1)8; =Y (Xi— Xp)* = (k—2)S_, + —— (X - Xi1)? (5)

i=1
Primero analizamos el caso k = 2. Por (5) tenemos que

&—&Y

7 :

Como las X; son N(0,1) independientes, se tiene que (X5 — X1)/v/2 ~ N(0,1) y, por tanto, S7 ~ x?2,
es decir, el apartado (c) se cumple para n = 2.

Ahora suponemos que el apartado (c) se cumple para n = k, lo que significa que (k — 1)S7 ~ x2_,.
Vamos a probar que también se cumple para n = k 4+ 1. Por (5) tenemos que

1
Sy =5 (Xa = X1)" = (

k _
kSiiy = (k—1)S; + k—H(Xk+1 - Xi)%.

Observemos que Xy, — Xz ~ N(0,+/(k + 1)/k, por ser diferencia de dos normales independientes.
Entonces

(X1 — Xi)* ~ (N(0,1))" = i1

kE+1
Por otro lado, el apartado (a) y la independencia de las X; implican que S% v X son indepen-
dientes, luego (k — 1)S% y %H(Xkﬂ — X},)? son v.a. independientes con distribuciones x? | y x?

respectivamente. Aplicando el corolario sobre la x?, se obtiene que kS7 , sigue una x;.



