Consistencia del estimador ntcleo

Teorema: Sean X1, Xo,... v.a.i.i.d. con distribucion de probabilidad continua de densidad f. Su-

pongamos que
a) El nicleo K es una densidad acotada tal que |z|K(x) 220,
b) El pardmetro de suavizado satisface que h = hy, 7% 0 y nhy, 7% .

C) La densidad [ es acotada y continua en el punto t.

Entonces el estimador kernel converge en probabilidad a la densidad poblacional en el punto t:

Fult) — F(2). (1)

Para demostrar este teorema utilizamos el lema de Bochner, que enunciamos a continuacién. Este
lema establece condiciones bajo las que la convolucién de una funcién (g) con una aproximacién de
la identidad dada por otra funciéon K reescalada converge a la funcion g original.

Lema de Bochner: Sea K una funcion integrable y acotada tal que [ K =1 y |z||K(z)] — 0

cuando |xr| — oo. Sea g una funcion integrable. Entonces, para Kp(t) := %K (%), tenemos que

g*x Kp(x) — g(x) en todo punto x de continuidad de g.

Demostracién del teorema: La convergencia (1) se da si y sélo si, para todo € > 0,
P{| fu(t) = f(1)| > €} === 0.
Utilizando la desigualdad de Markov podemos acotar esta probabilidad de la manera siguiente:

~ _ 2
Bfult) — F()] > ¢} = B{(Fult) — F(1))? > 2} < Il 2TV,

El término E((f,(t) — f(t))2) es el error cuadratico medio (ECM) del estimador nticleo en el punto
t. Cualquier ECM de un estimador se puede descomponer como suma de la varianza del estimador
y su sesgo al cuadrado:

B((Falt) = F0)) = V(fal®) +Seseo?(fult)
= E((falt) - Efa(6)?) + (Bfult) - £()°.

e Para que el término de sesgo tienda a 0 (cuando n — oco) necesitamos que h = hy, noee

—— 0:

Sesgo(fu(t)) = Efalt) = f(t) = E (; S Kt - X») — f)
=1

= B(Ku(t— X)) — f(t) = /R Kt — o) f(x)dz — (1)

= (Kn* f)(t) = f(t) =0, (por el lema de Bochner).

s . . . . n—o0
e Para que el término de varianza tienda a 0 (cuando n — oo) necesitamos que nh,, —— 0o:

V(fat) = Vv (;ZKMt—Xi)) = %ZV(KN—X»)
=1

i=1

= V(R - X)) = AE(KH (- X))~ EA(Ku(t = X)) )
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(por lema de Bochner)
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E(K2(t — X)) = /K,%(t—x)f(x)dx - hg/w( . )f(x)da:
1

L / Ly (t - ) flae)da = / ()t — 2) f(2)de
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(por lema de Bochner)

Resumiendo

0.

3 ? ? —0, nhy—
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