PROBLEMAS DE ANALISIS NUMERICO DE ECUACIONES
DIFERENCIALES Y ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES

Los problemas que en su numeracion estan senalados mediante una A, son de cardcter
mds avanzado y, por tanto, pueden dejarse de la lado en un primer repaso de la lista.

PROBLEMAS DE MATRICES

Matrices circulantes.

Las matrices de la forma:

ko ki ke ... ... kg1
kg1 ko ki ... ... kgq_o
. . . kil
ki ke ks .. .. ko

se dicen circulantes.

Introducimos el polinomio
d—1
k(z) = Z ko2t
=0

que caracteriza a dicha matriz.

Prueba que los autovalores de la matriz son k (wg) ,j=0,--- d—1, donce k es el

polinomio anterior y wg = exp(27i/d) es la d—ésima raiz de la unidad.

Demuestra que el autovector correspondiente al autovalor A\; = k <wé> es

1
W

uJ((jcl—l)j

Demuestra que el método iterativo de Gauss-Seidel para el sistema
Ar =D

converge cuando A es estrictamente diagonal dominante.



e Consideremos la matriz
3 2 1
Ai=1 2 3 3
1 2 3
Prueba que el método de Jacobi diverge pero que el de Gauss-Seidel converge.

e Comprueba que para la matriz

se estd en la misma situacion.

e Reordenamos esta matriz para obtener

3 12
As=| -1 3 -2
—2 2 3

Prueba que ambos métodos divergen.

e Definimos por ultimo A, la matriz que se obtiene a partir de A3 sumando € > 0 en
su diagonal. Prueba que si € > 0 es suficientemente pequeno el método de Jacobi
converge pero el de Gauss-Seidel diverge.

e ;Qué podemos concluir?

e Comprueba que si A es una matriz T'ST con « en la diagonal principal y § en las
dos subdiagonales, los autovalores y autovectores son

)\j:a+2ﬂcos(d7:_jl>,j:1,---,d

[ 2 . WIA )
E)j:(%,@):%’,é: d+181n<d—‘|7-1>7j’€:17.”,d.

e Concluye que las matrices T'ST conmutan entre si.

Comprueba la identidad

d

. il 1 .

]D)ZSID2 <dj—1> =§(d+1)a]=172,"' ,d.
/=1



@ Consideramos la matriz de Toeplitz d x d:

2 1 0 0

-1 2 1 0 0

A= 0 -1 2 1 -1
-1 2 1

0 0 -1 2

Calcula los autovalores de la matriz B que interviene en la iteracién de Jacobi y
comprueba que diverge.

Sea A una matriz T'ST con a;; = o 'y a12 = 3. Prueba que la iteracién de Jacobi
converge cuando 2 | # |<| « |. Prueba asimismo que si se requiere la convergencia
cualquiera que sea la dimensién de la matriz, esta condicién es necesaria y suficiente.

Sea B una matriz normal d x d y y € C? t.q. || y ||= 1.

e Prueba que existen aq,- -, aq tales que
d
y=DY oW,
k=1
siendo W1, --- , W, los autovectores de B.
Expresa || y ||? explicitamente en funcién de los coeficientes ary, - - , ag.

e Sean A --- Ay los autovalores de B. Prueba que

d
| By P=DY [ oxd [*
k=1
e Deduce que || B ||= p(B).
Demuestra la relacién
1
R=-PT

4

que se verifica entre el operador de restriccién R y el prolongamiento P del
método multimalla.

., Cémo definirias estos operadores en tres dimensiones espaciales? ;Existe en
este caso alguna relacién semejante a (77)?

PROBLEMAS GENERALES DE EDO

Consideramos el problema de valores iniciales,

y=f(y), ylto)=1 (1)



donde f es una funcién de clase C*°, tal que todas sus derivadas f (k) estén acotadas;
ie., |f®)(y)| < Ay < oo, para todo y real. Sea {yn}n>0 la sucesién generada por el
f-método

Ynt1 = Yn + 0 |0f (Ynt1) + (1 —0) f(yn) |, 60,1, n=0,1,... (2)

comenzando en cierto yp, que aproxima a y(tp), y usando la red equiespaciada de
puntos t, =nh, n=0,1,...,con h=1/Ny N € N.

a) Derivando en la ecuacién (3) comprueba que se pueden acotar las derivadas de la
solucién y(t), en funcién de las constantes Ay.

b) Indica, en funcién de las constantes Aj, una cota para el error de truncacién de
dicho método al aproximar el problema (3). Si es necesario, distingue casos depen-
diendo del valor del parametro 6. Discute el orden de consistencia del método en
funcién del parametro 6.

¢) Obten una férmula implicita para el error e,11 = y(tn4+1 — Yn+1 en funcién del
error del paso anterior e,. Demuestra que, para h suficientemente pequeiio en funcién
de la constante de Lipschitz de f, se puede obtener una cota de |e,+1| en funcién de
len.

d) Iterando la desigualdad del apartado anterior, deduce una cota para el error global
ly(tn) — yn| cometido al aproximar la solucién de (3), con el f-método. Dicha cota
debe depender, de las constantes Aj, del error cometido al aproximar la condicién
inicial y de la longitud del intervalo [tg,T], donde se ha efectuado la aproximacién.
Comenta la convergencia del método en funcién del pardametro 6.

e) Estudia, en funcién de 6, el dominio de estabilidad lineal de (2). Determina si el
método es A-estable para algin valor del pardmetro 8. En caso de no serlo, calcula el
maximo intervalo de estabilidad absoluta del método. ;Son coherentes los resultados
sobre convergencia que se deducen de este apartado con los obtenidos anteriormente?
Razona la respuesta.

f) Generaliza los resultados anteriores al caso en que y es una incégnita vectorial.
ormente? Razona la respuesta.

Consideramos el problema de valores iniciales,

y=1rf),  ylto) =1 3)

y los dos siguientes métodos de dos pasos:

13 5 5
Yn+2 — 3Ynt1 + 2y = h Ef(yn-i-Z) - gf(ynﬂ) - Ef(?/n) ) (4)
Yn+2 — Yn = 2hf(yn+1)- (5)



(a) Comprueba que ambos métodos son de orden dos y enuncia con precisién el
significado de esta propiedad.

(b) Demuestra que el método (4) no converge pero que, sin embargo, el método (5)
es convergente. Enuncia con precision el significado de estas afirmaciones.

Indicacion: Recuerda que, segtn la condicién de equivalencia de Dahlquist, el méto-
do multipaso

S S
Z AmYnt+m = h Z bmf(yner)
m=0 m=0

es convergente si es de orden > 1 y el polinomio p(w) = >7 _amw™ verifica la
condicién de las raices (i.e. todos sus ceros estd en el disco unidad cerrado del plano
complejo y los que son de médulo unidad son simples).

(¢) Verifica que los ceros wy(z) y we(z) del polinomio

S

n(z,w) = Z (@ — by z)w™

m=0

asociado al esquema (5) satisfacen
wi(z)wa(z) = —1, V=z. (6)

(d)Deduce que el dominio de estabilidad D del esquema (5) es el conjunto vacio y
que por tanto el esquema (5) no es A-estable. Enuncia el significado de este hecho.

Indicacion: El dominio de estabilidad de estabilidad de un esquema multipaso es el
conjunto de los z del plano complejo para los que todos los ceros de 7(z, -) satisfacen
lw(z)| < 1.

e) ;Existe alguna contradiccién entre los dos hechos que hemos probado sobre el
esquema (3) (i.e. es convergente pero no es A-estable)?.

f) Supongamos ahora que aplicamos el método (5), para resolver la ecuacién

y' = —y, y(0) =1 con las siguientes eleccciones de los datos iniciales:
Yo =1, yr=1-nh, (7)
h2
yo =1, ylzl_h+?a (8)
Yo =1, y1 = exp(—h), (9)
Yo = 1+ 00h3a y1 = €$p(*h) + ClhBa €o, Cl >0 (10)

. Cudles de estas elecciones de datos inciales dan lugar a una jsucesién {y"},>o0
convergente (con el orden del método (5)) a la verdadera solucion del problema?
Razona brevemente la respuesta.



METODOS DE RUNGE-KUTTA

Probar que el método de Runge-Kutta explicito (RKE) dado por

0
1/21/2
12| 0 1/2

10 o0 1
11/6 1/3 1/3 1/6

es de orden cuatro en el caso de una ecuacién escalar y' = f(y).
Escribe el método # como un método R-K.

Comprueba que los métodos de RKE de tres etapas dados por

0 0
1/2]1/2 2/3(2/3
1| -1 2 2/3| 0 2/3
|1/6 2/3 1/6 | 1/4 3/8 3/8

y denominados respectivamente el método de RK clésico y el de Nystrom son de
orden 3.

Comprueba que el método de RKI (I= implicito)

0 |1/4 —1/4
2/3|1/4 5/12
|1/4  3/4

es de orden 3.

i Existe algin método de RK explicito de 2 etapas que sea de orden 37



PROBLEMAS SOBRE LA ECUACION DE LAPLACE

e Comprueba que al abordar la resolucion del problema de Neumann para la

ecuacién de Laplace

—Ugy = f, O<z<xl1
{ U (0) = 1z (1) = 0, (1)

en 1—variable mediante elementos finitos P; se obtiene un sistema de la forma

1 -1 0 0 0
(-1 2 -1 0 0 Fy
-1 0 -1 2 -1 0 |=F= | : (2)
P10 0 -1 o2 -1 Fni
0 0 0 -1 1

Introducimos un nodo ficticio en el mallado x_1 = —h.

Compara la ecuacién correspondiente al nodo ug en (2) con la que se obtendria
mediante la discretizacién clasica por diferencias finitas en el punto xg haciendo
uso de u_1, aproximacién de u en x_1.

Implicitamente en (2) estamos asignando un valor a priori en z_; segun lo que
acabamos de ver. ;Cual es?

Comenta este hecho en relacién a la propiedad cldsica de las soluciones de (1)
segun la cual, si extendemos f y u de manera par, i.e.

v Jou(-z), -1<z<0
i(z) = { u(z), O0<z<l,

| fl=x), -1<z<0
f(a:)—{ flz), O0<z<l,

u es una solucién de la misma ecuacién con segundo miembro f en el intervalo
(_17 1)
Comprueba que esto es efectivamente asi.

Comprueba que para el problema de Dirichlet se tiene la misma propiedad
mediante la extension impar.

Suponemos que f(x) es lineal a trozos, i.e.

N
f@) =D f;6(),
j=1

donde ¢; son las funciones de base usuales en el método de elementos finitos lineales
a trozos.



Escribe el sistema que se obtiene a la hora de aproximar la solucién de

—Ugz = f, O<zr<l1
u(0) =u(1) =0

mediante diferencias finitas y elementos finitos P;.

Comenta las diferencias.

. Para qué funciones f coinciden ambos sistemas?

Escribe una aproximacion en diferencias finitas para el sistema

—Uze = f, 0<z<1
u(0) =0, wu,(1l)=0.

Obten el orden de convergencia del método.

Haz lo mismo para las condiciones de Neumann

J,En este ultimo caso, cémo se refleja el problema de no unicidad que exige en el
modelo continuo imponer la media de la solucién para identificarla de manera
Unica?

Escribe una aproximaciéon mediante elementos finitos P; de la ecuacion

—Uz = f, O<z<l1
u(0) =0, wuy(1)=0
y analiza su convergencia.

En este caso, jes necesario imponer condiciones sobre f para garantizar la
existencia y unicidad de la solucién?

Consideramos ahora los tres sistemas anteriores con condiciones de contorno no-

homogéneas

{—um—f, O<z<1
u(z)=a, u(l)=0»>

—Uz=f, 0<z<l1
u(0) =a, ux(l)="»>

Uz =f, O0<ax<l1
uz(0) =a, ugy(l)=h.

e Escribe la aproximacion correspondiente mediante elementos finitos P;.



e ;Es necesario realizar un analisis exhaustivo para obtener el orden de conver-
gencia o puede obtenerse reduciendo el problema al caso de las condiciones de
contorno homogéneas?

@ Consideramos la ecuacién de equilibrio de una viga posada en sus extremos:
diu = f, O<z<l
u(0) =u(l) =0
Uz (0) = ugz(1) = 0.
e Comprobar que se verifica el principio del maximo.

e Escribir un esquema de aproximacién mediante diferencias finitas.

e ;Hay alguna relacién entre la matriz del sistema que se obtiene y la que se tenia
para la ecuacién de Laplace?

e Analiza la convergencia del método y su orden.
e ;Se verifica el principio del maximo en la aproximacién discreta?

e Comprueba que la ecuaciéon puede escribirse en forma equivalente como un
sistema de dos ecuaciones de orden 2:

—Ugy = 0, O<z<l1
—Vge = [, O<z<l1
u(0) =u(1)=0
v(0) =v(1) =0.

e Apoyédndote en este hecho escribe un método de aproximacién mediante ele-
mentos finitos Pj.

e Compara el sistema discreto obtenido con el que se obtiene mediante diferencias
finitas.

e Probar que los autovalores y autovectores de la matriz que se obtiene al aplicar la
férmula de cinco puntos para la resolucion de la ecuacién de Laplace en el cuadrado
(0,1) x (0,1) con condiciones de Dirichlet homogéneas son:

TR P G W
heis {Sm (2<m+ 1>> e <2<m +1)
= _ . kra . b3
Vag= Vi) : Vie=sin <+ > sin (m n 1> ,

m+1
a=1,---m,B=1,--- my k{=1,--- ,m.
e Comprobar que los autovalores y autofunciones del Laplaciano son
Aag = —7° (042 + ﬁQ)
o p(x) = sin(arzx) sin(fry).

Ne}



e Comentar las semejanzas.

Adaptar la férmula de cinco puntos para el Laplaciano al caso en que el cuadrado
se divide en tridngulos idénticos y en cada punto del mallado se consideran, ademés
del propio punto, los otros seis que estan conectados con él a través de lados de
triangulos. ;Cudl es el orden del método? Considerar el caso en el que los tridngulos
son equildteros y en el que el tridngulo de referencia tiene vértices (0, 1), (1,0), (0,0).

@ ..Se cumple el principio del méximo cuando empleamos el esquema de cinco puntos
para resolver la ecuaciéon unidimensional

_um::f, <<l
{ u(0) =u(1)=0. 7

Comprueba mediante el criterio de Gerschgorin que la matriz que se obtiene al dis-
cretizar mediante elementos finitos P; la ecuacién del problema anterior es inversible.
i.Se puede hacer lo mismo cuando las condiciones de contorno son las de Neumann?

Extender el esquema de cinco puntos para el Laplaciano en un cuadrado al caso en
que se involucran 9 puntos (incorporando los cuatro que estédn colocados sobre las
diagonales que pasan por el punto central).

. Cual es el orden de convergencia del método?

Generalizar la féormula de cinco puntos al caso en que se utilizan, ademés del punto
central, otros dos en cada uno de los lados.

., Cudl es el orden del método?

Hallar los coeficientes 6ptimos para el esquema de cinco puntos en el caso de un
dominio curvo para los puntos del mallado préximos a la frontera en los que dos de
sus vecinos caen fuera del dominio.

i, Cudl es el orden del método?

Sea  un dominio acotado y regular de R™ y consideremos el método de Galerkin
para resolver

u =0 en 0N
en los subespacios £y C Fs C E3---.

{—Au—f en

Es decir, fijado £ > 1 buscamos u; como solucion del problema en dimension finita:

up € Ej
]D)fQ Vuy - Vudx = DfQ fvdzx, Yv € Ey.

10



Obviamente uy, se puede escribir en la forma
ug(x) = arer(x) + - - + ager ()

siendo aq, - - , a coeficientes reales y {e1,--- ,er} una base de E}.
Sypongamos que se obtiene una base de Fji11 anadiendo un solo elemento ey 1.
iSe puede garantizar que
up1(z) = arer(w) + - + aper(r) + apyrepr1(2)?
Es decir, jse puede asegurar que los coeficientes ay, - - - , ax permanencen inalterados
al calcular w417
i.Bajo que condicién sobre las bases podemos asegurar que ésto se verifica?
.Se puede garantizar que || u — ug || HL(9) decrece cuando k& aumenta? jSe puede

asegurar que el decrecimiento es estricto?

Comprobar que utilizando elementos finitos P» en una dimensién espacial se llega al
esquema

1
ﬁ0%4—8%4ﬁ+4@w—&m@?+WH)ZDhf%
% (—Uj +2uj1/2 — Uj+1) = Dfo JVjit1)2

Probar que si uy, es la solucién obtenida de este modo existe C > 0 tal que

83
5% siu e H3(0,1).
xr

| —up HHol(O,l)S Ch®
L2(0,1)

Comprobar que no se verifica el principio del maximo.

Invertir la identidad

p0,9) =D DY g < g p <
/=1

j=1 =

obteniendo {¢;,} en funcién de {p(6,7)}.
Comprobar que , .
i i
para todo —m < 0,9 < wt.q. méx(| 0 |, | ¢ |) > 7/2.

Sea B la bola unidad de R". Comprueba que si 2m < n existen funciones de H™(B)
que no son continuas en el origen.

11



e Probar la desigualdad de Poincaré para un dominio 2 de R"™ acotado en una

direccién.

e Probar que la desigualdad de Poincaré no se cumple si {2 es un cono.

Indicacién: Utilizar el cambio de escala

ox(z) = e(Ax).

Sea T el tridngulo de vértices (0,1), (1,0), (¢,0). Consideremos la funcién v(z,y) =

y? v sea r.v su interpolacién lineal.
Comprueba que no existe una constante C' > 0 tal que
| v—=rev |y < C v g2

cuando € — 0.

iHemos de sacar alguna conclusién en lo que respecta a los tridangulos en el MEF?

Consideramos el sistema

v =f O0<xz<l,
W4+u=0, =1 (3)
v —u=0, z=0.

A.- Prueba que las soluciones regulares de (3) satisfacen

ID)/ u'o'dz + u(1)p(1) + u(0)p(0) = ]D)/ fodz, VYoeCo,1. (4)
0 0

En lo sucesivo adoptamos (4) como definicién de solucién débil de (3). De
manera mas precisa, diremos que u = u(z) es solucién débil de (4) si:

{ u € HY(0,1), 5)

D [ w'¢'dx + u(1)p(1) + u(0)p(0) =D [ fodr, Yo e H'Y(0,1).
B.- Construye un funcional cuadrético J : H*(0,1) — R cuyos puntos criticos sean

soluciones débiles de (5). Prueba que J es coercivo, continuo y convexo y deduce
la existencia de una solucién débil de (5).

Indicacion: Probar y utilizar la desigualdad de tipo Poincaré:

1 1
]D)/ |u|2dx§C{D/ | |? dz+ | u(0) |? + | u(1) [*|, Yue HY0,1).
0 0

12



E.-
F.-
G.-

Construye un método de elementos finitos P; para aproximar (3). Comprueba
que para cada h > 0, el sistema finito-dimensional correspondiente admite una
Unica solucion.

Escribe el sistema finito-dimensional asociado en la forma
—
Ayun = fh. (6)

Calcula explicitamente la matriz Ay,
.Se puede deducir la inversibilidad de la matriz Aj, del criterio de Gerschgorin?

.Se verifica el principio del méximo en el sistema (6)?
Demuestra que el método de elementos finitos constuido converge.
;Cudl es el orden de convergencia del método cuando h — yf € L%*(0,1)?

. Observas alguna analogia entre las ecuaciones de (6) correspondientes a los
nodos extremos j =0y N + 1 y las condiciones de contorno de (3)?

Consideramos la ecuacién

d4
T;+u:f,—m<x<m (1)

para una viga infinita.

A.-

B.-

Escribir un método de cinco puntos en diferencias finitas que coincida con el
que se obtendria al descomponer (1) como

(2)

—Ugy =V , —00o< <00
—VgeFu=f , —c0o<x <00

y aplicar en (2) el método clasico de tres puntos para la aproximacién del
operador d?/dx?.

Prueba que el esquema obtenido es consistente con (1). {De qué orden es?

Utilizando los mismos argumentos escribe un esquema en diferencias finitas para
el sistema siguiente, correpondiente a una vifa ginita pasada en sus extremos:

% =f , O<z <1
u(0) =u(1)=0 (3)
Uz (0) = ugz(1) = 0.

Demuestra la convergencia suponiendo que la solucién u es regular.

Indicacion: Si la matriz involucrada en el esquema en diferencias es el cuadrado
de la que interviene en la aproximacion de la ecuacién de Laplace, su espectro
es conocido.

13



D.-

Consideramos ahora la ecuacién de difusién

u,ﬁ—%zo, —co<xr<oo, t>0 (4)
u(z,0) = up(z), —oo <z < oo.

Escribe el método explicito de Euler en diferencias finitas utilizando el esquema
de los apartados anteriores en la direccién especial. Estudia la consistencia,
estabilidad y convergencia en funcién del nimero de Courant p que habras de
definir convenientemente.

;,Cudl es el orden del método?
Consideramos ahora la siguiente ecuacion que modeliza las vibraciones de la
viga:
4

Utt-i-%:O’ —00 < x <00 (5)

w(z,0) = uo(z), u(z,0) = ur(z), —oo <z < oo.
Escribe una semidiscretizacién y analiza su consistencia y estabilidad mediante
el Analisis de Fourier. ; Converge el método? ;Con qué orden?

PROBLEMAS SOBRE LA ECUACION DEL CALOR

Consideramos la ecuacion del calor con condiciones de contorno de Neumann:

Up — Upy = 0, O<ax<l, t>0
ugp(0,8) = uy(1,6) =0, t>0
u(z,0) = ¢(x), 0<z<l.

Obtén un desarrollo en serie de Fourier de la solucién de la forma

e}
u(x,t) = Z ug(t) cos(kmx).
k=0
1
., Coémo evoluciona la cantidad u(zx, t)dz en funcién del tiempo? ;Tiene ésto

algo que ver con los coeficientes de Fourier de la solucion?

Construye una semi-discretizacion en espacio de este sistema usando diferencias
finitas.

Comprueba el orden, la estabilidad y la convergencia de dicha aproximacién.

Construye dos esquemas completamente discretos basados en la discretizacion
explicita de Euler y en la regla del trapecio respectivamente para la parte tem-
poral.

14



f) Estudia el orden estabilidad y convergencia de éstos.

g) Comprueba si estos esquemas (el semi-discreto y los completamente discretos)
reproducen de algtin modo la ley de conservacién del apartado b) anterior.

Consideramos la ecuacién del calor

Up — Ugy = 0, O<x<l, t>0
u(0,t) =u(l,t) =0, t>0
u(z,0) = ¢(x), 0<z<l

En este problema pretendemos desarrollar una aproximacién por elementos finitos
de la solucidn.

Para ello introducimos el espacio Ej, de las funciones lineales a trozos en un mallado
regular de paso h. Sean {¢p,}1<;j<n las funciones de base habituales de modo que

Ej, = span[¢y - - - o]

Buscamos una solucién aproximada de la forma
N
un(t) = u;(t)g;(@).
1

a) Deduce una ecuacién del tipo

MU+ RU =0
para el vector de componentes
u (1)
U(t) = '
ux(?)

por el procedimiento habitual de integrar contra las funciones de base.
b) ;Cudles son las matrices M y R?

c¢) Prueba que M es inversible y escribe el sistema aproximado en la forma

U, + AU = 0.

d) Demuesta la consistencia y convergencia del método.

15



)

Construye, sobre la base de esta semi-discretizacion, dos discretizaciones completas
y analiza su convergencia.

El objeto de ste problema es desarrollar y analizar un método en diferencias finitas
para la resolucién del siguiente problema:s:

—" +py +a@)y=f(z),0<z<1; y0)=a,yl) =4 (1)

Posteriormente lo aplicaremos a una ecuacién del calor asociada.

El coeficiente p se supone constante y la funcién ¢ = ¢(z) es continua, acotada y
positiva, i. e.
q(z) > q0 >0, Vzel0,1]. 2)

Los datos de contorno «, 3 se suponen dados.

a) Mediante un cambio de variables de la forma
y =z + h(z), 3)

siendo h una funcién que se puede calcular explicitamente en funcién de « y £,
prueba que (1) puede reducirse al caso o = 3 = 0.

En lo sucesivo supondremos que o = 3 = 0.

b) Utilizando diferencias centradas en la primera y segunda derivada deduce una
aproximacién de (1) de la forma

AU =F (4)
donde U es el vector columna (uy,...,un), con ug = uy4+1 =0y A es la matriz
ai —C1 o ... 0
9 —bg a9 —C2 ... 0
A= ﬁ .. , (5)
0 —bn—1  an-—1 —CN-1
0 0 ~by  an N
con
a; =1+ h%q(z;)/2; bj=[1+hp/2]/2, c¢;=[1—hp/2]/2. (6)

c¢) Indica el valor més razonable para el segundo miembro F' del problema discreto
cuando f es continua y cuando f estd simplemente en L2(0,1).

d) Demuestra que, para h suficientemente pequeno, la matriz A es estrictamente
diagonal dominante (i. e. |a1| > |c1|; |a;| > |bj| + |¢jl, 5 = 2,..., N — 1;]|an| > |bn]) ¥
que por tanto es inversible.
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e) Comprueba que Y = (y(x1), ..., y(xn)), siendo y una solucién de clase C* de (1),
satisface
AY =F +G (7)

donde G es del orden de O(h?) en la norma del méximo.
f) Deduce que el error e; = u; — y(x;) satisface las relaciones
aje; = bjej_1 + cjeji1 + O(h?) (8)
y que por tanto, para h suficientemente pequeiio,
(1+h?qo/2)le;| < e+ O(h*) (9)

donde
e = man:1,,..,N|€j|- (10)

JEn qué rango de valores de h se verifica (9)?

g) Concluye que el método es convergente de orden 2.

En lo sucesivo consideramos la ecuacién del calor

Yt — Yoz +PYz +q(x)y =0, 0<z <1, t>0
y(oat) = y(17t) =0, t>0 (11)
y(x,0) = ¢(x), 0<az<l.

h) Utilizando el método desarrollado en los apartados anteriores construye un método
semi-discreto y comprueba que, bajo las hipotesis de los apartados anteriores es
consistente de orden dos y estable. Deduce su convergencia.

i) Comprueba que utilizando un cambio de variable de la forma z = e*y con k
adecuado se puede omitir la hip6tesis (2) en lo que respecta esta ecuacién del calor.

Consideramos la ecuacion de conveccién-difusion

Ut = Ugy — DUy, O<z<l, t>0
u(0,t) =u(l,t) =0, t>0 (1)
u(z,0) = ¢(x), 0<z<1,

donde b > 0 es una constante.

a) Comprueba que se verifica la ley de disipacién de energia
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Analiza el orden de la semi-discretizacion:

u;-:[uj+1—2uj+uj,1]/h2—b [uj+1fuj,1]/2h, jZl,...,N, t>0

ug =un41 =0
u;(0) = ;= p(zj), j=1,...,N.

Comprueba la ley de disipacion de la energia discreta

2

Yi+1 — Uy
h

dlnd N
at §Z|uj =~ hz
j=1 J=0

Argumenta brevemente la convergencia del método y su orden.

Consideramos ahora el método completamente discreto

( n+1 n n n n 1

wit —up [up —2uP4ul ] blufy, g7

At R2 2h )

j=1...,N, n>0 (5)

n __ n J—
ug —uN_H—O, n>0
0 _ .
u; = ¢j, j=1....,N

Analiza el orden del método.
Analiza la convergencia en funcién del pardmetro de Courant = A ¢/ h2.

Probar que el método de Euler

n+l _  n n n n
up ™ =g o [upg = 2uf - u

para la ecuacién del calor 1 —d
Ut = Ugy

no converge cuando la constante de Courant p > 1/2.
Comprobar que el método SD

vy ! (A 47} > + 1 v
=——Up_o+ V1 — =V + U1 — —
¢ 1gVe-2 T gVe-1 = SVt gV — 1502
para la aproximacion de la ecuacién del calor 1 —d

Ut = Uz

es de orden cuatro.
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Comprobar que el método SD

1
U% = w [ae—mvzq - (ae—1/2 + az+1/2) Vg + az+1/2ve+1]

para la aproximacion de la ecuacién de difusion con coeficientes variables
vy = (a(z)vy),
es de orden dos si a es suficientemente regular.

Consideramos un método discreto general

5 B
D Z br(p)ugy =D Z cr(H)ugyy
k:—'y k=—«

para la aproximacion de
Ut — Ugg = 0

bajo la conclusién
1)
D) be(p) = 1.
k=—v

Probar que el método es de orden p si y sélo si la funcién

B )
nﬁymﬂ/mzmmk

k=—a k=—v

a(z, p) =

verifica ,
a(z,p) = O L e(u)(z = PP 4O (|2 =1 P

@ Utilizando la caracterizacién del ejercicio anterior probar que los métodos de Euler
y Crank-Nicolson son de orden 2.

Utilizando el analisis de Fourier probar que el esquema de dos pasos y segundo orden

3 1
up T =y G (g™ — 20y gty - 5 (uf1 = 2uf + upyy)

denominado de Adams-Bashforth es estable si
pn<2/5

en la aproximacién de
U — Ugge = 0.
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PROBLEMAS DE ECUACIONES HIPERBOLICAS
Consideramos la ecuacién de ondas

Ut — Uz = 0, O<z<m, t>0
u(0,t) = u(m,t) =0, t>0 (1)
u(z,0) = up(z),ut(z,0) = ur(z), 0<z<m.

a) Introducir una aproximacién de este sistema mediante elementos finitos lineales
a trozos que se escriba en la forma

MU" + RU = 0. (2)
Se trataria de una Semi-Discretizacién (SD).

b) Analizar el orden de consistencia, estabilidad y convergencia del método.

Indicacion: Para el andlisis de la estabilidad comprueba y utiliza la ley de
conservacion de la energia del problema semi-discreto

E(t) = (MU', U"Y + (RU,U). (3)
c¢) Consideramos ahora la discretizacién completa derivada de (2):

Un+1 + Un—l —2Un
(At)?
Introduce el niimero de Courant i y analiza la estabilidad y convergencia del método
en funcion de p.

= RU™. (4)

d) ;Cuaél es el dominio de dependencia de las soluciones en el modelo (4) y/o la
velocidad de propagacién en funcién de p para los que se verifica la condicién
CFL?

e) (El rango de valores de p para los que se tiene convergencia del método y para
los que se verifica la condicién de CFL es el mismo? ;Por qué?

e) Adapta estos resultados al caso de la ecuacién de ondas disipativa en la que la
primera ecuacién de (1) se sustituye por

Ytt = Yoo + 4 =0, 0 < <1,2> 0. (5)
Consideramos la ecuacién de ondas 2 — d en el cuadrado 2 = (0,7) x (0,7):
ugp — Au =0 en € x(0,00)

u=0 en 00 x (0,00) (1)
u(z,0) = up(z), ue(z,0) =ui(x) en €.
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a) Introduce una Semi-discretizacién del sistema de la forma
U"+ AU =0 (2)

basada en la discretizaciéon de 5-puntos del laplaciano.
b) ;Cuadl es el orden del método?

c¢) Analiza la estabilidad del método.

Indicacién: Comprueba en primer lugar, multiplicando la ecuacién (1) por uy
e integrando en 2, que la energia

1
E(t) = 2/9[|ut|2+|Vu]2]da:
1
- 2/Q U us |2+ | Opyu |2 + | Opyu \2] dxy dzo (3)

Se conserva.

Comprueba después que lo mismo es cierto en el sistema semi-discreto para la

energia:
2 2
uj-i-Lk — Uik (4)

Ui k41 — Ujik

+

5025 [

J,k=0 h h
d) Seguidamente consideramos el esquema discreto
Un+1 Un—l —oyn
T + AU =0, (5)

(ALY

Introduce el nimero de Courant i y analiza la convergencia y estabilidad del
método en funciéon de p.

e) (Cudl es el dominio de dependencia en el esquema discreto (5)? Sabiendo que
el dominio del que la solucién u de (1) depende en el punto (z,t) es B,(t) x {0}
en 2 x (0,00), {para qué valores de p se verifica la condicién de CFL?

Consideramos la ecuacién de transporte

Ut + uy = 0, reR, t>0 (1)
u(z,0) = up(z), x€R.

a) Verifica que la solucién de (1) es
u=ug(x —t). (2)

Determina el dominio de dependencia de la solucién u en el punto (z,t).
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b) Consideramos ahora tres tipos de semi-discretizaciones

/ Uj+1 — Uy

u; + = 0 (forward) (3)
o + % = 0 (backward) (4)
wj + uﬁl%hurl =0 (centrada) (5)

Comprueba que en uno de estos esquemas no se verifica la condiciéon de CFL
de comparacién de los dominios de dependencia y que, por tanto, no converge.

c¢) Estudia la consistencia y estabilidad de los dos otros métodos. Analiza su con-
vergencia.

Indicacion: En el andlisis de la estabilidad se recomienda la utilizacién del
método de Fourier o von Neumann.

d) Consideramos ahora la siguiente aproximacién completamente discreta:

il S Sl ©
At Ax '

Verifica si se satisface la condicién de CFL en funcién de los valores del parame-
tro de Courant p = At/Ax.

(Para qué valores de p converge el método (6)7
e) Consideramos ahora el método discreto

ntl_

J J J J—1 _
Al T Ar 0 Q

u

e1) Comprueba que la condicién de CFL se cumple si p < 1.
e2) Analiza el orden de consistencia del método.

e3) Comprueba que, cuando p < 1, el mdximo error en el paso n,e”, verifica
la ley de recurrencia.

"t < e + AtO(At + o). (8)

e4) Deduce la convergencia del método cuando p < 1.
e5) (Cudl es la condicién necesaria y suficiente para que el método (7) converja?

f) Consideramos ahora el método centrado

77/+1 _ un

J J
Y

n _am
v i1 Y

= 0. (9)

f;) Analiza la consistencia y la condicién de CFL.

22



fy) Comprueba por el método de von Neumann que no hay ninguna eleccién
de p = At/Ax que garantice la estabilidad.

g) Consideramos por ultimo la siguiente simple modificacién del esquema (9):

1 1 ul g —ug
+1 Jj+1 j—1
7 |6 g i ] |+ P =0 (10)

g1) Comprueba que la condicién de CFL se satisface cuando p < 1.
g2) Analiza la consistencia del método.

g3) Comprueba la consistencia del método como en el apartado e) anterior.

Consideramos la ecuacion completamente discreta

n+1 n—1_ _n n
j —+ u; —Uj+1 +Uj_1 (1)
que se obtiene como aproximacion de la ecuacién de ondas con At = Ax.

a) Comprueba que si los datos iniciales son f(z) y g(x) (para u y u; en t = 0)
respectivamente, iterando la férmula (1) se llega a la expresién explicita

n n
UJ?H = fj+n—1 + Atzgj+n—2y + Z [fj+n—2u - fj+n—2u—1] .

b) Comprueba, bajo condiciones adecuadas de regularidad sobre f y g, que si
Az, At — 0 mientras que t = (n+1)At y x = jAx se mantienen fijos, entonces
la solucién de (2) converge a

1 1 T+t
u(e.t) = 5 F+ 0+ f@ 0]+ [ gls)ds @
r—t
que es la solucion de la ecuacién de ondas.
Consideramos la ecuacién de ondas 1 — d:
Ug — Uge = 0, O<z<m t>0
u(0,t) = u(m,t) =0, t>0 (1)

u(x,0) = ug(z), w(x,0) =ui(z), 0<z<m.

Recordemos que las soluciones de (1) admiten el siguiente desarrollo en series de
Fourier

Z ay, sen(kt) + by cos(kt)] sin(kx) (2)
k=1
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donde los coeficientes de Fourier son tales que
= Z bpsin(kx);  wi(x) = Z kay sin(kx). (3)
k=1 k=1

Consideramos ahora la aproximacion semi-discreta

U3{+[2“j_uj+1—Uj—l]/h2=0, j=1,....,N, t>0
Uy = UN+1 :O, t>0 (4)
u;(0) = wjo; u3(0) = uj1, j=1,...,N.

a) Comprueba que la solucién de (4) admite el siguiente desarrollo en “serie” de
Fourier

i [Gk sin ( h)t) + by, cos ( )\k(h)tﬂ sin(kh;). (5)

k=1
. Cudl es el valor de A\i(h)?
b) Comenta las analogias y diferencias de las dos expresiones (2) y (5).
Fijamos ahora un dato inicial (ug,u1) € Hg(0,7) x L?(0, ).

¢) Comprueba que
T 2 2 2
E(t) = = 4;_1 kz b + k%a (6)

en la ecuacién (1).
Indicacion: Utiliza la ya conocida férmula de conservacion de la energia y
escribe ésta en términos de los coeficientes de Fourier {ax} y {bx}-

d) En lo sucesivo la sucesion {ax} y {br} se fija de una vez por todas de modo que
la serie (6) converja.
Consideramos entonces la serie (2) y (5) con los mismos coeficientes.

Comprueba que, para cada t > 0 fijo, la expresién en (5) converge a la de (2)
en el sentido que

hi o) — iy + [ {20 = T ) = (500 = B0 0
siendo u;(t) = u(xj,t).
@ Consideramos la ecuacién de ondas
Uy = Uz, LT ER, >0 (1)
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a) Comprueba que (1) puede escribirse en la siguiente forma equivalente:

{ut—i—um—v @)

v — Uy =0

b) Realizamos una discretizacién “forward” de cada una de las ecuaciones de (2)
uj— u] 1

+

Vit]1—U;
/I J+h i =

:’Uj

, 3

Comprueba que (3) conduce a la siguiente semi-discretizacién de (1):

U" + AU + hALU =0 (4)
donde A es la matriz tridiagonal de aproximacion del operador de Laplace
—2.

c¢) Estudia el orden de consistencia del método.
d) Lo aplicamos ahora en el problema de la cuerda vibrante
Ut + Ugy = 0, O<z<m 0<t
u(m

u(0,t) = u(m,t) =0, t>0 (5)
u(z,0) = up(x),ur(z,0) = ur(z), 0<z<m,

obteniendo el esquema semi-discreto.
uf + [2uj — uj1 — uj—1]/h% + hl2u} — )y — u;_l]/h2 =0, j=1,...,N, t>0

UOZUN+1:0, t > 0.
(6)
Comprueba que, en este caso, la energia de las soluciones de (6) se disipa. §Cudl
es la ley de disipacién de energia?

e) Demuestra la convergencia del método.

f) Comprueba que, en realidad, toda la familia de métodos
U" + AU + h* AU =0 (7)

con o > 0 es convergente.

g) Comprueba que, cuando o = 0, el método (7) también converge. ;Pero cudl es
la ecuacién en derivadas parciales limite en este caso?

eProbar que el método de “leapfrog”
™ = p (] =) + (8)
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para la ecuacion de transporte

es de orden 2 para cualquier valor de la constante de Couvant p = At/Ax.

eProbar que en el caso particular ;4 = 1 el método es de orden oo puesto que
la solucién de la ecuacidén (9) verifica entonces exactamente (8).

eAnalizar la estabilidad del método.

ePrueba que el método de Crank-Nicolson para la ecuacion del ejercicio anterior
es de orden 2:

1 1 1 1
—5,““?@11 +up T+ 1#“2111 = ZNU?—I +up — ZMU?—H‘

eAnaliza la estabilidad del método.

o;Para qué valores de pu se verifica la condicién CFL sobre los dominios de
dependencia? ;Y en el caso del esquema de “leapfrog”?

eAnaliza el orden y estabilidad de los siguientes esquemas para la ecuacién de
transporte del ejercicio 7:

° u?+2 =(1-2p) (u?Jrl — u?fll) +uy

e El esquema de Lax-Wendroff:

1 1
WP = S s (= g — 21—

e El esquema de Lax-Friedrichs:
n+1 1 n 1 n
w" =5 (1= gy + 51+ p)ug.
ekFrecuentemente el esquema SD “upwind”

ul = — [“J_AZ“] (10)

para la ecuacion de transporte
ur +uy =0, (11)

se dice que es un esquema difusivo o viscoso puesto que (10) puede también
interpretarse como una aproximacion centrado de la ecuacién

Ut 4+ Uy = EUgy (12)
con € = Ax /2.

i Podrias justificar dicha afirmacién?
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elistudia el orden y la estabilidad del método

(1= w4 (U ™ = (L4 g+ (1 — g (13)

para la ecuacion de transporte u; + u, = 0.

eDetermina el orden del esquema
1 1
uﬁrl = 5#(# = Dujyy poq + (1 — MZ) Uig + §,u(,u +Duj_y g (14)

para la ecuacion de transporte en dos dimensiones espaciales
U + Ug + uy =0 (15)

suponiendo que Ax = Ay, At = pAx y siendo u;'l,f una aproximacion de
u(jAz, LAy, nAt).

eDemuestra que, mediante un simple cambio de variables la ecuacién de trans-
porte
U + auy, =0 (16)

con a € R puede transformarse en

Observa que esto permite obtener esquemas convergentes para (16) a partir de
los de (17) sin necesidad de volver a realizar todo el andlisis de la convergencia.
. Qué relacién observas entre el dominio de dependencia de (16) con a < 0 y el
de (17)7 ;Y en relacién a los esquemas “upwind”?

i.Se puede decir lo mismo para las ecuaciones en dos dimensiones espaciales
ut + aug + fuy =0

en relacion a
Up + Uy + Uy = 07

eAnaliza el orden y la estabilidad del método

1
n+2 n+1 _ n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
uy C—u, tu, = B [_W—z + 16u€_1 — 30u€ + 16u€+1 — ue+2}
para la ecuacion de ondas
Ut = Ugy-
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Consideramos la ecuacion de ondas
U = Ugz, T ER E>0; u(z,0) = f(x), u(z,0) =g(x), zeR. (18)

Introducimos en primer lugar su semi-discretizacién espacial mas simple y ha-

bitual: .
u;.’ = W Ujr1 — 2u]' +uj—1|. (19)
a) Comprueba que si en la semi-discretizacién (19) aplicamos el esquema cen-
trado (en tiempo)

"t — 2u" 4 " = W (T (20)

para la resolucién de la ecuacién diferencial y”(t) = W(y(t)), obtenemos el
siguiente esquema centrado para la aproximacién de la ecuaciéon de ondas
(18):
(At)?
(An)? uiyy — 2uf +ujg|. (21)
b) Suponiendo que f y g son funciones continuas, indica una manera natural
de aproximar los datos inciales de este esquema que, por ser de dos pasos
temporales, necesita para su inicializacién que determinemos u?- y uj1 para
todo .

n+l n n—1 __
u; 2u] +uj =

¢) Comprueba que, cuando At = Az el esquema se reduce a

n+1 n—1_ _n n

Concluye que este esquema verifica la condicién necesaria de estabilidad

CFL.

Indicacion: Recuerda que la condicién CFL exige que el dominio de depen-
dencia del esquema discreto contenga al del continuo y que, por la férmula
de D’Alambert, la solucién de (18) viene dada por

1 1 T+t
u(z,t) = - | flz+1t)+ fz — t)] + / g(s)ds.
2 2 x—t
d) Comprueba que el esquema (22) es consistente. ;Cudl es su orden?
Indicacion: Integra la ecuacién de ondas uy = uz; en el cuadrado de
vértices en los nodos del mallado correspondientes a los indices (j,n +
1),(j,n—=1),(j+1,n) y (j —1,n), y verifica que toda solucién de (18) es
solucién exacta de (22).
(e) Comprueba la condicién de estabilidad de von Neumann y deduce la con-
vergencia del método.
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