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1. Los antecedentes

Problema del ćırculo
Gauss, Hardy, Landau

Radio=
√

N

Área=πN

∑

n≤N

r(n) = πN + O(Nα) ¿α?

r(n) → función caótica∑
r(n) → función suave

Conjetura (Hardy): ∀ α > 1/4 = 0′25
Huxley (2003): ∀ α > 131/416 = 0′3149 . . .

Generalización a cuerpos de números: Rademacher,
Schaal, Rausch.
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2. El problema

Formulación genérica:
Calcular el promedio del número de representaciones

como suma de dos cuadrados en Z[
√

k], k > 1.

(a + d
√

k)2 + (c− b
√

k)2 = n + m
√

k

⇒
{

n = a2 + kb2 + c2 + kd2

m/2 = ad− bc

Promedios:
1) Sobre n,m ∈ [1, N ] → puntos del ret́ıculo en el

elipsoide a2 + kb2 + c2 + kd2 ≤ N .
Landau, Kloosterman → error óptimo

2) Sobre n ∈ [1, N ], m fijado→ Problema del ćırculo
hiperbólico. Muy irregular, error no bien conocido.
∑

n≤N

r(n + 60
√

k) ∼ 14′4N
∑

n≤N

r(n + 62
√

k) ∼ 6′193 . . . N

Objetivo:
∑

n≤N

∑

m≤M

r(n + m
√

k)

Rango de N → largo Rango de M → corto
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3. Aparece el grupo modular

H = semiplano superior
Métrica: ds2 = y−2(dx2 + dy2)
Distancia: ρ(z, w) = arc cosh(1 + u(z, w))

con u(z, w) =
|z − w|2

4Im z Im w

Isometŕıas de H

γ =

(
a b
c d

)
∈ SL2(Z), ad− bc = 1.

u(γz, i) → Forma cuadrática

u
(
γ

i√
k
, i

)
+ 2 =

a2 + kb2 + c2 + kd2

√
k

Entonces:∑

n≤N

r(n + 2
√

k) =

#
{
γ ∈ SL2(Z) : u

(
γ

i√
k
, i

)
+ 2 ≤ N√

k

}

(Problema del ćırculo hiperbólico)
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Operadores de Hecke:

Tmf (z) =
1√
m

∑

ad=m

d∑

b=1

f

(
az + b

d

)
.

det = 1 −→ det = m

r(n + 2
√

k) −→ r(n + 2m
√

k)

Reformulación Modular:
Sea

H(X ; z, w) = #
{
γ ∈ SL2(Z) : u

(
γz, w

)
+ 2 ≤ X

}
.

Estimar∑

n≤N

∑

m≤M

r(n + m
√

k) =

∑

m≤M/2

√
mTm

∣∣
z=i/

√
k
H

( N

m
√

k
; z, i

)
.

Promedios de operadores de Hecke aplicados a fun-
ciones no holomorfas.
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4. Teoŕıa espectral de formas modulares

Fourier → Toda función periódica se puede desarro-
llar en serie de senos y cosenos

f (x) =
∑

ane
2πinx.

Maass → Toda función SL2(Z)-periódica (automor-
fa) se puede desarrollar en formas de Maass y series de
Eisenstein

f (z) =
∑

ajuj(z) + . . .

uj(z) = uj(γz) (automorfas)
−∆uj = µjuj (autofunciones), µj ∼ Cj
Tmuj = λj(m)uj (autofunciones)

Fórmula de sumación de Poisson:
∑

n

f (|n + x− y|) =
∑
m

f̃ (m)e2πimxe−2πimy

Fórmula de pretraza:
∑

γ

f
(
u(γz, w)

)
=

∑
j

f̃ (µj)uj(z)uj(w).
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5. Desarrollo espectral

u0 = cte ⇒ Tmu0 =
σ(m)√

m
u0 → término principal

P := Término principal → promedio de σ(m)

P =
π2

2
√

k
s(M)NM, s(M) ≈ 1 (si M grande)

uj, j 6= 0 oscilatorias → E := Término de error.

∑

n≤N

∑

m≤M

r(n + m
√

k) = P + E

Esencialmente

E =
∑

√
µj<∆−1

uj(i/
√

k)uj(i)
∑

m≤M/2

λj(m)gj(m)

+ O(NM∆)

∆ muy pequeño ⇒ suma muy larga
∆ grande ⇒ error NM∆ grande
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6. Dos conjeturas

gj(m) se comporta como µ
−3/4
j (NM)1/2m−1/2−i

√
µj .

λj(m) y uj(z) oscilan de forma poco conocida.

Conjetura 1: Las autofunciones uj no presentan
picos grandes.

|uj(z)| = O(µε
j) ∀ ε > 0.

Mejor resultado puntual: |uj(z)| = O(µ
5/24+ε
j ) (Iwa-

niec, Sarnak).

Conjetura 2: La función L(s) =
∑

λj(m)m−s

es pequeña en la ĺınea cŕıtica.

Deligne → cota óptima para λj(m) en el caso holo-
morfo.

Conjetura de Ramanujan-Petersson en el caso no
holomorfo: |λj(n)| ≤ d(n).

Mejor resultado puntual: |λj(n)| ≤ d(n)n7/64 (Kim,
Sarnak).
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8. Resultados condicionales

Conjeturalmente
∑

√
µj<∆−1

uj(i/
√

k)uj(i)
∑

m≤M/2

λj(m)gj(m)

↓ ↙∑
√

µj<∆−1

1·1·µ−3/4
j (NM)1/2 = O

(
(NM)1/2∆−1/2

)

E = O
(
(NM)1/2∆−1/2 + NM∆

)

Elección óptima: ∆ = (NM)−1/3

Teorema: Bajo la conjetura 2 se tiene

E = O(N 2/3M 2/3) para N > M 2.

Teorema: Bajo una forma débil de la conjetura 1
se tiene

E = O(N 2/3M 2/3) para N > M 2′25.
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9. Resultados incondicionales

Resultados en media→ Una autofunción (o una fun-
ción L) podŕıa ser grande, pero no la mayoŕıa de ellas.

1

#{j : µj < N}
∑

µj<N

|uj(z)|n = O(N ε) ∀ε > 0

Conocido para n = 2, desconocido para n > 2.

Cota puntual para uj + resultados en media para uj

+ resultados en media para funciones L ⇒

Teorema: Si N > M 6′5

E = O(NαMα) ∀α >
29

41
= 0′7073 . . .
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