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La función de Riemann : f(x) =
∞∑

n=1

sen(n2x)
n2
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Según Weierstrass (1872), Riemann afirmó en 1861
que f no es diferenciable en ningún punto.

Dem. falsa, solución falsa
f ′(x)

(?)
=

∑
cos(n2x)

no converge para ningún
x ∈ R (?)⇒ no es derivable
en ningún punto
Riemann teńıa razón (?)

Dem. falsa, sol. correcta
f ′(x)

(?)
= derivada de

lim
y→0

( ∑
e−n2y sin(n2x)

n2

)

= lim
y→0

θ( x
2π + iy)− 1

2
=− 1

2
si x = aπ/b, a y b impares.



Diferenciabilidad en x = π
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Diferenciabilidad en x = π/3
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f(x) =
∞∑

n=1

cos(n3x)
n3
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Cerca de x = 2π/3 Muy cerca de x = 6π/5
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f(x) =
∑ an

n7/4
sin(nx) con an los coeficientes

de la función L de Hasse-Weil de la curva eĺıptica
más sencilla (conductor mı́nimo N = 11).
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Cerca de x = 0 Cerca de x = π
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Comportamiento global

Fα,k(x) =
∞∑

n=1

cn

nα
e2πinkx, 0 < C1 < cn < C2

α ≤ 1 ⇒ Fα,k 6∈ L∞, α > k + 1
2 ⇒ Fα,k ∈ H1

En el rango intermedio se obtienen fractales.

Frecuencias nk ⇒ Comportamiento caótico

Teorema.

Γα,k = gráfica en [0, 1] de Re Fα,k ó Im Fα,k

dimΓα,2 = max
(
1,

9
4
− α

2
)

para α > 1.

dimΓα,k = max
(
1, 2 +

1
2k
− α

k

)
para α >

k + 1
2

.

Ej. La función de Riemann es fractal de di-
mensión 5/4.



Esquema de la demostración:

g = ReFα,k, ImFα,k

dim = − logN
log ∆x = 1− log

∑
|∆g|

log ∆x

Ĺımite superior: Desigualdad de gran criba −→
Una suma trigonométrica no puede ser muy grande
a la vez en muchos puntos bien espaciados.

∑
ν

∣∣∣∣
∑

n≤N

ane2πinxν

∣∣∣∣
2

≤ (N + δ−1)
∑

n≤N

|an|2

con xν ∈ T, d(xν , xµ) > δ, ν 6= µ.

⇒ Se pueden acotar los incrementos de g en media.

Ĺımite inferior:

N ≥ (∆x)−2

∫
|g(t + ∆x)− g(t)| dt

Hölder → ‖f‖1 ≥ ‖f‖32/‖f‖24
#{nk + mk = N} = O(N ε) → ‖f‖4 ³ N ε‖f‖2



Comportamiento local

fk =
∞∑

n=1

1
nk

e2πinkx, Fα,k =
∞∑

n=1

cn

nα
e2πinkx cn ↑, ↓

Teorema. fk derivable en x = a/q (irred.) ⇔∑q
n=1 e2πink/q = 0.

Si q es libre de cuadrados esto ocurre ⇔ ∃ p

primo tal que p|q y mcd(k, p− 1) = 1.

Ej. La función de Riemann es derivable en los
puntos x = 2πa/q con 2|q, 22 6 |q, 2 6 |a, i.e. en x =
πa/b con a y b impares.

Teorema. Si x = lim an/qn con |x− an

qn
| < 1

2q2
n
,

qn+1/qn < C, entonces Fα,k ∈ Λβ(x) para todo

β <
α− 1

k
+ max

( 1
k2k−1

,
C ′

k3 log k

)
.



Esquema de la demostración:

Sumas trigonométricas

Si x = a/q con q pequeño

∑

n≤N

e2πinkx ≈ N

q

N∑
n=1

e2πinka/q

Denom. pequeño ⇒ No hay cancelación.

Poisson → |x − a/q| < C/(qNk−1) puede tratarse
como una perturbación.

Si x está cerca de a/q, |x−a/q| < 1/q2, se tiene
la desigualdad de Weyl

∣∣∣∣
∑

n≤N

e2πinkx

∣∣∣∣<C
( N

q1/K
+N1−1/K+N1−k/Kq1/K

)
N ε

con K = 2k−1. Denom. grande ⇒ Hay cancelación.

Método del ćırculo→ aproximar en los “arcos mayo-
res”, estimar en los “arcos menores”.



¿Cómo aparecen las curvas eĺıpticas?

ζ(s) =
∑

n−s

Poisson ⇒ Relación entre ζ(s) y ζ(1− s)

θ(x) =
∞∑
−∞

e−n2πx, θ(1/x) = x1/2θ(x) (modular)

2π−sΓ(s)ζ(s) =
∫ ∞

0

xs−1
(
θ(x)− 1

)
dx

Rel. modular ⇒ Ec. funcional

En general:
Forma automorfa f(z) =

∑
ane2πinz

↓
Ecuación funcional para

∑
ann−s

↓
Fórmula de sumación

∑ an

nα
e2πinz = integral fraccionaria de f



Shimura-Taniyama-Weil:

Curvas eĺıpticas → formas automorfas

Teorema. Sea f(z) =
∑

ane2πinz una forma
automorfa de peso r > 0 con respecto a Γ y sean

fα(x)=
∞∑

n=1

an

nα
e2πinx, Aα=Re fα, Bα=Im fα

a) Es posible caracterizar en algunos rangos los
espacios funcionales (de Sobolev o Lipschitz) a los
cuales pertenece fα.

b) Para r+1
2 < α < r

2 + 1

Aα es diferenciable en x0 ⇔ f es cuspidal en x0

Bα es diferenciable en x0 ⇔ f es cuspidal en x0

c) Las gráficas de Aα and Bα son habitualmente
fractales. Por ejemplo, si f es una forma cuspidal

dim = max
(
1, 2− α +

r

2
)
.
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1) Cota automorfa

2) Desarrollo asintotico

Decaimiento
en el infinito

Horociclo

3) Integral de contorno

en la cuspide
’ 

’ 

fα(h)− fα(0) =
(2π)α

Γ(α)

∫ ∞

0

tα−1
(
f(h + it)−f(it)

)
dt

1) f forma cuspidal ⇒ |Im z|r/2|f(z)| acotada. En
general |f(h + it)| ¿ hrt−r + h−r.

2) f(z) ∼ C1z
−re(−C2/z)

3) f(h+ it)− f(it) = hf ′(ξ + it) y mover la ĺınea de
integración.

Ej.
∑

n≡±1 (12)

sen(2πn2x)
n2

−
∑

n≡±5 (12)

sen(2πn2x)
n2

no diferenciable en R−Q y f ′(a/q) = 0, ∀a/q ∈ Q.


