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Las investigaciones de Euler en teoŕıa de números

1 Divisibilidad de potencias

•

2 Distribución de los primos

3 Divisibilidad de formas cuadráticas

•

4 Último teorema de Fermat n = 3, 4

5 Números perfectos

•

6 La ecuación de Pell

Otros temas: Números convenientes, números amigos, teorema
chino del resto, particiones, fracciones continuas, representación
por formas cuadráticas.
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[. . . ] creo firmemente que no he desperdiciado mi

trabajo y mi esfuerzo en investigar estas propiedades

que contienen notables propiedades sobre los diviso-

res de los números. Esta teoŕıa de los divisores no

es de uso vano sino que alguna vez podŕıa mostrar

alguna utilidad no despreciable en análisis.
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Divisibilidad de potencias

Euler se interesó mucho por la sucesión de restos cuando dividimos
las potencias de un número entre otro

a0, a1, a2, a3, a4, a5, . . . n

Factorizando, todo se puede reducir a los casos n primo o potencia
de primo.

La sucesión acaba siendo periódica porque sólo hay un número
finito de restos.

Actividad: ¿cuáles son los posibles periodos?
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Primo Periodos

2 1

3 1, 2

5 1, 2, 4

7 1, 2, 3, 6

Primo Periodos

11 1, 2, 5, 10

13 1, 2, 3, 4, 6, 12

. . . . . .

467 1, 2, 233, 466

Ej.: Para n = 5

10 11 12 13 14 . . .
1 1 . . .

20 21 22 23 24 . . .
1 2 4 3 1

30 31 32 33 34 . . .
1 3 4 2 1

40 41 42 43 44 . . .
1 4 1 . . .
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Euler probó inicialmente los siguientes resultados para los restos
cuando se divide ak , k = 0, 1, 2, . . . entre n:

Si n es primo, los posibles periodos son divisores de n − 1.

Si n es potencia de un primo, p, los posibles periodos son divisores
de n − n/p.

Más tarde logró probar que en el primer resultado todos los
divisores de n − 1 realmente aparecen como periodos.
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El resultado más conocido e influyente de Euler acerca de restos de
potencias trata el caso compuesto general.

Congruencia de Euler-Fermat Euler 1758

Teorema: Sean a y n coprimos y φ(n) = n
∏

p|n(1− 1/p),

entonces aφ(n) deja resto 1 al ser dividido por n.

Ej.: Si 3, 5 - a entonces 15 divide a a8 − 1.
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¿Matemáticas útiles e inútiles?

El criptosistema RSA rige la mayor parte de las transmisiones
seguras por la red y está basado en que si n = pq, los restos de las
potencias tienen como periodo un divisor de r = (p − 1)(q − 1).

Si p y q son primos grandes (de cientos de bits)

p, q
fácil−→ n (y r)

p, q (y r)
dif́ıcil←− n

99K crear una clave
99K romper una clave
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Numeroloǵıa en el siglo de las luces

Números perfectos

Se llama número perfecto al que coincide con la suma de sus
divisores distintos de él mismo.

Ej.: 6 = 1 + 2 + 3, 28 = 1 + 2 + 4 + 7 + 14.

Euler descubrió el octavo número perfecto.
Hasta la fecha (noviembre 2007) se conocen en total 44 números
perfectos. El último de ellos cuenta con 19 616 714 cifras.

Actividad: elaborar una tabla con los primeros números perfectos y
tratar de inferir una fórmula.
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Los primeros números perfectos:

6, 28, 496, 8128, 33550336, 8589869056, . . .

Euclides (s.IV-III a.d.C.), Euler (s.XVIII)

Los números perfectos pares son aquellos de la forma 2n−1(2n − 1)
donde 2n − 1 es primo.

21 22 23 24 25 26 27 . . .
↓ ↓ ↓ ↓
6 28 496 8128 . . .

Nota: Existen algoritmos muy eficientes para saber si 2n − 1 es primo.
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Problemas sin resolver:

¿Existe algún número perfecto impar?

¿Verdaderamente hay infinitos valores de n para los que
2n − 1 es primo?

Euler dijo del primer problema que era muy dif́ıcil y dio un
resultado acerca de la factorización que debeŕıan tener los
hipotéticos números perfectos impares. Se cree que no existen.
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Divisibilidad de Formas Cuadráticas

Euler 1748

59 “teoremas experimentales” acerca de la divisibilidad de
x2 + Cy2 cuando se dan valores (coprimos) a x e y .

Reducciones que Euler conoćıa:

Se puede prescindir de la segunda variable tomando y = 1.

Los casos importantes son C = 1 y C =primo.

Nota: Supondremos C > 0.
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Experimentos de Euler → los factores primos al descomponer
x2 + C , x ∈ N, no son arbitrarios. Se agrupan en familias.

Actividad: estudiar estas familias.

Polinomio Factores primos p 6= 2,C

x2 + 1 p = 4n + 1

x2 + 2 p = 8n + 1, 8n + 3

x2 + 3 p = 6n + 1

x2 + 5 p = 20n + 1, 20n + 3, 20n + 7, 20n + 9

x2 + 7 p = 14n + 1, 14n + 9, 14n + 11
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Potencias Números perfectos Formas cuadráticas Referencias
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Ej. (x2 + 1, p = 4n + 1, p = 2)

82 + 1 = 5× 13, 202 + 1 = 401, 302 + 1 = 17× 53,

16362 + 1 = 17× 29× 61× 89

20072 + 1 = 2× 52 × 13× 6197, 4n + 3 - x2 + 1

Ej. (x2 + 7, p = 14n + 1, 14n + 9, 14n + 11, p = 2, 7)

102 + 7 = 107, 202 + 7 = 11× 37, 302 + 7 = 907,

2007001 - x2 + 7, 14n + 3 - x2 + 7
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Para cada par de primos p, q 6= 2, Euler se percató de una extraña
simetŕıa de la cual se dedućıa casi todo lo que se propońıa.

Reciprocidad cuadrática (Demostración: Gauss 1801)

1 Si 4|p − 1 y 4|q − 1:

p posible factor
primo de x2 + q

⇐⇒ q posible factor
primo de x2 + p

2 En el resto de los casos:

p posible factor
primo de x2 + q

⇐⇒ q no es posible factor
primo de x2 + p

Ej. p = 14n + 3 - x2 + 7 ⇔ 7 es posible factor de x2 + 14n + 3.
Lo es, basta tomar x = 2.
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