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Prefacio

Estas notas contienen ocho lecciones que imparti a mis estudiantes de doctorado Dulcinea
Raboso y Serafin Ruiz (ocasionalmente hubo algtin otro asistente), a quienes agradezco su
interés y la correccién de algunas erratas. Las variaciones respecto al material escrito que
les entregué en aquellas sesiones no son muy sustanciales. Basicamente consisten en algunos
anadidos, la inclusiéon de figuras, cambios estilisticos menores y la correccién de las erratas
detectadas.

Un vistazo somero basta para percatarse de que estas lecciones difieren en su presentaciéon
de lo que se encuentra habitualmente bajo epigrafes similares en una monografia. Es mi opinién
que el rigor matemaético se extrema con mucha frecuencia en la literatura, hasta el punto de que
los enunciados y sus demostraciones desplazan toda referencia a los significados y las ideas. Aqui
se intenta proceder en sentido contrario, eliminando casi todas las demostraciones en favor de
una explicacion de las ideas subyacentes. Me sentiria satisfecho si estas lecciones sirvieran como
paso previo antes de adentrarse en la bibliografia, o como una forma de adquirir someramente
conocimientos de los temas seleccionados sin pasar por los detalles.

Finalmente, respecto a los contenidos, la finalidad de las lecciones era cubrir conocimientos
que pudieran necesitar mis estudiantes en su doctorado bajo mi direccién. Por ello, casi todos

los temas caen dentro de la teoria analitica de ntimeros clasificable en cierto modo como clésica.
La ordenacién de los temas difiere de la original de las lecciones y creo que es mas coherente.

Madrid, 26 de septiembre de 2011

Fernando Chamizo Lorente






Capitulo 1

El teorema de los niimeros primos

1.1. Formulaciéon

El teorema de los nimeros primos es quiza el resultado mas emblemético de la teoria
analitica de nimeros apareciendo con frecuencia en textos de divulgacion cientifica. Se enuncia
habitualmente como

(1.1) ()

donde 7(z) = #{p primo < z} y f ~ g significa lim, ,,~ f(z)/g(x) = 1. Al revisar algunas
tablas es facil percatarse de que x/logz no es numéricamente una buena aproximacion de
m(x) aunque el error relativo tienda a cero. De hecho se conoce que a la larga w(x) —z/logx >
x/ log? z por tanto el error relativo no decae méas rapido que 1 /log x que es comparable al inverso
del nimero de cifras. Otra forma de enunciar el teorema mas complicada pero més natural desde
el punto de vista historico, computacional y tedrico, requiere introducir la funcién logaritmo

X

~ log

integral Li, y es

dt
logt

xT
(1.2) m(z) ~ Li(x) donde Li(z) = /
2
Equivale a (1.1) porque z/logz ~ Li(z) aplicando la regla de L’Hopital. Las tablas muestran
que la aproximacion es sorprendentemente buena en este caso y ademés se conoce que 7(x) —
Li(x) toma valores negativos y positivos para x arbitrariamente grandes, por tanto no muestra
el sesgo positivo de la aproximacién anterior. La siguiente tabla compara los errores relativos
en ambas aproximaciones

x =102 xr=10% |z =10 x =108 x = 1019
m(x)/(x/logx) —1 | 0.151292 | 0.131950 | 0.084489 | 0.061299 | 0.047797
m(x)/Li(z) — 1 -0.140331 | -0.012924 | -0.001634 | -0.000130 | -6.81552-10~6




Teniendo en cuenta que Li(z + €) — Li(xz) = €/log& con £ € [z,x + €], el teorema de
los nimeros primos sugiere que la probabilidad de que un ntimero de tamano N sea primo es
1/log N. Sin embargo hay que tomar con precaucion esta idea probabilistica sobre todo cuando
se combina con hipétesis de independencia pues aplicada sin cuidado conduce a conclusiones
equivocadas.

1.2. Notas historicas

C.F. Gauss fue el primero en notar que Li(z) aproxima a 7(z) pero no escribié ningin
resultado teorico a este respecto. P.L.. Chebyshev realiz6é a mediados del siglo XIX los primeros
grandes avances (véase [50]) mediante ingeniosos argumentos con numeros combinatorios. Por
ejemplo, después de simplificar estd claro que (27;1) es divisible por el producto de los primos
entre n + 1y 2n y es de esperar que no tenga muchisimos factores mas. Sus razonamientos le
permitieron deducir, entre otras cosas,

X

(1.3) < m(z) < Cy

para x > (3
log =

1log:v
con ciertas constantes C1, Cy y Cs explicitas. Con ello logré demostrar el postulado de Bertrand
(para todo n > 1 existe un primo entre n y 2n) que era uno de sus objetivos. Ademaés los
argumentos elementales de Chebyshev le permitieron probar que si lim(7(z)logz)/z existe,
debe valer uno. Aunque este enunciado esté formalmente muy cerca de (1.1), la profundidad
que alberga la existencia del limite aleja fundamentalmente sus demostraciones.

El punto de inflexiéon vino en 1859 con la famosa memoria de B. Riemann, su tinico trabajo en
teoria de nimeros ([17] contiene una traduccion al inglés). En ella se da un esquema de la prueba
del teorema de los niimeros primos pero hay lagunas fundamentales que se tardaron 40 afios
en cubrir y la llamada Hipoétesis de Riemann todavia sigue sin resolver. Incluso sin constituir
una prueba del teorema, la memoria de Riemann es un trabajo importantisimo que introduce
la funcién ¢, una funcién meromorfa ligada desde entonces a la distribuciéon de los primos.

En 1896 J. Hadamard y C. de la Vallée Poussin demostraron independientemente el teorema
de los nimeros primos siguiendo el esquema de la memoria de Riemann. Un punto fundamental
fue la no anulacion de la funcién ¢ en cierta regiom.

Hay una relacion en los dos sentidos entre la acotacion del error 7(x) —Li(z) y la distribucion
de los ceros de ¢ estudiada por métodos de variable compleja, por ello fue una gran sorpresa
que en 1948 P. Erdés y A. Selberg encontraran una prueba elemental (pero no sencilla) del
teorema de los nimeros primos. Su interés teérico no es comparable al de la prueba clasica
porque da menos informacién acerca del error. Por cierto, la mejor acotacion para el orden del
error esta lejos de ser elemental y se debe a N.M. Korobov e I.M. Vinogradov. No ha habido
ningln avance en este sentido desde 1958.



1.3. La funciéon ( de Riemann

Definimos en primer lugar la funcién ¢ de Riemann' en Rs > 1 como
=1
(1.4) )= -
n=1
Es una funcion holomorfa en esta regién porque la serie converge uniformemente sobre com-
pactos (su modulo esta acotado por Y n~ con o = R(s)).
A partir de la formula (1 —2)~' =1+ 2+ 22+ ... para |z| < 1y el teorema fundamental
de la aritmética (factorizacion tnica en primos) se deduce el producto de Euler

(1.5) ¢s)=TJ-p)"
p

donde p recorre los primos. Tal féormula fue probada por L. Euler en 1737 y su interés radica
en que a la izquierda tenemos una expresion que depende de simples nimeros naturales y a la
derecha otra que depende de la misteriosa sucesion de primos. La derivada logaritmica de (1.5)
y de nuevo el desarrollo de Taylor de (1 — x)~! dan lugar a la férmula

(1.6) -

¢'(s) _ x~A)
G "2

donde A(n) es la funcion llamada simbolo de von Mangoldt, que vale logp sin =p* k€ ZT y
cero en otro caso.

En cierto modo para demostrar el teorema de los niimeros primos se busca “despejar” m(x)
en funcion de ((s) a partir de (1.5) para lo cual se muestra conveniente pasar por (1.6). Cu-
riosamente este esquema requiere extender la funcion ¢ méas alla del semiplano Rs > 1 donde
(1.4) no es valida. Esta claro que lim,_,1+ {(x) = oo por tanto hay una singularidad en s = 1.
No es dificil probar sumando por partes que para Rs > 1

(1.7) Q$—Si1:1+s[mﬁﬂ—ﬂtshh

pero la integral converge si s > 0 y define una funcién holomorfa en esta region. Integrando
por partes sucesivas veces se demuestra que ((s) — 1/(s — 1) se extiende a una funcion entera
(holomorfa en todo C).

Notese que (1.7) es numéricamente mas eficiente que (1.4) en R(s) > 1 donde ambas son
aplicables, sobre todo cuando s esta cerca de 1. Esta eficiencia se acentiia tras la integracion
por partes. La generalizacién de este método, con consecuencias en la evaluaciéon numérica se
series, es la formula de sumacion de Euler-Maclaurin [51] [31].

'En inglés la letra ¢ se escribe zeta y se pronuncia [zi:te]. Segtn el diccionario de la RAE en castellano
deberiamos decir dseda pero casi toda la comunidad cientifica dice zeta. El caso es similar a p y v que segin el
diccionario son mi y ni.



1.4. El esquema de la prueba clasica

Una férmula analitica para ¢

Aunque en principio deseamos obtener 7(x) a partir de (1.5) y es posible proceder de este
modo, resulta técnicamente méas comodo obtener la funcién introducida por Chebyshev

(1.8) Y(x) = An)

n<x

a partir de (1.6). No es dificil probar 7(x) = > ., <, A(n)/logn + O(xl/Q). De aqui si A(n)
es 1 en promedio se tiene el teorema de los niimeros primos, mas precisamente sumando por
partes

¢(x)_$+ xd)(t)_tdt—i—O(xl/Q).

1. —Li(z) =
(19 w(e) ~Lite) = S0 [

Todo lo que hay que probar es entonces

(1.10) P(z) ~ .

La manera mas rapida de expresar 1(z) en términos de (1.6) pasa por aproximar la integral

1 a’
1.11 I(a — —ds
(1.11) (a) /(

211 ciiR) S

mediante el teorema de los residuos, donde (¢ + iR) indica el segmento s = ¢, |Ss| < R
y a,c € R, Sia > 1 se considera la region Ry = {Rs < ¢, |3Is| < R} que contiene el polo en
s = 0 del integrando con residuo 1, mientras que si a < 1 se considera Ro = {Rs > ¢, |Ss| < R}
que no contiene polos.

R R R R,

s=0 c




De aqui

(1.12) I(a) =

1 +error sia>1
error sia<l1

donde error = O((Rlog a)_l) es la contribucién de las fronteras horizontales. Asi pues para
cada ¢ > 1 empleando (1.6)

(1'13) 1/}(1') = % /( L) F(S) ds + Error donde F(s) = _$:§£i§) — ZA(n) (x/sn)s
cti —

con limp_, o Error = 0 para z > 1 no entero. Esta altima condicion es para huir del caso I(1)
que no hemos calculado. Como 9 (z) — ¢ (x —§) < logx si § < 1, siempre podemos suponer por
ejemplo que x es semientero (2z impar) a la hora de probar (1.10). En esa situacion algunas
cotas basicas para la funcién ¢ (véase [13]) permiten deducir que Error = O(zR~!log®(Rx)).

La relacién con los ceros

Con (1.13) ya hemos despejado 1(z) en términos de ¢ y ahora tenemos que aproximar la
integral. Aplicamos de nuevo el teorema de los residuos en la regiéon R,. La funcién F' tiene
polosen s =1, s =0y en s = z donde ((z) = 0. Los residuos son

¢'(0) a
(1.14) Res(F,1) =z, Res(F,0) = — y Res(F,z)=—-k—
¢(0) z
con k = k(z) la multiplicidad de z. Este célculo se reduce a emplear ((s) ~ (s —1)"!sis— 1
y C(s) ~ K(s—2)F sis— 2.
Eligiendo R tal que &z # +R se deduce

=T — CI(O) — £ rror
(1.15) Y(z) = 50 lgliR ~+E

donde convenimos repetir cada cero de acuerdo con su multiplicidad.

Riemann demostr6 una simetria de ¢ (la ecuacion funcional por antonomasia) de la que se
deduce que los ceros con Rz < 0 son simples y estan situados en z = —2, —4, —6, ... mientras
que el resto, llamados ceros no triviales, estan en la banda critica 0 < Rs < 1 y cumplen que
si z es un cero, 1 — z también lo es. Entonces (1.15) se reescribe usando el desarrollo de Taylor
—log (1 —a72) = > (#~%)"/n como

Tr)=x— ﬁ_@_}o —z? rror
(1.16) Y(z) = le;R c0) ~3ls( ) +E

donde p recorre los ceros no triviales.



Resultados condicionales e incondicionales

Para probar (1.10) y por tanto el teorema de los ntumeros primos los términos en (1.16)
con ¢’'(0)/¢(0) y el logaritmo son claramente irrelevantes. Tomando R < z se obtiene Error =
O( log? :L‘) que también es irrelevante.

Si hubiera aunque fuera un solo cero con Rp = 1 entonces lim ¢ (z)/x no existiria (porque
o't [z = 2@ oscila) y el teorema de niimero primo no seria cierto. Por otro lado, se conoce
que ZI%KR 1/p = O(log2 R), por tanto si todos los ceros cumplieran Rp < ag entonces se
tendria

(1.17) P(z) =2+ O0(2* log® z)
y de (1.9)
(1.18) m(z) = Li(z) + O(z** log z).

Dada la simetria p <> 1 — p el mejor caso posible ocurriria cuando ag = 1/2, es decir, si todos
los ceros no triviales cumplieran Rp = 1/2. Esta es la famosa hipdtesis de Riemann, todavia
sin resolver, que daria el error més pequeno en el teorema de los ntiimeros primos (en lo que se
refiere al exponente) y tendria numerosas consecuencias en teoria de nimeros.

Volviendo a la realidad, no se conoce ningin oy < 1 para el que £p < ag. ;Entonces como
concluir la prueba a partir de (1.16)? Se demuestra que si 1 — Rp fuera realmente muy pequeno
entonces |Jp| seria tan grande que no apareceria en la suma de (1.16). Mas concretamente,
la forma habitual de esta afirmacion, ya conocida por de la Vallée Poussin en 1899, es que la
region

K

no contiene ceros de ¢ donde es cierta constante (computable efectivamente). Esto implica
que Rp < 1— K/log(R + 2) en (1.16) y entonces z* = O(we*Kbgm/log(R“)). Esto daria un
insuficiente O(x) si R < x pero tomando un R mucho méas pequeno, por ejemplo, R =< eVisw,
todavia se tiene que Error no contribuye decisivamente y por tanto

(1.20) V(@) =&+ O(ze KVIoET)

para cierta K’ > 0 (que practicamente nunca se calcula explicitamente). De aqui se concluye
(1.10) y a través de (1.9) se aproxima 7(x) por Li(x) con el mismo tipo de término de error.

Los trabajos de Korobov y Vinogradov permiten reemplazar /logx por algo ligeramente
menor que (log w)3/ %. Es un poco frustrante que mas de un siglo después de las primeras pruebas
del teorema de los ntimeros primos, toda la mejora en el término de error sea ese aumento de
un décima en la potencia de logaritmo.



1.5. Variantes de la prueba clasica

Esencialmente hay dos pruebas del teorema de los ntimeros primos, la clasica que hemos
visto aqui y la elemental. Sin embargo la bibliografia induce a ver méas bien dos familias de
pruebas. Comentaremos aqui algunas variantes de la prueba clésica.

Las féormulas basicas del anélisis complejo tienen su contrapartida en el anélisis de Fourier y
es cuestion de gustos emplear uno u otro lenguaje. Por ejemplo, si f(2) = ag + a1z +az?+. ..
la formula de Cauchy

1 (2)
(121) anp = % o Zn+1 dz

equivale al emplear la parametrizacion z = e(z), 0 < z < 1 de S! a la féormula de los coeficientes
de Fourier a,, = fol F(z)e(—nx) dr para F(x) = ag + a1e(z) + aze(2z) + ... En esta linea, es
posible reescribir la forma de extraer 1)(x) a partir de Y S A(n)n~% en términos de transformadas
de Fourier. Para conseguir el teorema sin preocuparse demasiado por el término de error todo
lo que se necesita es que ¢’(s)/{(s) no sea “mala” en Rs = 1, en particular ¢ no debe tener ceros
alli. Un ejemplo de este esquema se encuentra en [16].

Se llaman teoremas tauberianos a los que recuperan el comportamiento de una suma (habi-
tualmente de coeficientes en el desarrollo de una funcién) en términos de sumas regularizadas
(habitualmente valores de una funciéon cerca de una singularidad). El método del parrafo ante-
rior permite deducir que Y., ., a, ~ x para a, > 0 siempre que Y a,n % ~ (s — 1)~! cuando
s — 17 y la diferencia de estas cantidades tenga una extensiéon analitica a s > 1. Una forma
un poco més general es lo que se llama teorema tauberiano de Wiener—Ikehara. Empleando
teoremas tauberianos a ciegas es posible deducir muy rapido el teorema de los nimeros primos,
como reza el titulo de [35], sin embargo las pruebas no son autocontenidas.

D.J. Newman mostré en 1980 como simplificar drasticamente la prueba del teorema de
los ntimeros primos con el esquema clasico (siempre a costa de perder precision en el término
de error). Su exposicién es muy conveniente para cursos basicos de teoria de nameros por su
brevedad y claridad, virtudes compartidas por el libro [41] que la contiene. Hay también una
demostracion breve de H. Iwaniec, incluida en [32], que tiene la sorprendente novedad de que
no emplea la extension holomorfa de (.






Capitulo 2

El teorema de los nimeros primos en
progresiones aritméticas

2.1. Enunciado y demostraciéon

Consideramos una progresion aritmética {gn+a}5°, con ¢ € Z* y a € Z y queremos estimar
el namero 7(x;q,a) de primos en ella que son menores o iguales que un nimero grande z.
Dados a1 y a2 congruentes modulo ¢, los conjuntos {gn + a1}72, y {gn + a2}52, difieren solo
en un nimero finito de elementos. Por tanto, si pensamos en el caso en que = sea grande en
comparaciéon con a, podemos restingirnos a 1 < a < gq.

Claramente

(2.1) U{qn—i—a};’f:l =[¢g+1,00)NZ

a=1

por tanto cualquier primo p > ¢ estd en alguna de las progresiones aritméticas de la unién
anterior. El teorema de los ntimeros primos implica entonces que si ¢ = o(x) se tiene

q

(2.2) S n(2:9.0) = 7(x) — 7(q) ~ w(x) ~ Li(x).

a=1

Obviamente si a y ¢ no son coprimos no hay primos de la forma ¢n + a, entonces fijada una
diferencia ¢ solo hay ¢(q) progresiones aritméticas que pueden contribuir significativamente a
la suma anterior. El teorema de los nimeros primos en progresiones aritméticas afirma que
asintoticamente los primos estan igualmente distribuidos en ellas. Dicho de otro modo, no hay
ninguna progresiéon aritmética favorita para los primos.



Teorema (de los ntimeros primos en progresiones aritméticas): Fijados q € Z* y
a € 7, se cumple

Li(z)
o(q)

(2.3) m(x;q,a) ~ cuando r — 0.

Es posible sustituir Li(z) = f; dt/logt por x/logx ya que ambas cantidades son asin-
toticamente equivalentes, pero es conocido que la primera funcién da una aproximacién maéas
precisa.

La demostracion sigue las lineas de la del teorema de los ntiimeros primos (ver [8]). En ella
se partia de la siguiente consecuencia del producto de Euler:

(2.4) —CC,(S) = Z Aln) para R(s) > 1,

(s) ns

y aplicando métodos de variable compleja, especialmente el teorema de los residuos y la exten-
sién meromorfa de (, se conseguian despejar las sumas parciales de los coeficientes de la serie
de Dirichlet del segundo miembro de (2.4) en términos de los ceros de la funcién €. El resultado
concreto era que para 2 < T < zx

n=1

(2.5) Ya)=z- ) i O(%(log z)?)  con¥(z) =) A(n).

lol<T P n<z

Aqui p recorre los ceros no triviales de ¢, los que cumplen 0 < R(p) < 1, y T es un parametro
ajustable que se elige en funciéon de cuanta informaciéon se tenga de los ceros. La regién libre
de ceros conocida hoy en dia permite elegir T' para deducir el teorema de los ntimeros primos
en la forma ¢ (z) ~ x y extraer un débil término de error.

En el caso de progresiones aritméticas, para llegar a un andlogo de (2.4) hay que partir
de un producto de Euler, lo cual requiere una funcién multiplicativa. El problema es entonces
detectar una progresiéon aritmética con funciones multiplicativas. Lo que lleva a inventar los
caracteres de Dirichlet, funciones multiplicativas de periodo ¢ que para cada a primo con ¢
satisfacen la relacién de ortogonalidad

1 B _J1 sin=a (mod q)
(2.6) M ZX:X(G)X(n) = {0 sin#Za (méd q)

y x(a) =0 si ay ¢ no son coprimos.
La congruencia de Euler-Fermat a®? = 1 (méd q) implica que x(a) es una raiz ¢(q)-
ésima de la unidad (siempre bajo el supuesto de que a y ¢ son coprimos). Esto y la propiedad
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multiplicativa, es suficiente para construir todos los caracteres. Por ejemplo, para ¢ = 4, x(3) =
+1 porque 32 =1 (méd 4) y los valores x(1) = 1, x(0) = x(2) = 0 vienen forzados. Entonces
hay exactamente dos caracteres, uno por cada signo de x(3). Para ¢ = 5, se tiene que por
ejemplo a = 2 es un generador de todo el grupo multiplicativo 1 =20, 2 = 2!, 3 =23, 4 = 22,
Entonces escogiendo como x(2) una raiz cuarta de la unidad, obtenemos los cuatro caracteres

posibles.
011 2

vilo|1[ 1 [1]1
0l1l2 210 1] i | =i -1
—otiTol 1 20| 1] i | =i -1
ot s 01| =1 -1 1
2 ya O] =] @ [ -1

moédulo 4 mdédulo 5

Es posble probar con técnicas elementales o con otras més abstractas y rapidas que moédulo ¢
hay exactamente ¢(q) caracteres.
A cada caracter x modulo ¢ se le asocia un producto de Euler, su funciéon L,

(2.7) L(s;x) = [[ (0= x(pp~*)™" para R(s) > 1,

de esta forma

(2.8) —LL,((E’ :)) = " x(n) Aéf) para R(s) > 1.
’ n=1

Si xo es el caracter que cumple yg(a) = 1 para todo a coprimo con ¢, llamado cardcter principal,
entonces L(s, xo) es igual a ((s) salvo unos pocos factores correspondientes a primos que dividen
a g, por ello L(s, xo) hereda el polo simple en s = 1 de {. Por otro lado para x # xo las funciones
L(s,x) son enteras utilizando el mismo argumento que da la extensiéon meromorfa de ¢. Por
ello hay dos casos en el analogo de (2.5), valido para 2 < T < x y uniformemente en ¢ < z

P —1

(29)  Y(@x)=cX)z— Y p

lpl<T

T 1 six=
+ O(f(log x)z) con c(x) = {0 p ii ” iz

donde ahora p recorre los ceros 0 < £p < 1 de la funcién L correspondiente y

(2.10) Yz, x) = Y x(n)A(n).

n<x
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El 1 que resta a z” en (2.9) es conjeturalmente prescindible, se introduce para preservar la
uniformidad incluso si hubiera algiin p muy cercano a cero. Notese que la funcion z°/s es
singular en s = 0 mientras que (z® — 1)/s se puede definir con continuidad en dicho punto.

Fijado ¢, nuestro conocimiento sobre los ceros de las funciones L y de la funciéon ¢ en la
banda critica es a grandes rasgos similar, lo que permite que la misma eleccién de T que en
(2.5) daba en teorema de los nimeros primos, en (2.9) produzca (z, xo) ~ = y ¥(x, x) = o(x)
si x # xo. Recordando (2.6) se deduce para cada q fijo

(2.11) Y(@iga) ~ 1~ donde  W(ziga)= Y. A(n).
¢(q) =
n=a (q)

Sumando por partes se llega al teorema de los niimeros primos en progresiones aritméticas.

2.2. Uniformidad y distribuciéon de los ceros

En muchos problemas aparecen progresiones aritméticas con la diferencia ¢ variando. Esto
ocurre por ejemplo en los mayores avances hacia la conjetura de Goldbach o la conjetura de
los primos gemelos. Sin entrar en detalles, digamos que para buscar primos gemelos p, p + 2,
podriamos quitar de entre los p € [N?/2, N?) aquellos tales que p + 2 es divisible por algiin
q < N, lo que conduce a w(N?,q,—2) — m(N?/2,q,—2) con ¢ variable. En este contexto se
muestra crucial la uniformidad en ¢ en el teorema de los nimeros primos en progresiones
aritméticas.

Las funciones L de caracteres primitivos satisfacen una ecuaciéon funcional similar a la de
la funcion ¢, la cual implica una simetria p <+ 1 —p en los ceros 0 < Rp < 1 de cada funcion L,
entonces dado = > 2 se tiene sup,, [z| > 2'/2. Ademas el caso imprimitivo (en el cual no se
cumple la ecuacion funcional) no aniade nuevos ceros en esta region. Entonces lo mejor que
podemos esperar para estimar (2.9) es la siguiente conjetura:

Hipotesis de Riemann generalizada: Si L(p, x) = 0 con 0 < Rp < 1 entonces R(p) = 1/2.

Bajo esta hipotesis, tomando T' = /2 en (2.9) y empleando que en cada rectangulo k <
|S(s)| < k+ 1 de la banda critica hay O(log(q(k + 1))) ceros, se deduce

Li(x)

Li(z) 1/2
o) + O(z"/*logx)

(2.12) w<x;q,a>:@wwmaogx)?) vy mlwiga) =

uniformemente en gq.
La segunda férmula proviene de sumar por partes en la primera. El caso del teorema de los
nimeros primos bajo la hipétesis de Riemann corresponde formalmente a ¢ =1y a = 0.
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Notese que las formulas (2.12) son triviales para ¢ > 21/2 1o cual sugiere que tendriamos que
tener un control finisimo sobre los ceros, més alla de la hipétesis de Riemann generalizada, para
poder explorar este rango. La conjetura es que el teorema de los niimeros primos en progresiones
aritméticas se sigue cumpliendo uniformemente para ¢ menor que z elevado a un exponente
menor que 1. Concretamente, H.L. Montgomery ha sugerido que para cualquier € > 0

Li(z) \/E )
+O(z/— uniformemente en ¢ < .
aa O

(2.13) m(z;q,a) =

Por otra parte, en [19] se prueba que el teorema de los niimeros primos en progresiones aritmé-
ticas no puede ser cierto para todo ¢ < z/(logz)?4.

La busqueda de resultados uniformes incondicionales choca con el insidioso fenémeno de los
posibles ceros excepcionales, que describimos a continuacién.

La forma clasica del término de error en el teorema de los niimeros primos en progresiones
aritméticas es

(2.14) m(x) = Li(x) + O(ace_c‘/m)

para cierta constante positiva C'. Sabiendo que hay O(log(k + 1)) ceros no triviales p de la
funcion ¢ con k < |J(p)| < k + 1, la prueba se reducia a utilizar en (2.5) que la region

. C
(2.15) {U+Zt:a>1_log(\t\+2)}

esta libre de ceros, donde C' es una constante positiva (distinta de la del teorema anterior).
Este hecho se derivaba de una desigualdad trigonométrica que conducia a

(o) ¢'(o + 2it) ('(o +it)
(2.16) -3 (o) R (o + 2it) > éﬁfm para o > 1.

Un cero p = B + it de ¢ es un polo de ¢’'/( y si estuviera muy cercano a R(s) = 1 permitiria
elegir o tal que §R(<’ (o0 +1it)/((c + zt)) es tan grande que contradirfa la desigualdad anterior.
Para las funciones L el razonamiento es similar utilizando

L'(o + 2it, x?) - 4%1/(0 +it, X)

2.17 —
(2.17) SToo) Lo rait® = oot

para o > 1

donde yo es el caracter principal. Si x es un caracter real, es decir, si x> = o, entonces
esta formula no da informacién para ¢ = 0 y o cercano a 1, como tampoco la daba (2.16), la
diferencia es que es elemental (y relativamente facil) probar que ((8) # 0 para 8 > 1/2 pero
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nadie ha conseguido probarlo para todas las funciones L. El resultado conocido es entonces que
existe un C' tal que para cualquier funcion L(s, x) la region

" S
(2.18) {a—i—zt to>1 log(a(t + 2)) }

contiene a lo méas un cero, llamado cero excepcional (o cero de Siegel), de dicha funcion L. Tal
posible cero, si existe, es real y simple y sélo puede aparecer cuando x es real y no principal.

12| ' B = O(l/logq) 12 ] By = o(l/log q)

cero excepcional variacion de ¢

Notese que la definicion de cero excepcional depende en rigor de la constante elegida. Si los
ceros excepcionales para cierta constante sélo ocurriesen para un ntmero finito de funciones
L y el mayor de ellos estuviera a distancia 0.02011 de 1, entonces dejarian de existir eligiendo
C = 0.02011/2. Por ello al referirse a ceros excepcionales se piensa mas bien en sucesiones de
ceros (4 con (1 — B,)loggq — 0.

Si apareciera un cero excepcional, digamos en s = 3, entonces para g < eV'°8% se tendria
B
(2.19) Yz, x) = % + O (we=OVios™),

Si B pudiera estar muy cerca de 1, por ejemplo a distancia 0((log a:)_l/2) entonces Y(z, x) #
O(xe_c‘/@) y no podriamos deducir el anélogo de (2.14) en progresiones aritméticas.

El teorema de Siegel (ver mas adelante) permite controlar la distancia de § a 1 de manera
satisfactoria si ¢ no soprepasa una potencia de logaritmo de x. Es decir, fijado A > 0, se cumple
ooy Li(®)
(2.20) m(x;q,a) )
A este resultado se le llama teorema de Siegel-Walfisz. La constante O depende de A de una
manera desconocida.

+ O(;Ice_cv log””) uniformemente en ¢ < (log z)*.
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2.3. Algunos resultados relacionados
En esta seccién veremos tres teoremas relacionados con la uniformidad:

1. El teorema de Siegel (§21 [13], Th.5.28 [32]).
2. El teorema de Brun-Titchmarsh (Ch.13 [20], Th.6.6 [32]).
3. El teorema de Bombieri-Vinogradov (§28 [13|, Th.17.1 [32]).

Ya hemos mencionado que el primero aparece en la prueba de (2.20), la versiéon uniforme del
teorema de los ntimeros primos en progresiones aritméticas. Los otros dos permiten aumentar
el rango de ¢ a cambio de perder la asintética.

Teorema (de Siegel): Para cada ¢ > 0 existe C(e) > 0 tal que para todo x cardcter
primitivo real mddulo q se cumple L(o,x) > 0 cuando o > 1 — C(e)g .

Significado: Los probablemente inexistentes ceros que no verifican la hipotesis de Riemann
generalizada estropearian el término de error esperado (2.12) en el teorema de los nimeros
primos en progresiones aritméticas. Entre ellos, los ceros excepcionales son especialmente per-
niciosos porque limitan la dependencia en la diferencia ¢ de la progresion aritmética, y lo son
méas cuanto més cerca estén de s = 1 en términos de ¢. El teorema asegura que no existe
ninguno a distancia menor que una potencia negativa de ¢, lo cual permite salvar un poco de
la uniformidad en los términos expresados en el teorema de Siegel-Walfisz.

Comentarios: Uno de los aspectos mas singulares del teorema es que fijado 0 < € < 1/2, la
constante C'(€) no es efectiva con los conocimientos actuales. Es decir, no se conoce una manera
de dar un valor valido de por ejemplo C'(0.02011). La razon para ello es que en la prueba del
teorema hay dos casos, dependiendo de si alguna funcion L(s, x) tiene ceros reales en cierto
intervalo I C (1/2,1] o no. Si los tuviera, C'(e) estaria relacionada con el tamano del médulo
de x.

Ideas sobre la demostracion: La clave esta en emplear que ((s)L(s, x)L(s, x")L(s, xx') tiene
una serie de Dirichlet con coeficientes no negativos cualesquiera que sean y y X’ caracteres
primitivos reales. Esta serie ademés tiende a co cuando s — 1. Si L(s, x') tuviera un cero muy
cercano a s = 1, entonces el producto L(s, x')((s) estaria acotado cerca de ese cero y para
compensar, L(s, x)L(s, xx’') deberia ser grande para todo x. Hay una cota superior burda para
L(s,xX') que permite concluir algo acerca del tamanio de L(s, ). De alguna manera lo que
se prueba es que los ceros de las funciones L se repelen cerca de s = 1 y una que no cumpla
el teorema de Siegel con cierta constante sirve para deducir el teorema para el resto de las
funciones L. Finalmente la constante se reajusta para que la funcién L inicial no suponga una
excepcion.
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Teorema (de Brun-Titchmarsh): Para x >0 y 1 < g <y se cumple

2y
o(q)log(y/q)

En realidad el resultado se suele establecer en una forma mas débil (con una constante mayor
que 2 o con un término de error). Esta mejora de la forma inicial del teorema proviene de [39].

Significado: En el caso ¢ = 1 ya nos dice que en intervalos pequefios no puede haber muchos
més primos de lo que conjeturariamos. Si todos los ceros de la funcion ¢ estuvieran en R(s) < «
entonces el teorema de los nimeros primos tendria un error O(:ca log ac) y por tanto habria una
formula asintotica para los primos en [z, 2 + 2°] cuando B8 > «. Tal formula no esta probada
para ningin 8 < 1 debido a nuestro escaso conocimiento de los ceros y el teorema anterior es
un sustituto mas débil. En el caso £ = 0 con ¢ > 1, el teorema implica que la uniformidad en
q en rangos amplios no puede ir tan sumamente mal como para que la cantidad de primos sea
de un orden diferente mayor que el sugerido por el teorema de los ntimeros primos.

Comentarios: La constante 2 es una barrera en los métodos empleados en la demostracién
y disminuirla tendria consecuencias interesantes relativas a los ceros excepcionales. Algunos
avances han permitido reducirla en ciertos rangos (ver Th. 13.2 de [20]) pero no en general.

Ideas sobre la demostraciéon: Para la formulacion més débil a la que nos hemos referido
tras el enunciado, la prueba depende completamente de métodos de criba. Concretamente, si
aplicamos la criba de Selberg al conjunto formado por los n € (z,z 4+ y] con n = a (mdd q),
se llega a la desigualdad del teorema salvo anadir O(y/(gb(q) logz(y/q))) al segundo miembro
[32]. La criba de Selberg es una manera ingeniosa, basada en formas cuadraticas, de eliminar
(cribar) muchos de los nimeros compuestos de un conjunto. Hay todavia ntimeros compuestos
que superan esa criba y por ello sélo ofrece una cota superior.

(221) 7T(l' + Y; q,CL) - 71'((13, q, a) <

Teorema (de Bombieri-Vinogradov): Para cualquier A > 0 existe B > 0 tal que

o Li(y) z z!/?
2.22 max max < con QQ = — .
222 L, 5@ | < Toga) (log )7

m(y;q,a) —

Significado: Quiza en una primera lectura es mejor olvidarse de los maximos. Lo que dice el
teorema es que tenemos control sobre el término de error en el teorema de los niimeros primos
en progresiones aritméticas al promediar sobre los modulos hasta algo menos de +/z. Esto
contrasta con que el teorema de Siegel-Walfisz (2.20) solo permita decir algo sobre modulos
individuales menores que una potencia de logaritmo. El teorema de Bombieri-Vinogradov sirve
muchas veces como sustituto de la hipétesis de Riemann generalizada.

Comentarios: Si se promedia también sobre a entonces el resultado se llama teorema de
Barban-Davenport-Halberstam [13], [32] y en ese caso se puede llevar () hasta x. Este resultado
es mas facil de probar pero menos util en las aplicaciones.
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Ideas sobre la demostracion: La manera natural de proceder es utilizar (2.9) para relacionar
el error con los ceros de las funciones L. Las primeras pruebas (debidas a A.l. Vinogradov y
a E. Bombieri, independientemente) utilizaban este hecho y aplicaban resultados de densidad
(basados en la gran criba) que afirman en cierto modo que la hipotesis de Riemann generalizada
no puede violarse demasiado por demasiadas funciones L simultidneamente. Mas tarde, con
trabajos de P.X. Gallagher y R.C. Vaughan se comprob6 que era mas rapido olvidarse de los
ceros y aplicar la gran criba directamente a v (x,x). Sin entrar en detalles, las desigualdades
llamadas de gran criba en este contexto implican que una expresion de la forma ) a,x(n) debe
tener cancelacién para la mayor parte de los caracteres, sean cuales sean los coeficientes ay,.

[ustraremos los dos altimos resultados siguiendo [11] para aplicarlos al problema del divisor
de Titchmarsh, consistente en estimar la suma > _ d(p 4+ a) para a # 0 fijado donde d(-)
indica el nimero de divisores.

Utilizando que si g divide a n, entonces n/q también lo divide, uno puede restringirse a

divisores menores que /z y llegar a

(2.23) Y dp+a)=2Y w(x;q,—a) + O(Va).

p<z <z

p<x

Sea ) como en el teorema de Bombieri-Vinogradov, entonces

(2.24) > wlwsq,—a z) Y <Z> (=)

q<Q q<Q log r
(g,a)=1

Por otro lado el teorema de Brun-Titchmarsh implica

(2.25) > wlwig—a) < — Y ¢

Q<q<vE ¥ Q<ezvE

Sumando estas dos formulas y empleando que para cierta C = C'(a) > 0

(2.26) > = Clogt + O(1),
Q. ¢
(g,0)=
cuya prueba es elemental (pero no inmediata, véanse los ejercicios 2, 3 y 4 de [11]), se deduce
finalmente
log 1
(2.27) Y d(p+a) = Cao+ O(T025T,

< log
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Capitulo 3

Formas cuadraticas binarias definidas
positivas

3.1. Introduccién
En nuestro contexto llamamos forma cuadrdtica binaria a
(3.1) Q(z,y) = ax® + bxy + cy? con a,bceZ.

Aqui tnicamente consideraremos el caso definido positivo, que por el criterio de Sylvester co-
rresponde a d < 0 < a donde d es el discriminante b*> — 4ac. También supondremos que las
formas son primitivas, es decir, que med(a, b, c) = 1.

Se dice que Q representa an € Z* si Q(x,y) = n tiene solucién para ciertos z,y € Z. Ya en
los albores de la teoria de niimeros se observéd que los problemas de representacion por formas
cuadraticas binarias tienen una sorprendente profundidad y riqueza aritmética. Uno de los mas
conocidos es el resultado de Fermat de que para p primo impar

(3.2) 2% + y? = p tiene solucion z,y €Z < p=1 (méd 4).

La igualdad para la norma de ntiimeros complejos |z|?|w|? = |zw|? permite multiplicar repre-
sentaciones mediante la regla

(3.3) (2® + ) (£ + u?) = (xt — yu)? + (zu + yt)?

y con ello se llega a probar que Q(z,y) = 22 + y? representa exactamente los enteros positivos
de la forma kI? donde k no tiene factores primos p = 3 (méd 4). Este resultado, incluso en
su form débil (3.2), aunque clasico y bien conocido no es sencillo de probar y aparentemente
depende de trucos muy especiales para esta (). Sin embargo experimentalmente parece tener
réplicas para muchas otras formas cuadraticas de discriminante pequeno.
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Euler ataco los casos 22 + 2y? y 22 + 3y? también anunciados por Fermat pero fue incapaz
de probar que si p # 2,5 es primo

(3.4) 2% + 5y? = p tiene solucion z,y € Z < p=1,9 (méd 20).

Aqui ademaés al tratar de pasar de primos a compuestos la multiplicatividad funciona de una
forma extrana: los primos p = 3,7 (mdéd 20) no son representables pero cualquier producto de
un ntimero par de ellos si lo es. Asi se tiene 22 +5y? # 7y 22 +5y? # 23 pero 92 +5-42 = 7-23,
lo cual tiene que ver con el aparatoso pero elemental analogo de (3.3)

(3.5) (222 4 2xy + 3y?) (2% + 2tu + 3u?) = (2wt + xu + yt + 3yu)? + 5(zu — yt)?

hallado por Lagrange [12, Ch.1].

Por otro lado, hay formas sencillas para las que los primos representados no admiten una
caracterizacion por medio de congruencias simples, de hecho éste es el caso genérico. Por ejemplo
Q(x,y) = 222 + Ty? representa primos p # 2,7 que cumplen p = 1,9,15,23,25,39 (méd 56)
pero no a todos ellos, experimentalmente parece que se olvida de la mitad. Curiosamente resulta
que éstos son justamente aquellos cuyo doble es representable.

Primos p = 1,9, 15,23, 25,39 (méd 56)

22+ 7y =p 71,79,113, 191, 193, 263, 337, 401,
207+ 7y =2p | 23, 127,137,151, 233,239, 281, 359,

Es decir, los célculos sugieren que para p # 2,7
(36) 222 +Ty*=p 6 22°+ Ty =2pconz,y€Z < p=1,9,1523,2539 (mbd 56).

Una buena parte de los misterios relativos a la aritmética de las formas cuadraticas binarias
fueron desvelados por Gauss en los articulos més complicados de sus Disquisitiones Arithmeticae
[22] publicadas en 1801. Esencialmente demostré que se las puede dotar de una estructura de
grupo abeliano que permite resolver todos los problemas de representaciéon que admitan una
caracterizacion de los primos representados por medio de congruencias lineales. Hoy entendemos
esta estructura de grupo a través de la teoria de ideales que surgié del trabajo de Kummer
a mediados del XIX y fue desarrollada por Dedekind. Gauss también atisb6 con sus leyes de
reciprocidad cubica y cuartica que en algunos casos se podia ir més alla utilizando congruencias
polinémicas. La teoria de cuerpos de clases que naci6é a principios del siglo XX ha permitido
dar una explicacion general de este hecho [12].

3.2. Clases

Las formas 22 +1? y 22+ 2xy + 22 representan los mismos enteros porque estan ligadas por
el cambio de variables invertible sobre Z, ¢ — = + y, y +— y. Los cambios de variables lineales
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invertibles sobre Z son en general los que tienen matrices de determinante +1. Gauss considero
ambos signos en relaciéon con las formas cuadraticas pero las exposiciones modernas se olvidan
del signo negativo y se centran en

(3.7) SLg(Z)z{(i Z) ca,bc,deZ, ad—bc:l}.

Diremos que dos formas cuadraticas Q1 y QQ2 son equivalentes, y escribiremos Q1 ~ (o, si
Q1 = Q2 0y para algun v € SLy(Z). Necesariamente en este caso Q1 y Q2 tienen el mismo
discriminante y representan los mismos enteros (ambas cosas constituyen un ejercicio sencillo).
Denotaremos con Cy al conjunto cociente de las formas cuadraticas de discriminante d médulo
la relacion ~.

Nos gustarfa escoger en cada clase de equivalencia en C; un representante que en cierto
modo tenga los coeficientes méas pequenos, de igual manera que preferimos referirnos a la clase
2 en vez de a la clase 2012 cuando trabajamos en Z/5Z.

Representantes reducidos: En cada clase de equivalencia de Cyq existe exactamente una
forma cuadrdtica Q(z,y) = ax® + bxy + cy? que cumple

(3.8) —a<b<a<ec 0 0<b<a=c

De aqui se deduce con un poco de esfuerzo que el cardinal de C4, llamado nimero de clases
por antonomasia y denotado con h(d), es finito (ejercicio).

Ejemplo: Para calcular h(—4), de b> — 4ac = —4 se sigue b=2B y B>+ 1=ac. Si B#0
entonces a = ¢ es imposible y 2|B| < a < ¢ también lleva a contradiccion, por tanto b = 0
y a = ¢ = 1. Es decir, todas las formas de discriminante —4 son equivalentes a z? + y° y
h(—4) = 1.

Veamos una consecuencia aritmética de ello. Dado un divisor n de m? 4 1 consideremos

2
Q(z,y) = na? + 2may + mT'HyQ que cumple Q(1,0) = n y tiene d = —4, entonces 22+ y? ~ Q
y se concluye que cualquier divisor de un cuadrado mas uno se escribe como suma de dos
cuadrados. Esta informacién y un conocimiento béasico sobre residuos cuadraticos es suficiente
para deducir (3.2).

La existencia de representantes reducidos admite una prueba puramente algoritmica sin
nuevos ingredientes pero hoy en dia, debido a la relacién con las formas modulares, es més
atrayente relacionarla con la accion de SLg(Z) sobre el semiplano superior H = {3z > 0}
definida por

a b

b
@zt para fy:<c d)ESLg(Z) y zeH.

cz+d

(3.9) V(2) =
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Se cumple v(7(2)) = (y7)(2). Es bien conocido que en cada 6rbita hay exactamente un elemento
en el dominio fundamental restringido

1 1
(3.10) D:={zecH: —§§8%z§0, |z| >1}U{z € H : 0§§Rz<§, |z| > 1}.
;,Como se prueba esto? Si |z| < 1 con (') sacamos a z fuera de este (semi)circulo y si
esta fuera de la banda —1/2 < Rz < 1/2 con cierto ((1) ’f) lo conseguimos meter dentro. Una
iteracion de estos procesos permite encontrar algoritmicamente |5, Ch.1| una coleccion {v; }jvzl
tal que (y172---v)(2) € D.

D

e H i

3 3 Traslacion Inversion
11 0 -1
=0 1) =(1)

A cada forma @ le asignamos el z € H tal que Q(z,1) = 0. Reciprocamente cada z € H
en una extension cuadrética proviene de una forma @), obtenida al homogeneizar el polinomio
minimo de z sobre Z. Es facil ver que Q. 0y = Q,-1(,) (ejercicio), en particular @, ~ Qu
si y solo si z = y(w) con v € SLo(Z) y entonces, segun lo dicho anteriormente, en cada

clase hay exactamente una forma @, con z € D. Para Q(z,y) = ax® + bxy + cy? se tiene
z = (=b+1iv—d)/2a y la condicion z € D da justamente las condiciones (3.8).

Ejemplo: La forma Q(x,y) = 2722 4 124xy + 14332 debe ser equivalente a una que satisfa-
ce (3.8). Para hallarlar, vemos que el z correspondiente a @Q es z = (—624-i1/17) /27 y trasladado
dos unidades con (}?) da lugar a 21 = (=8 + iv/17)/27 que cumple —1/2 < Rz; < 0 pero
|z1] < 1, por tanto pasamos a zz = (9 ') (21) = (8 +iV/17)/3. Finalmente la traslacion (| 7%)
lleva a z3 = (—1 4 iy/17)/3 que ya pertenece a D y corresponde a la forma 322 4 2zy + 632.

Una pregunta natural es si dos formas son equivalentes de manera tnica, es decir si Q2 =
@1 o v puede ser valido para mas de un . Esto es lo mismo que decidir cuando se cumple

Q o~y = Q o estudiar v(z) = z para z € D. En general esta ultima ecuacion tiene sélo las dos
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soluciones obvias v = 1 pero cuando z =iy z = (—1 +Z\/§) /2, que corresponden a las tnicas
formas (salvo equivalencias) de discriminantes d = —4 y d = —3, hay respectivamente otras
dos y otras cuatro soluciones [49], [5, Ch.1]. En conclusién, si @1 y Q2 son formas equivalentes
de discriminante d entonces Q2 = Q1 oy para wy matrices v € SLy(Z) donde

6 sid=-3
(3.11) wg=44 sid=—4

2 en otro caso.

3.3. Numero de representaciones por las clases

El ntimero de representaciones de m € Z* por Q es el ntimero de soluciones de Q(z,y) = m.
Llamemos r4(m) a la suma de estos nimeros de representaciones cuando @) recorre un sistema
completo de representantes de las clases en Cy. Curiosamente r4(m) admite una féormula sencilla.

Restringiremos los posibles valores de m en aras de la claridad pero con un poco mas de
esfuerzo y razonamientos similares se consigue una formula muy general |28, §12.4].

Foérmula del niimero de representaciones: Para m libre de cuadrados y primo con 2d
se tiene

(3.12) ra(m) = wq 11 (1 + (;l)).

La prueba elabora el esquema que hemos apuntado para deducir el resultado de Fermat.
Consideremos (si existe) una solucion = = b de

(3.13) z?=d (méd4m) con 0<z<2m.
Entonces

2 b —d 2
(3.14) Q(x,y) = mz* + bxy + — Yy

tiene discriminante d y existen wq matrices v € SLa(Z) tales que Q oy = @ es una de las
formas del sistema completo de representantes. Por tanto @ = @ o v~ que aplicado a (1,0)
prueba m = Q(’y‘l(l,O)). No puede ser que otra solucion z = b, de (3.13) dé lugar a la
misma representacion porque si (1,0) tiene lg misma imagen por v~! y por v, ! entonces
Y14 %) =7 ! paraalgin k € Z y aplicando @ se tendria (Qo (§ %)) (z,y) = ma? +bxy+. ..
que lleva a b, = b+ 2mk y contradice 0 < b, b, < 2m si by, # b.

En definitiva, por cada solucion de (3.13) hay wy representaciones. Ademés el proceso se
puede invertir asignando a cada representacion de m una forma (3.14). Para p|m la ecuacion

2?2 =d (méd p) tiene 1+ (g) soluciones y aplicando el teorema chino del resto con algtin detalle
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menor para incluir el factor 4 se tiene que el nimero de soluciones de (3.13) es justamente el
producto del enunciado.

Si h(d) = 1 entonces la formula esta contando el nimero de representaciones de una sola
forma (cualquiera con determinante d). Esto ocurre para

(3.15) d= -3, —4, -7, =8, —11, —12, —16, —19, —27, —28, —43, —67, —163.

Hay un teorema con una historia azarosa que prueba que no hay ningtin caso mas pero es dificil
de probar.

Ejemplo: Determinemos los primos que son representados por Q(x,y) = 922 + 13zy + 5y°.

Lo podemos hacer gracias a que @ tiene discriminante d = —11 el cual esté en la lista (3.15).
Es facil ver que 2 no esté representado y 11 = Q(—1,2). En el resto de los casos la proposicion
implica que la condicién necesaria y suficiente es (_TH) = 1, que por la ley de reciprocidad

cuadréatica lleva a concluir que para cualquier primo p
(3.16) p=92>+13zy+5y° conz,y €Z < p=0,1,3,4,59 (méd 11).

Asf 23 = Q(—3,2), 47 = Q(=3,1), 37 = Q(—1,4), 71 = Q(—6,11) y 31 = Q(—2,5).

3.4. Géneros

Tomando representaciones reducidas como en 3.8, tenemos que C_gg estd compuesto por las
clases de equivalencia de

(3.17) z2 + 5y? y 222 + 2zy + 312

Los argumentos de la seciéon anterior sugieren que en lo que se refiere a representaciones ambas
formas son inseparables, sin embargo (3.4) sugiere lo contrario.

La solucién a esta paradoja es muy sencilla trabajando modulo 20. Unos calculos implican
que

(3.18) {2® + 5y : m,y € Z/20Z} N (Z/20Z)" = {1,9},
(3.19) {222 + 22y + 3y* : w,y € Z/20Z} N (Z/20Z)" = {3, 7}.

Por consiguiente si p # 2,5 es representable por 22 + 532 no puede serlo por 22 + 2zy + 3y
y viceversa, porque ambas formas representan diferentes clases de congruencias. La férmu-
la (3.12) asegura que r_go(p) = 4 para p = 1,3,7,9 (mdd 20) por consiguiente obtenemos el
resultado (3.4) que no supo demostrar Euler y ademas lo complementamos con

(3.20) 222 + 227 + 3y = p tiene solucion z,y € Z < p=3,7 (méd 20).
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Alentados por este éxito decimos que dos formas Q1 y Q2 de discriminante d estan en el
mismo género si representan los mismos valores de (Z / |d|Z)*. Recordemos que Q1 ~ Q2 repre-
sentan los mismos enteros, por tanto estar en el mismo género es una relaciéon de equivalencia
més débil que la equivalencia de formas en el sentido de que los géneros se dividen en clases.

Para los discriminantes de interés por su relacion con la teoria de ideales (véase la siguien-
te seccion) se puede probar que @1 y (2 estan en el mismo género si y solo si Q1 = Q207
para v € GL2(Q), dando un paralelismo algebraicamente atractivo entre los géneros y la equi-
valencia de clases. Otras definiciones alternativas emplean los nimeros p-adicos [12, Th 3.21].
Originariamente Gauss determind los géneros por medio de caracteres [6].

Recapitulando, siempre que cada género contenga una sola clase podemos separar las re-
presentaciones en clases de congruencia y decidir la representabilidad de los primos. Para 4 | d
desde tiempos de Euler se sabe que esto ocurre para 65 discriminantes (Euler llamo a los valores
de d/4 nimeros convenientes [12, p.61]) y se ha probado que a lo mas hay otro ejemplo.

Si hay més de una clase por género no queda mas remedio que agrupar varias formas. Por
ejemplo C_gg estd compuesto por las clases de equivalencia de

(3.21) z? + 14y, 222 + 7y, 322 + 22y +5y°  y 322 — 2zy + 5y

(3.22)
22 + 14y =p 6 2% + Ty? = p tiene solucion z,y € Z < p=1,9,15,23,25,39 (mbd 56).

Escribiendo la primera ecuacién como 2z% + 7(2z)? = 2p se obtiene (3.6).

La teoria de cuerpos de clases [12| permite “caracterizar” los primos que son representables
por z2+14y? pero la condicion resultante es mucho mas complicada que una simple congruencia.
Concretamente, para p # 2,7 es que p = 1,9,15,23,25,39 (méd 56) y que ademaés la ecuacion
244222 —7 = 0 tenga sélucion modulo p. Por ejemplo para p = 23, se tiene que = 3 es solucion
y por tanto 23 es representable. Computacionalmente no esté claro que sea mas facil resolver
una ecuaciéon de grado superior que comprobar directamente si un primo es representable dando
valores.

3.5. Formas cuadraticas y teoria de ideales

Para motivar cuéales son los discriminantes “de interés” que hemos mencionado antes, pense-
mos en qué ocurriria si hubiéramos admitido formas cuadraticas que no tienen sus coeficientes
coprimos (no primitivas) como 622 + 3zy + 9y2. Su discriminante es —207 = —23-3%y el z € H
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que le corresponde es z = ( -1+ z\/ﬁ) /4, el mismo que corresponde a 2% + zy + 3y? de
discriminante —23. Es decir, admitiendo formas no primitivas perderiamos la biyectividad con
los z € H en extensiones cuadraticas y por otro lado, las formas no primitivas no anaden nada
nuevo al problema de las representaciones.

En la teoria de ideales se estudian las formas cuadraticas a través de extensiones cuadraticas
y queremos evitar cualquier discriminante que pudiera introducir ambigiiedad con formas no

primitivas. Asi eliminando los discriminantes d = —23k? con k > 1 siempre que veamos z =
(- A/ 23) /... estaremos seguros de que la forma correspondiente es de discriminante —23.
No podemos decretar que el discriminante —207 = —23 - 32 es realmente el importante y

eliminar los otros que difieren en un factor cuadrético, porque por ejemplo z = (1 +iv/207 ) /4
corresponderia a 22?2 — xy + 26y que tiene d = —207 pero z = ( -9+ Z\/2(T7) /36 llevaria a
222 + 2y + 3y? con d = —23. Visto de otro modo, z = (—9 +1v/207)/36 corresponde a la forma
622 + 3zy + 9y? de discriminante d = —207, que no es primitiva y “simplificar” modifica el
discriminante.

Se dice que d es un discriminante fundamental si todas las formas que se pueden construir de
discriminante d son necesariamente primitivas. El parrafo anterior sugiere que los discriminantes
fundamentales d son los libres de cuadrados pero si d es par la cosa es un poco mas complicada.
Exactamente,

2{dy d es libre de cuadrados

(3.23) d es discriminante fundamental < ¢ ©

4|d, g es libre de cuadrados y 4 1 (g —1).

Noétese que si un discriminante es par necesariamente es divisible por 4.
Cualquier extension cuadratica imaginaria K/Q se escribe de forma tinica como K = Q(V/d)
con d un discriminante fundamental. El anillo de enteros de esta extension es |6, Prop.6.6]

(3.24) 0= Z[d _2‘@] =1, d _2\/&]

donde [a, (] significa {na + mfB : n,m € Z}. No hay que dejarse asustar por esta notacion
sintética. Por ejemplo para d = —4 tenemos K = Q(i) y O = Z[i] mientras que para d = —3,
K = Q(iv3) y O = Z[(1+i+/3) /2]. En general [10, IIL7] para d = 4k, K = Q(Vk) y O = Z[Vk]
mientras que para d impar K = Q(Vd) y O = Z[(1 + Vd) /2].

A cada par de enteros algebraicos a, f € O — {0} con o/ ¢ Z le asignamos una forma
cuadratica de discriminante d mediante la regla

(ax + By)(ax + By)
n(a, B)
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(3.25) d(a, B) =




donde n(a, ) es el entero necesario para que la forma sea primitiva. Por ejemplo, para oo = 2
y B =1—+/—=5, que corresponde a d = —20,

(3.26) (ax + By)(ax + By) = 42 + 4zy + 61> = (2,1 — V/=5) = 22 + 2zy + 3>

Un ideal I C O es un subanillo I # {0} tal que a C I para todo o € O. Esta definicion es
muy poco intuitiva pero a la postre se prueba que para cualquier ideal I existen o, 5 € O — {0}
y o/ &€ 7 tales que I = [a, 3], por tanto geométricamente todo ideal en O es un reticulo
en C (pero no al revés). Evidentemente [«, 5] = [§, @] pero por razones que veremos en seguida
ordenaremos « y 8 de manera que S(a/3) > 0. Ni con este convenio o y /3 estan determinados
univocamente por I, por ejemplo [a, ] = [a+ 3,0] = [a + B,a + 28]. En general [o, 8] =
[aa + b5, ca + dfj] para cualquier matriz entera y = (‘é g) invertible sobre Z. El convenio que
hemos adoptado fuerza el signo positivo del determinante (se conserva la orientacion) y por
tanto v € SLo(Z).

Las formas Q1 = ¢(a, 8) vy Q2 = ¢(aa + b3, ca + df) cumplen Q2 = Q1 o+, entonces

(3.27) O : {Ideales en O} — Cy4
I =]a,B] — clase de ¢(«, 5)

es una aplicaciéon bien definida entre los ideales y las clases de formas cuadraticas. Dicho sea
de paso, n(a, B) es |O/I], lo que se llama norma del ideal I y se escribe N(I), en particular
es independiente de la eleccion de v y S para un ideal fijado. La aplicaciéon @ es sobreyectiva

porque para cada Q(z,y) = ax? + bry + cy? de discriminante d el conjunto I = [a, 6_2\/3] es un

ideal (ejercicio) y ¢(a, (b— \/&)/2) =Q.

Claramente ® no es inyectiva ya que ¢(dc,083) = ¢(«, 8) para cualquier 6 € O — {0} y por
consiguiente ®(I) = ®(§I). Para eliminar esta ambigiiedad definimos la relacion de equivalencia
entre ideales [ ~ J < §11 = d2J para ciertos d1, 92 € O—{0}. Llamemos Z; al conjunto cociente
resultante, entonces a partir de (3.27) conseguimos una biyeccciéon

(3.28) 14 — Cq

- Vd

3 ] — clase de az® + bry + cy?

clase de [a,

3.6. Grupo de clases y representaciones

Acabamos de ver que es lo mismo estudiar clases de ideales que clases de formas. ;Y qué
ganamos con ello? A fin de cuentas las formas cuadraticas son objetos naturales mientras
que los ideales son poco intuitivos. Buscamos lo que con la mayoria de los “es lo mismo” en
Mateméticas, conectar dos areas y compartir sus técnicas.
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En nuestro caso los ideales tienen una estructura algebraica més rica que las formas. Por
ejemplo, al ser subanillos cerrados por multiplicaciones en O los ideales se pueden multiplicar
entre si definiendo I - J como el menor subanillo de O que contiene a todos los productos de
elementos de I y J. Una propiedad importante es que esta multiplicacién de ideales se comporta
bien con respecto a la norma cumpliéndose [28, §16.9.4]

(3.29) NI -J) = NI)N(J).

No entraremos en céomo calcular explicitamente el producto de ideales en general. Nétese, no

bfg\/a] por el ideal formado por

obstante, que no es dificil comprobar que el producto del ideal [a,
los conjugados de sus elementos [a, #ﬁ} es aO. Como a0 ~ O y O funciona como elemento
neutro del producto, en Z; podemos invertir clases de ideales y (Zy,-) adquiere estructura de
grupo abeliano. Gracias a (3.28) también Cy adquiere estructura de grupo bajo la cual se conoce

como grupo de clases.

Gauss defini6 directamente en C4 el producto de clases de formas, al que llamé composicion,
con unas férmulas muy complicadas que en cierto modo incluyen todas las posibles variantes
de (3.3) y (3.5). Entonces no existia todavia la teoria de ideales y tampoco existia la teoria de
grupos como tal. De hecho la primera demostracién del teorema de estructura de los grupos
abelianos finitos esté implicita en su estudio de las formas cuadraticas.

Saber multiplicar clases de formas en C; sirve para algo més que satisfacer nuestro orgullo
algebraico. La estructura de grupo de C4 contiene informaciéon acerca de cémo se construyen
las representaciones de un niimero m a partir de sus factores. También los géneros admiten una
explicacion como cogrupos en C4 (en particular, siempre agrupan al mismo namero de clases)
con propiedades muy especiales, pero aqui no entraremos en ello.

Sea {Qj}?idl) es un sistema completo de representaciones de Cq y sean los ideales corres-

pondientes [; = [aj7 w}

. Tomemos un m libre de cuadrados y primo con 2d, como en la
forumla del nimero de representaciones (3.12). Si p es un factor primo de m con (%) = -1
sabemos que m no es representable por ningtn @; y en otro caso tenemos Q;(zp,yp) = p para

cierto j = j(p). Entonces

Z2pZ. biy —Vd
@30 =Tl =TIy con a=omm+ =25
VAVY

plm

Yp-

Consideremos I = [[ 1) = [, 8] y w = [[2. Como w € I se tiene w = ax + By para
ciertos z,y € Z y de ello ww/N(I) = Q(x,y). Hemos probado entonces que @) representa a
m cuando la clase de ) se puede escribir como producto de clases de formas cuadraticas que
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representan a cada uno de los factores. Se puede probar que es posible invertir el proceso y
modulo wy simetrias las soluciones de Q(x,y) = m estan en biyeccion con las representaciones
de los factores primos de m que sean coherentes con la condicién de producto.

Sabemos que h(—20) = 2 entonces C_2( es un grupo de dos elementos. Ya habiamos senalado
los representantes Q1 (x,y) = 2 + 5y% v Qa(z,y) = 222 + 22y + 3y2. El primero corresponde a
[1,—+/=5] = O y por tanto su clase es el elemento neutro. Sin apelar a los géneros deducimos
de lo anterior que m = py1po - - - p, con (;—30) = 1 es representable por ()1 si y sélo si el niimero
de los p; representables por Q2 es par (asi el producto de clases sera el elemento neutro) y es
representable por (Q2 en caso contrario.

La estructura de C4 nos ayuda en ocasiones a tratar problemas que parecen sin esperanza
pensando sélo en términos de géneros.

Ejemplo: Veamos que para p primo
(3.31) x? + 14y* = 3p tiene solucion z,y € Z < p=3,5,13,19,27,45 (mdd 56).

Los casos p = 2,7 los excluimos porque se pueden tratar directamente. De un ejemplo
anterior sabemos que Q1(z,y) = 22 + 14y y Q2(z,y) = 222 + Ty? estan en el mismo género,
entonces aparentemente no se pueden separar las representaciones y las clases de congruencia
alli indicadas s6lo dan la implicacién directa. Por ese mismo ejemplo sabemos que alguna de
las formas 322 4 2xy + 5y representa a p bajo las condiciones de congruencia del enunciado.
De hecho ambas lo representan por la simetria x <> —x. Las clases de ideales que corresponden
a estas dos formas tiene como producto la clase de O = [1,/—14] que corresponde a x2 + 14y?
por tanto 3p es representable por x? + 1412,

En realidad la condiciéon de que m sea libre de cuadrados que hemos ido arrastrando hasta
ahora no es muy relevante. Ademas los métodos anteriores permiten contar las soluciones.

Ejemplo: El grupo C_47 es un grupo ciclico de 5 elementos (véase por ejemplo la tabla
de [10]), C_47 = (g) donde g7 es la clase de Q; con
(3.32)
Qo(x,y) = 22 + zy + 1292, Q1(w,y) = 22% + 2y + 692, Qa(w,y) = 32% — 2y + 492,

Qs(z,y) =322 + 2y +4y?,  Qu(x,y) = 222 — zy + 6y°.

Con esta informacién, hallemos para cada n,m € Z* el nimero de soluciones de Q1(z,y) =
17™ - 83™.

Los primos 17 y 83 satisfacen (_747 = 1y, salvo las wy simetrias, cada uno admite dos
representaciones por la formula (3.12), las cuales son
(3.33) 17 =Q2(1,2) = Q3(1,-2) y 83 = Qo(5,2) = Qo(7,-2).
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Con la notacién anterior tenemos dos elecciones para zj7, digamos zf@ correspondientes a g*2
(notese que g=2 = ¢3). De la misma forma tenemos z§t3 ambos correspondientes al elemento
neutro. Deseamos que el resultado de multiplicar n de estos zﬁ por m de los zé% esté en el ideal
que corresponde a ¢!, la clase de Q1. Es decir, debemos hacer una elecciéon de signos tales que

(3.34) (g%% - g*2 Jvveces, g*?) - (g0 g*° Jm veces gt0) = g,

Sea k y j el numero de signos + en el primer y segundo paréntesis, respectivamente. Debemos
entonces contar el nimero de soluciones de
{2k—2(n—k)+j-0—0-(m—j)zl (méd 5)

(3.35) .
0<k<n, 0<j<m.

Hay m + 1 posibilidades para j y escribiendo la congruencia como —k — 2n = 1 (méd 5) hay
[(Sn +1)/ 5] - [Zn/ 5] posibilidades para k, con [-] denotando la parte entera. Incorporando
las wy = 2 simetrias de cada solucién se tienen en total

(3.36) 2(m+ 1)<[3n5—i— 1} — [25”]> soluciones.

3.7. Indicaciones sobre la formula del nimero de clases

A cada forma Q y cada N € Z% le asignamos la elipse Q(z,y) < N, la cual tiene
area 2rN/+/|d| con d el discriminante (ejercicio). Esta cantidad aproxima el nimero de puntos
de coordenadas enteras dentro de ella cuando N es grande.

AT Elipse Q(z,y) < N
[E ,
\Doooo: Area = 27N/+/ld|
NOOBD Ntmero de puntos ~ Area
Nl = o

Si tomamos representantes de todas las clases obtendremos

N
1 2mh(d)
(3.37) lim — rq(m) = .
N—oo N mzl A /|d|
Por otra parte la multiplicatividad del simbolo de Jacobi permite escribir (3.12) como
d
(3.38) rqa(m) = wy Zxd(n) donde  yq4(n) = (ﬁ)

nlm
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Si esta formula fuera valida para todos los valores de m, no sblo para los de las hipétesis
de (3.12), entonces intercambiando el orden de sumacion se tendria

1 N wq N
(3.39) NZW 7ﬁz

m=1

Cuando N crece es de esperar que podamos quitar la parte entera en el limite y que el resultado
converja a L(1, x4). Comparando con (3.37) obtendriamos la formula del nimero de clases

el 3

(3.40) h(d) = o , con L(1,xq) =

Este resultado es cierto para discriminantes fundamentales pero la prueba anterior no es correcta
literalmente, sélo en su esquema, porque de hecho (3.38) no es valida para todos los valores
de m.

Una de las consecuencias inmediatas de (3.40) es que L(1, x4) > 0. Recuérdese que ello era
esencial en el teorema de los ntimeros primos en progresiones aritméticas, por ello la prueba
originaria empleaba la teoria de formas cuadraticas.

Sorprendentemente L(1, x4) se puede calcular explicitamente usando las sumas de Gauss y
sustituyendo en (3.40) se sigue

Wy d
n=1
Por ejemplo, para d = —4
4
(3.42) h(—4) = _8(1 1+2-0+3-(-1)+4-0) =

Los detalles de la prueba de (3.40) se pueden consultar en [28] o en el capitulo 6 de [13]. En
[10] hay una extension cuando d no es discriminante fundamental.
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Capitulo 4

El método de van der Corput

4.1. Integrales oscilatorias

Comencemos con un poco de notacion fisica. Representaremos una onda mediante una fun-
cion y(x) = g(x)e(f(x)) donde e(t) = e*™ y f vy g son funciones reales’ que supondremos C°.

La funciéon g(x), o mas precisamente |g(z)|, es la amplitud que controla el tamano de la
onda mientras que f(x) es la fase, cuya derivada es la frecuencia.

Para un tono puro y(z) = Ae(mx), m € Z*, los senos y los cosenos de siempre, la frecuen-
cia m indica el namero de oscilaciones (también llamadas ciclos) cuando x varia en una unidad.
Claramente en Ry y en Sy cada parte positiva se compensa con una negativa al integrar y si
la amplitud varfa suavemente tal cancelaciéon se conservara en gran medida, sobre todo para
frecuencias altas. Por ejemplo, si g € C5° (a veces se dice que en este caso la onda es un pulso
o un paquete de ondas) se tiene

C
<%k ymk ezt
m

(41) ' /_ Z o(z)e(mz) dz

donde C,, significa que la constante que hay que poner depende de g y del k que deseemos
elegir. La prueba es muy sencilla, simplemente integrar por partes k veces. La condicién de que
m sea entero es irrelevante, basta m € R y el caso m € R~ es similar conjugando y escribiendo
|m|* en el segundo miembro.

;Qué ocurriria si integramos en un intervalo finito [a, b] tal que g no se anula en los extremos?
Entonces ya en la primera integracién por partes aparecen términos de frontera que contribuyen
O(m™1) y por ello en general no es posible mejorar la cota (4.1) para k = 1. Demos a esta

'En principio podria parecer que los valores complejos de y = y(x) estan refiidos con cualquier significado
fisico y que esta funcién es un artificio matemético para considerar pares de ondas “de verdad” dadas por sus
partes real e imaginaria, sin embargo la ecuacion de Schrédinger conduce naturalmente a considerar ondas
complejas.
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observacion un aspecto mas general tomando f con f' >m > 0y g/f’ monétona, entonces

<G
- m

b
(42) [ s@elsa) do

La prueba se reduce a integrar por partes con dv = 27rif’(;v)e(f(x)) y emplear }e(f(:n))‘ =1
o, si se prefiere, a hacer primero el cambio de variable f(z) = mt y proceder como antes.

En el caso de amplitud constante se tiene que si f’ es monoétona en [a, b] y cumple f* > m > 0
entonces

¢
m

(4.3) <

b
/ e(f(z)) dx
a
donde C' es una constante absoluta, por ejemplo C' = 3/27 es valida. Se suele llamar a este
resultado primer lema de van der Corput. De nuevo el caso f' < m < 0 es similar escribiendo
|m| en el segundo miembro.
Las acotaciones (4.2) y (4.3) degeneran cuando m — 0 lo cual es natural porque si una onda

no oscila no se espera cancelacion (f = cte, b = —a — co = ff e(f) — o0). Sin embargo si la
frecuencia es cero sblo en un punto, o dicho de otra forma, si la fase es estacionaria para dicho
punto, entonces todavia cabe esperar cancelacion. El caso prototipico es f(x) = Az, A\ > 0,
con x = 0 como unica solucion de f/'(z) = 0. Si |z| > K/ entonces obtenemos una acotacion
O(K™1) por (4.3) mientras que si [z| < K/X la cota trivial es O(K/)). Para minimizar la
sumas de estas acotaciones elegimos K = v/A. El resultado es que si g(z)/z es mondtona en
cada uno de los intervalos que componen |z| > VA y 0 # |z| < v/A entonces

b ) C
/a g(z)e(Az?) dz| < \/—gX.

El principio de fase estacionaria dice algo mas preciso cuando ¢ es una funcién C§° sin hipétesis
adicionales:

(4.4)

(4.5) /Oo g(x)e(Na?) do = ;\—;Xlg(()) + O(/\73/2).

La demostracion consiste en utilizar la formula de Parseval [ gf = [ Gf con f(z) = e(Az?) y

~

sustituir la transformada f(£) por una aproximacion suya de Taylor de orden cero. Empleando
Taylor hasta orden n, se obtienen resultados mejores con precision O()\_”_3/ 2).

Si repasamos el argumento que ha llevado a (4.4) en el caso g = 1 nos percataremos de
que realmente la funcién Az? no tiene nada de particular, todo lo que necesitamos es una cota
para la derivada en las cercanias del punto critico. Si reemplazamos Az? por f(z) con z = 0
como valor critico, de f'(z) = f'(z) — f'(0) = xf"(§) se sigue que basta acotar la derivada
segunda inferiormente. Evidentemente que el punto critico se alcance en 0 o en otro lugar es
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indiferente tras una traslacién. Todavia mas, si no existiera un punto critico, mas a nuestro
favor. Pensando con cuidado estas afirmaciones se prueba el sequndo lema de van der Corput:
Si |f”| > X en el intervalo [a, b] entonces

’ C
/a e(f(z)) dx 7

para cierta constante C. El valor absoluto en f” es solo para enunciar simultaneamente el caso

(4.6) <

positivo y el negativo.

La motivacion de J. van der Corput al desarrollar sus técnicas eran problemas de teoria
analitica de ntimeros, pero la acotacién y estimacién de integrales oscilatorias tiene un dmbito
mayor y los primeros ejemplos vinieron de la fisica matematica. Por ejemplo, F. Bessel (famoso
por sus trabajos y por su correspondencia con Gauss) introdujo unas importantes integrales
oscilatorias, hoy llamadas funciones de Bessel, para estudiar el movimiento de los planetas.
Una de las més bésicas es

1
(4.7) Ji(\) = / cos(mz) sen (A cos(rz))dx.
0
Para ilustrar las ideas anteriores, vamos a estudiar la asintotica de J;(2w\) cuando A — +o00,

lo cual es importante en algunas situaciones.
Por la periodicidad,

1 3/2
(4.8) J1(27N) = ;/0 cos(mx) sen (A cos(rz))dx = 1%/ cos(mx)e(A cos(rz))dx.

2 )
La fase es f(x) = Acos(mz) que tiene puntos estacionarios en z = 0 y en z = 1. Primero
los aislamos para poder usar (4.5) cerca de ellos. Con esta fin introducimos ¢g € C§° tal que
gbo}[—o.l 0] = cos(mz), con soporte incluido en [—0.5,0.5] y ¢1(x) = —¢o(1 — ) (que coincide

con cos(mx) cerca de x = 1). La diferencia d(x) = cos(mz) — ¢o(z) — ¢1(z) se transforma en

una funcién C§° “moviendo” la parte con z € [1,1.5] a [—1,—0.5]. Es decir, considerando

é
d(x) six e [-1/2,1] ool \
(4.9) (@) =qdx+2) size[-1,-1/2 j/

0 en el resto

0 T Z5
7
A 7
-0.5

_ " y=cos(mx) (;
- P

-1

Van der Corput llamoé a funciones de este tipo “neutralizadores”, pues neutralizan el efecto de
los puntos conflicitivos, en nuestro caso los estacionarios x = 0,1, que requieren un estudio
aparte.
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De esta forma se obtiene:

oo

(1.10) @) =53 [ (60(o) +1(0) + vi@))e(f0)da

Como f’ no se anula en el soporte de 1, podemos escribir sin peligro fw(x)e(f(a;))da: =
[ (W(=)/f'(x))f'(z)e(f(x))d e integrar por partes como en el primer lema de van der Corput.
Asi se obtiene O(/\*l) o incluso O()FN ) para cualquier N integrando N veces por partes. Por
otro lado, con el cambio cos(mz) = 1 — t2/2 o equivalentemente ¢t = 2sen(wz/2) y aplican-
do (4.5), se deduce

2 arcsen £ e\ —
(4.11) /¢0(x)e(f(x))dx: 2679)/%(:/4@ 2) (= A2y — (A7T\/1X/8>+0(AB/2).

Por la simetria o repitiendo el calculo, [ ¢ (:U)e(f(x))daz da el mismo resultado y se concluye

1
™V A

sen (27r)\ - E) + O()\_3/2).

(4.12) J1(27N) = I

Por ejemplo, para A = 2011, el término principal difiere de J;(27\) en menos de 1.5 - 10~".

4.2. La estimacion basica de van der Corput

Nuestro objetivo es conseguir acotaciones no triviales para sumas trigonométricas

(4.13) S= > e(f(m)).

a<m<b

Este tipo de problemas aparecen en teorfia analitica de niimeros en numerosas ocasiones tras
utilizar el anéalisis de Fourier para escribir una funcién como superposiciéon de ondas. Después
de separar una amplitud no oscilatoria mediante sumaciéon por partes, el estudio del promedio
de la funcién en [a,b] N Z lleva a sumas como la anterior.

Hasta ahora hemos acotado integrales oscilatorias, jqué relaciéon guardan con las sumas
trigonométricas? La conexién entre ambos temas es la formula de sumacion de Poisson, un
arma fundamental que transforma cualquier suma suficientemente regular en una suma de
integrales oscilatorias:

(4.14) > am)= > h(m)  con h(E) = / h h(z)e(—x€).

La prueba habitual de esta formula emplea la funcion 1-periodica H(z) = > >° h(z + m).

m=—o00
El primer miembro de (4.14) coincide con H(0) y el segundo con la evaluaciéon en cero de su
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serie de Fourier. Formalmente considerando h(z) como e(f(z)) multiplicada por la funcién
caracteristica de [a, b] se llegaria a

o0 b
(4.15) Z e(f(m)) = Z /e(f(a;)—mx)da;.

a<m<b m=-—00

Sin embargo tanto el enunciado (4.14) como su prueba requieren cierta regularidad para asegu-
rar la convergencia. La discontinuidad de nuestra eleccién de h lleva a complicaciones técnicas
y de hecho (4.15) requiere una pequenia modificacion si a o b son enteros. Notese que tampoco
estamos tan lejos de una situacion tratable si f’ es monétonay My < f' < My porque la integral
del término m de (4.15) esta acotada por O(1/(m — Ms)) si m > My y por O(1/(M; — m))
si m < Mj, gracias al primer lema de van der Corput (4.3). Entonces estamos al borde de
la convergencia (> (m + 0)~® diverge para a = 1 y converge para o > 1) y algunas técnicas
analiticas permiten ganar un poco en los términos m ¢ [Mj, Ms| consiguiendo la convergencia
y una cota pequeila para su contribucion.
El resultado preciso que se prueba es que si f” # 0 en [a, b] entonces

b
(4.16) Z e(f(m)) = Z / e(f(z) — ma) dz + O(log(2 + My — My))

as<m<b Mi<m<M; ¢

donde My y M, son enteros tales que My < f' < M en [a, b].

La condicion f” # 0 asegura la monotonia de f’. Respecto a las técnicas analiticas a las
que nos hemos referido, se pueden emplear versiones truncadas de Poisson, especialmente la
formula de Euler-Maclaurin, o se puede introducir una funcién meseta ¢ € C§° que pase de 0
a 1y viceversa entre dos enteros para que S coincida con 0> ¢(m)e(f(m)).

Gracias a (4.16) estimar sumas trigonométricas se vuelve tan facil o dificil como estimar
sumas de integrales oscilatorias. Empleando el segundo lema de van der Corput (4.6), la suma
del segundo miembro es O((Mz — M;)A~/2) cuando |f”| > \. Para dar a esta acotacion un
aspecto mas manejable, usamos el teorema del valor medio garantizando que se pueden escoger
My y M de forma que My — My < [f"(&)|(b—a) + 2.

En definitiva, obtenemos que si f satisface A < |f”| < C\ entonces

(4.17) > e(ftm) < (b—a+ 1A A2

a<m<b

donde la constante < depende de C.

Esta es la acotacion mas basica del método introducido por van der Corput y permite
obtener acotaciones no triviales en rangos en los que la derivada segunda de la fase es modera-
damente pequena.
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Por ejemplo, para la suma ZN§m<2N e(R/m) con N < RY2, que aparece en el llamado
problema del divisor [31], (4.17) da la acotacion O(RY2N~1/2) que es no trivial si N > RY/3.

Para funciones con derivada pequenia, (4.16) puede dar mas informacion que (4.17) aproxi-
mando las integrales en vez de acotandolas, d hecho veremos més adelante que se puede hacer
una teoria de esta idea. Aqui nos conformamos con mencionar un ejemplo curioso: si dibu-

jamos los ntimeros complejos zy = 27]:7:1 e(%\/ﬁ), el resultado revela una estructura espiral
inesperada.
Lot b e.
zy paral < N <300 %ﬁ(sin(ﬂ\/@, — cos(ﬂﬁ)) para 1 <z <300

La explicacion es que si aplicamos (4.16) con f(z) = %\/E y My = —1, My = 1, por los lemas

de van der Corput le e(f(x) + ;1:) dx = O(1) y por otro lado, le e(f(:v))dx se puede calcular
explicitamente con el cambio de variable x — z2. El resultado es

=2 +om = 28

4.18
( ) N iy 2 T

(sin(rVN) —icos(mVN)) + O(1).

Por tanto los zy recorren circunferencias con radio que crecen como 2v/N /m, lo que representa
una espiral.

Se deja como reto para el lector explicar por qué el caso zy = 22;1 e(y/n) tiene un dibujo
aparentemente tan distinto del anterior. En [38] hay otros ejemplos y graficos.

4.3. La iteracion del proceso de Weyl y van der Corput

Al aplicar (4.17) con A > 1 no mejoramos la cota trivial. Teniendo en cuenta el ejemplo
Z%Zl e(mQ) = N no hay nada raro en ello. Sin embargo este caso es muy especial y no parece

totalmente ligado al crecimiento de f, por ejemplo, cabria esperar cancelaciéon en Z%:l e(m5/ 2)

5/2 2

a pesar de que, de nuevo, (4.17) no da ninguna informacioén y m®°/# crece mas rapido que m=.
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En un famoso articulo sobre equidistribucién, H. Weyl trat6 algunas sumas trigonométricas
elevando su moédulo al cuadrado varias veces para obtener incrementos de las fases a través de

>, e(f(m))2= Yo > elfn) — fm)).

a<m<b a<m<balin<b

(4.19)

El problema es que cuando n y m son muy diferentes no hay mucho control sobre el incremen-
to. La solucién es agrupar los sumandos en bloques cortos y elevar al cuadrado cada bloque
(empleando la desigualdad de Cauchy), con ello sblo aparecen incrementos de valores cercanos
y podremos de alguna forma reducir el crecimiento de la fase. En la préctica, siguiendo a van
der Corput, es importante no hacer una divisiéon en bloques disjuntos para evitar los efectos
de los extremos. Lo que se hace es superponer los bloques unos sobre otros de forma que cada
sumando aparezca cierto niimero H de veces, partiendo de la identidad

(4.20) H Z e(f(m)) :Z Z e(f(n+m)) con I, = [1,H| N [a —m,b—m].

a<m<b m néely,

Tras aplicar la desigualdad de Cauchy, al desarrollar el cuadrado de la suma interior se obtienen
fases f(n +m) — f(n’ +m) con |[n —n'| < H. Separando los términos n = n’ y renombrando
las variables con este argumento se prueba la desigualdad bésica del proceso de Weyl y van der
Corput

(4.21)

2 4b—a)?  4(b—a)
= H + H Z

> e(f(m)

a<m<b

ST e(flm+r) - f(m)].

1<r<H 'a<m<b—r

Imaginemos que tenemos una fase tal que f” > 1y por tanto (4.17) es trivial, la idea es que
con (4.21) podemos pasar a considerar f(z + ) — f(z) cuya derivada segunda es como rf"(&)
por el teorema del valor medio. Si f” fuera pequena escogiendo un H adecuado podremos estar
en buenas condiciones para aplicar (4.17). Si " no fuera pequenia aplicarfamos de nuevo (4.21)
v tendriamos que considerar un incremento de derivadas terceras, esto es, una derivada cuarta.

En general con el control de alguna derivada de orden superior tendremos una acotacion.
El resultado concreto que se obtiene es que si f satisface A < |f*)| < C\ en [a, b] para cierto
k > 2, entonces

(422) Z e(f(m)) < (b —a+ 1))\1/(2K*2) + (b —a—+ 1)1*2/K}\71/(2K72)

a<m<b

donde K = 2F=1 y la constante < depende de C'.
Escribir la prueba con detalle es un poco farragoso aunque se simplifica bastante utilizando

induccién en k porque asi sélo hay que aplicar (4.21) una vez. El paso inicial £ = 2 corresponde
a (4.17).
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Si consideramos de nuevo el ejemplo Yy, on €(RR/m) con N < R'?| tomando k = 3
en (4.22) se llega a una cota no trivial para N > R4 lo cual extiende el rango obtenido
anteriormente pero la cota es peor para N cerca de RY2, que es lo que se necesita para el
problema del divisor. Para el ejemplo E%zl e(m5/ 2), intratable con (4.17), una divisioén previa
en intervalos diadicos [V, N/2), [N/2, N/4), ... del rango de sumacion y la aplicacion de (4.22)
en cada uno de ellos con k = 4 demuestra que la suma es O(N 25/ 28).

4.4. El método de pares de exponentes

Comencemos con unas consideraciones generales méas intuitivas que rigurosas.

Si |f'] < K con K no muy grande sabemos por (4.16) es esencialmente como unas pocas
integrales que podriamos estimar o aproximar con métodos numéricos. La dificultad de la
teorfa esta por tanto en el caso de las frecuencias altas. Supongamos entonces |f’| > 1. Bajo
esta condicion, e(f(z)) oscila y si los valores de e(f(m)) son aleatorios entonces el teorema
central del limite sugiere que el tamaifio tipico de la suma deberia ser como la raiz cuadrada
del ntimero de términos?. Por otro lado las oscilaciones grandes no siempre causan cancelacién
porque f(m) podria caer por casualidad a menudo muy cerca de valores enteros.

En definitiva, las cotas para sumas trigonométricas dependen del tamano de la frecuencia
D = f’ y del nimero de términos N. Digamos que buscamos acotaciones del tipo

(4.23) S <« DPN1 para S = Z e(f(m)).
N<m<2N

Siempre podemos dividir un rango de sumacion en intervalos diadicos por tanto la forma de S no
establece una gran restriccion. En primera instancia diremos que (p, q) es un par de exponentes
para la fase f si se cumple (4.23).

El objetivo es obtener unos pares de exponentes a partir de otros utilizando las ideas de las
secciones anteriores y llegar a resultados no triviales a partir del par trivial (0,1). Al intentar
poner en prictica esta idea se aparecen unas cuantas dificultades técnicas insidiosas cuando se
trabaja con funciones generales, por ello en las exposiciones tedricas se restringe enormemente
la clase de funciones que pueden aparecer en la fase. No definiremos esta clase aqui (véase
[24] p.30) pero si indicaremos que tienen la propiedad de que D < N*~! i (x), lo cual es
logico porque el teorema del valor medio f*~V(2N) — f*=D(N) = N f#)(¢) sugiere que en cada

2Lo que afirma el teorema es que al sumar variables aleatorias independientes de media cero y desviacién
tipica o entonces el resultado tiende a tener la distribucion de una normal centrada de desviacion tipica o/n.
Por ejemplo si representamos salir cara con +1 y salir cruz con —1 (0 = 1) entonces al tirar una moneda n
veces la probabilidad de que haya al menos m caras mas que cruces esta bien aproximada cuando n es grande
por Prob{¢ > m, £ ~ N(0,y/n)} = (277)71/2 nio/ﬁefwgﬂ dzx que es exponencialmente pequefio si m es mucho
mayor que /7.
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derivada perdemos un N o, mas informalmente, porque derivar es como bajar uno el grado. En
la practica solo se habla de pares de exponentes para este conjunto restringido de funciones.
Ademas se suele exigir 0 < p < 1/2 < g < 1. Noétese que para ¢ > 1 tendriamos acotaciones
peores que la trivial y que las consideraciones probabilistas anteriores sugieren que ¢ < 1/2 es
imposible.

Consideremos el efecto de aplica el proceso de Weyl y van der Corput (4.21) a .S como antes.
Esquematicamente se tiene

(4.24) 15> < N?H™ '+ NH (S|

donde S son H sumas como S pero con frecuencias f'(n+h) — f'(n) < Hf"(§) < HDN~'. Si
conocemos el par de exponentes (p, ¢) entonces |S| < H(HDN~1)PN4. Sustituyendo en (4.24)
y eligiendo H = D~P/(+1) N1=¢/(®+1) para minimizar el resultado, se sigue IS < DV’ N7 con
P=p/2p+2)yqd =(p+q+1)/(2p+ 2). Es decir, hemos encontrado un proceso que aplica
pares de exponentes en pares de exponentes.

Proceso A: Si (p,q) es un par de exponentes entonces también es par de exponentes

D p+qg+1
4.9 A —
(4.25) (p,q) (2p+2, 2 42 )

Interesante pero todavia intutil si s6lo contamos con el par de exponentes trivial (0,1) por-
que A lo fija.

Partamos ahora de la aplicacion de (4.16) a S que da lugar a una suma de O(D) integrales
fi,N e(h(z)) dz con h(z) = f(x) — mz. Estas integrales una vez acotadas con el segundo lema
de van der Corput (4.6) conducian a (4.17). Con vistas a mejorar el resultado tratamos de
aproximarlas en lugar de acotarlas. Tipicamente h alcanzarid un punto critico en z = ¢ €
(N,2N). Digamos que sustituimos h por su aproximacion de Taylor de orden dos alrededor de
este punto, h(z) = h(c) + $h'(c)(xz — ¢)?, entonces

2N—c

oON
(4.26) / e(h(z)) dz = e(f(c) — mc) / e()\1:2) dz con A= %f"(c).

N N—c

La tltima integral se puede aproximar por [ e(Az?)daz = (1£1)/24/|A[, donde el £ es el
signo de )\, y si todas estas aproximaciones funcionan bien® se tiene

(4.27) /2N e(h(z)) dz = ie(f(c) — mc) + términos de error.

N NCTEC]

3La prueba no es muy dificil ([38] §3 Th. 9) pero si lo suficientemente larga y técnica como para evitar dar
més detalles aqui.
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Notese que f'(c) —m =0y por tanto f(c) — me = F(m) con F(z) = f(g(z)) — mg(z) y g la
funcion inversa de f’. Ademas f”(c) < DN~'. En definitiva, sumando por partes para separar
los coeficientes tenemos algo de la forma

(4.28) |S| < (DN~Y)"'/2|S| + términos de error

donde la fase de S es F (m) y el intervalo de sumacion tiene longitud O(D). Un poco de Célculo I
prueba que F’ =< N. Si conociéramos el par de exponentes (p, ¢) y nos olvidamos de los términos
de error, entonces |S| < (DN—1~Y/2NPD1 = DI~1/2NP+1/2 y tenemos un nuevo proceso que
preserva la propiedad de ser par de exponentes.

Proceso B: Si (p,q) es un par de exponentes entonces también es par de exponentes

(4.29) B(p,q) = (4 - %Jﬁé)‘

Aplicando B al par de exponentes trivial (0, 1) llegamos a (1/2,1/2) que de hecho corres-
ponde a (4.17) porque Ao < D/N. Iteraciones sucesivas de A y B dan lugar a infinidad de pares
de exponentes a partir de (0, 1), llamados pares de exponentes de van der Corput.

Notese que el proceso B es involutivo (esencialmente porque corresponde a la formula de
sumacion de Poisson) y no tiene sentido aplicarlo dos veces. S.W. Graham dio un algoritmo [24]
para hallar una sucesion de composiciones de A y B que minimicen las acotaciones que aparecen
tipicamente en teoria analitica de niimeros. Ya R.A. Rankin habia probado anteriormente que
el infimo de p + ¢ es 0,8290213568 ... cuando se consideran pares de exponentes de van der
Corput.

En la préctica se gana muy poco al tomar cadenas muy largas de A y B. Por ejemplo, la
SUMA )y con e(N?logm), relacionada con la funcién ¢, se acota por O(NS/G) usando el par
AB(0,1), la acotacién se mejora a O(N5/6_1/234) empleando ABA3BA?B(0,1) y el algoritmo
de Graham implica que la mejor eleccion sélo reduce el tltimo exponente en menos de 4 -1072.

Se muestran a continuacion algunos pares con 0 < p < 1/2. Aplicando el proceso B se
extiende la lista a 1/6 <p < 1/2.

trivial = (0, 1)

A'B = (1/62,57/62)
A3B = (1/30,13/15)
A2BA?B = (1/20,33/40)
A’B = (1/14,11/14)
ABABA?B = (1/11,3/4)
ABA?B = (1/9,13/18)
AB = (1/6,2/3)

42



4.5. Algunos comentarios bibliograficos

Un libro breve y claro dedicado por entero al método de van der Corput en sentido amplio
es [24]. Desafortunadamente la edicion no estd muy cuidada y hay bastantes erratas menores.
En el tercer capitulo de [38] y en el segundo capitulo de [31]* se incluyen buenas introducciones
mas breves y menos completas.

Hay algunas sumas que escapan de los métodos de van der Corput y que requieren otras
técnicas, empleadas por ejemplo en el mejor término de error conocido para el teorema de los
numeros primos. Algunas de las mas notorias se debe a I.M. Vinogradov quien escribié un
interesante e influyente libro [54]. Una de las mejores exposiciones del método de Vinogradov
estéa en el capitulo 8 de [32] que también incluye todo el material basico del método de van der
Corput.

Més centrado en las ultimas novedades de sumas trigonométricas aplicables a problemas de
puntos del reticulo esta [30] pero también incluye un gran ntimero de ideas béasicas y estimaciones
simples en los capitulos iniciales. Si uno quiere evitar a toda costa el analisis, en [23] hay pruebas
elementales de algunas de las aplicaciones tipicas.

Hay también algunas sumas trigonométricas que requieren métodos de geometria algebraica.
Gracias al desarrollo de las ideas de S.A. Stepanov es posible obtener demostraciones bastante
simplificadas con técnicas que recuerdan a las de aproximaciéon diofantica. Una exposicion
autocontenida que da todos los detalles para el caso de sumas de Kloosterman esta en el
capitulo 11 de [32]. Otros casos se tratan en [46].

4Comparando con otros textos, no parece claro que la teoria de pares de exponentes se aplique a una clase
de funciones tan grande como se afirma en esta monografia.
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Capitulo 5

Rudimentos sobre métodos de criba

5.1. Notacién y argumentos probabilisticos

Supongamos que queremos decidir si un ntimero es primo a partir de una tabla de primos
bastantes mas pequenos. Claramente si p { n para todo p < /n entonces n es primo porque a
lo méas un factor suyo puede ser mayor que y/n. Si sélo disponemos de una tabla de primos que
no llega hasta y/n, con este procedimiento no podemos decidir infaliblemente la primalidad de
n pero si la tabla no es demasiado pequena, estaremos bastante seguros de ella.

Los métodos de criba utilizan técnicas combinatorias y analiticas para estimar el nimero de
elementos de un conjunto finito .4 C N que no son divisible por primos p pequenos. La notacién
habitual es

(5.1) S(A,z)=|{ac A :pta, Vp <z}

con | - | representando el cardinal.
Para simplificar algunas féormulas se suele introducir

(5.2) P(z)=]]»

y de esta forma
(5.3) S(A,z)=|{ae A : (a,P(2)) =1}

donde (+,-) indica el méximo comun divisor.

El objetivo béasico es obtener S(A, z) eliminando de A los multiplos de muchos nimeros
como en el procedimiento de Eratostenes que aparece en los libros de aritmética elemental.
Estos conjuntos a eliminar son

(5.4) Ag={a€cA:d|a}
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donde d tiene factores primos menores que z.

Por ultimo introducimos una funcién multiplicativa 0 < g(d) < 1 que aproxime |Ag4|/|A|,
la probabilidad de ser divisible por d. La multiplicatividad estd refida con que represente
exactamente la probabilidad (enseguida volveremos sobre ello) y por ello admitimos un error r4
al aproximar |A,4| con esta probabilidad imperfecta. En simbolos

(5.5) |Adl = |Alg(d) + ra.

Basta dar un vistazo a cualquier monografia sobre el tema (por ejemplo el clésico [25]) para
darse cuenta de la complejidad de la notacion que se suma a las dificultades intrinsecas de los
métodos de criba. Aqui se ha introducido una notacién esencial minima y simplificada suficiente
para entender las siguientes paginas pero que se queda corta si uno esta interesado en otros
temas o0 en una visiébn mas general.

Para practicar con la notaciéon y ahondar mas en la interpretaciéon probabilistica considere-
mos A = [1, N] y z=+/N. Segun el argumento con el comenzamos, S(A, z) cuenta los primos
entre VN y N, el 1 y N si fuera un cuadrado de primo. Por tanto

(5.6) S(A,VN) =7(N) = 1(VN) + O(1) ~ —
og N

Por otro lado, jcual es la probabilidad de que un nimero no sea divisible por un primo p?

Claramente 1 — 1/p. ;Y de que no sea divisible ni por p; ni por pe, primos distintos? Seria

(1 —1/p1)(1 — 1/pa). Considerando la probabilidad de que un elemento de A no sea divisible

por ningin primo p < v/N uno estaria tentado a escribir

S(A,\/JV)N H ( 1

(5.7) ~ 1—-) que es FALSO.

p<vVN

De hecho la formula de Mertens (cuya demostracion es elemental pero no sencilla [11] §5.2)
implica

1
, ) 9.7
(5.8) lim logn I] @ p) 2e 1.1229...
p</n
donde v = 0.5772... es la constante de Euler. El orden de magnitud cuadra con (5.6) pero no
la constante. Por otro lado, cuando z es suficientemente pequeiio entonces la idea probabilista
funciona. Por ejemplo, més adelante veremos que si es cierto

(5.9) S(C‘V’ZO) ~T0-

log N — 2loglog N
log 2

7) para zg =
p<zo p
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que, segun (5.8), es asintoticamente e™7/loglog N.

El fallo en (5.7) radica en la falta de independencia entre diferentes propiedades de di-
visibilidad!. Por ejemplo, en los niimeros del 1 al 10 la probabilidad de ser par es 5/10 y
la de ser multiplo de 3 es 3/10, sin embargo la de ser miltiplo de 6 es 1/10 en lugar de
5/10-3/10 = 15/100. Si se remplaza 10 por un ntmero N muy grande el error disminuye, por
ejemplo, en los n < 1000 la probabilidad de ser par por la probabilidad de ser miltiplo de 3 es
0.1665 mientras que la probabilidad de ser miltiplo de 6 es 0.166. Esperamos entonces en este
y en otros problemas

'/41 'A2 AIQ
(5.10) ||j||||£||z‘f42‘7’ para py # po

con cierto grado de aproximaciéon y algo similar con mas factores primos, por ello suponemos
que la probabilidad de ser divisible por d, la cantidad |.A4|/|.A|, es aproximadamente una funcion
multiplicativa g(d).

Los métodos de criba consiguen a menudo en rangos adecuados estimaciones del tipo

(5.11) S(Az) = [A TT (1 - 9(m).

p<z

probando asi que la idea probabilista tiene al menos el orden correcto.

De la igualdad en (5.6) tenemos que el teorema de los nimeros primos es equivalente a una
formula asintotica para S(A,vN) con A = [1, N]. Es posible dar interpretaciones similares en
problemas abiertos clésicos.

Por ejemplo, consideremos A = {n(n +2) : n € Z*} N[1, N] entonces S(A, N'/*) cuenta
n 'y n+ 2 cada uno de ellos menor que v N que tienen factores primos mayores que N 14 por
tanto n y n + 2 deben ser primos y cualquier cota inferior S(A, N 1/ 4) > 0 valida para todo N
suficientemente grande probaria la conjetura de los primos gemelos.

Definimos la funcién que cuenta primos gemelos

(5.12) mo(z) ={p <z : pyp+2son primos}.

Segun la conjetura, todavia abierta, ma(z) — co. Veamos coémo la interpretacion probabilistica
permite formular una conjetura mas precisa. Definimos el suceso A consistente en que un nimero
n < x elegido al azar sea primo y B lo mismo con n + 2. Con este lenguaje

1
logx

(5.13) ma(x) ~ xProb(AN B) y Prob(A) ~ Prob(B) ~

'Recuérdese que la independencia de dos sucesos A y B se traduce en que Prob(A N B) = Prob(A4)Prob(B).
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iSe cumplirda Prob(A N B) = Prob(A)Prob(B)? No es logico porque si sabemos que n + 2
es primo, en particular no es divisible por ejemplo por 3 y por tanto es imposible que n sea
un primo de la forma 3k — 2. Hay por tanto un condicionamiento, una falta de independencia,
que hace maés dificil que n sea primo si n 4+ 2 ya lo es. Escribimos entonces una férmula con
probabilidades condicionadas

Prob(A|B) =
Prob(A) log?z’

(5.14) ma(x) ~ xProb(A|B)Prob(B) ~

Supongamos que podemos aproximar Prob(A|B)/Prob(A) reemplazando A y B por la no di-
visibilidad por muchos primos y multiplicando los resultados como hicimos sin éxito en (5.7)
y con éxito en (5.9). Si A, y B, son las probabilidades de que n y n + 2 no sean divisibles
por p, salvo un error que tiende a cero con z, se tiene Prob(A,) = 1 — 1/p mientras que
Prob(Ap|Bp) = (p —2)/(p — 1) para p > 2 ya que p { n + 2 limita n a p — 1 posibles clases
de congruencias y una de ellas, 0, es imposible si ademés p { n. Finalmente Prob(As|By) = 1
porque si n + 2 es par, n también lo es. Conjeturamos entonces que se verifica

(5.15) o H Pp

10g T

El producto converge ya que sus factores son 1 — O(p*Q). [ Por qué esperamos que las cosas no
vayan mal como en (5.7)? Justamente por la convergencia. Por ella da igual asintéticamente
limitar el producto hasta un logaritmo, lo cual funcioné en (5.9), o extenderlo hasta el infinito
como hemos hecho.

Un argumento similar para la conjetura de Goldbach exigiendo que n y N — n sean primos
lleva a conjeturar que el ntimero de representaciones ro(/N) de un namero par N como suma
de dos primos verifica

(5.16) ro(N ]|_[ _IHP 1 2 H(l_(p_lU2>H(1+pi2)'

log T log T oS

En cada intervalo [N, 2N] la funcion log? 2 no varfa sustancialmente y por tanto la grafica del
segundo miembro de (5.16) serd un conjunto de puntos que se agrupan aproximadamente en
rectas, cuyas pendientes corresponden a los divisores primos.

Este comportamiento se refleja experimentalmente en la grafica real de ro(N). En particu-
lar, los ntimeros pares N que sélo tienen factores primos grandes distintos de 2 tienen pocas
representaciones en comparaciéon con los que tienen muchos factores primos pequefios distintos.
Por ejemplo, en el intervalo [10%,2 - 10°] el minimo valor de (V) sobre los pares se alcanza en
N = 1002002 = 2 - 501001 y el maximo en N = 1981980 =22.32.5.7-112.13.

Tanto (5.15) como (5.16) estan respaldadas por extensos calculos computacionales.

48



Con razonamientos anélogos se llega a una férmula conjetural para primos representados
por polinomios, cuantificando asi una hipétesis sobre su existencia atribuida a A. Schinzel [42].

ro(N) para 106 < N < 2-10°

5.2. La criba de Eratostenes-Legendre

Todos los métodos de criba parten de la identidad

(5.17) S(A,z) = p(d)|Adl.
d|P(z)

La prueba maés intuitiva consiste en utilizar simplemente el principio de inclusién-exclusion.
Para quitar de A los miltiplos de primos menores que z nos deshacemos primero de los pares
y quedan |A| — |Ag|. Al restar los multiplos de 3, |A3|, habra que compensar los multiplos
de 6, |A2 N As| = |Ag|, eliminados dos veces, entonces quedan |A| — |As] — |As| + | As|. El
procedimiento contintia con todos los primos p < z y segun el principio de inclusién-exclusion
el signo que corresponde a Ay, NAy, N ... N Ay | = [Apips. pi] €8 (—1)%, 0 1o que es lo mismo
w(p1p2 - . . px). También es facil dar una prueba directa con las propiedades bésicas de la funcion
de Mobius.

Empleando (5.5) y usando que la funcién g es multiplicativa tenemos la desigualdad a veces
conocida como criba de Eratdstenes-Legendre

(5.18) \S(A, 9T —g<p>>\ <3 bl

p<z d|P(z)

Estudiemos la fuerza de esta formula en el ejemplo A = [1, N]. La probabilidad de ser
divisible por d es como 1/d y por tanto elegimos g(d) = 1/d. El valor exacto de |A4| es [N/d]
(donde [-] denota la parte entera) y por (5.5) tenemos que ry es, salvo el signo, la parte
fraccionaria de N/d. Asi pues |rg| < 1. El ntumero de sumandos que hay en el segundo miembro
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de (5.18) esta acotado por 2% ya que obviamente las posibles elecciones de los d corresponden a
subconjuntos de primos y en particular a subconjuntos de [1, z]NZ (un conjunto de n elementos
tiene 2" subconjuntos). Se tiene entonces con estas acotaciones

(5.19) S(Az) =N~ ;) +0(27).

p<z

Si sustituimos z = v/N obtenemos un resultado ridiculo exponencialmente peor que la desigual-
dad trivial S(A, z) < N. Tenemos que bajar hasta z = (log V)/log 2 para tener la estimacion
trivial. Teniendo en cuenta que el producto es comparable a (log z) ™! segtin (5.8), con un z algo
menor ya tenemos una formula asintotica. Por ejemplo para z < (log N — 2loglog N)/log 2

e TN
log 2z

(5.20) S(A, 2) ~

cuando z y N crecen indefinidamente, lo que implica (5.9).

5.3. Limitaciones

Si queremos usar los métodos de criba para detectar primos, es desalentador que sblo haya-
mos podido tomar en el apartado anterior un z tan pequeno cuando A = [1, N]. Segun vimos
en (5.6) con z = VN conseguimos primos y este valor es critico. Con S (A, N 0'49) ya estamos
incluyendo en la cuenta elementos de A con dos factores primos mayores que N?49,

Selberg [47] prob6 mediante dos famosos ejemplos que hay un obstéculo teorico que impide
llegar a la barrera v/ N empleando sélo el tipo de informacién que manejan los métodos de
criba. Este obstéculo radica en la imposibilidad de distinguir entre ntimeros con una cantidad
par o impar de factores y se le conoce con el nombre de fendmeno de la paridad. Impide
por ejemplo que se pueda probar el teorema de los ntimeros primos? o incluso 7(z) > z/logz
utilizando métodos de criba [27] §4. Por otro lado, en un revolucionario articulo J.B. Friedlander
y H. Iwaniec mostraron en 1998 céomo superar el fendémeno de la paridad con una hipotesis
adicional [21] pero los anos transcurridos han dado escasas aplicaciones de este resultado.

Si nos resignamos a vivir con el fenomeno de la paridad los métodos de criba nunca llegaran
a probar por si solos la conjetura de los primos gemelos ni la conjetura de Goldbach sin embargo
el ingenio de muchos autores los han conseguido llevar al borde de sus limites teéricos en estos
y otros problemas. Por ejemplo, J.-R. Chen probo (véase (25| y §25.6 [20]) que (5.15) y (5.16)
son ciertas reemplazando ~ por <y me(x) y r2(IN) respectivamente por las funciones

(5.21) mo(x) ={p < x : pesprimoy p+ 2 tiene a lo mas dos factores primos}

2Curiosamente, Selberg obtuvo su demostracion elemental del teorema de los ntimeros primos mientras tra-
bajaba sobre métodos de criba.

50



y
(5.22) r5(N) ={p < N : pes primo y N — p tiene a lo mas dos factores primos}.

Estos resultados requieren llevar z hasta cierta potencia de |A| (que es comparable a  y N)
mientras que con (5.18) parece que estamos limitados a un logaritmo de |A|. La razon tltima
es que hay demasiados sumandos en el segundo miembro de (5.17), una cantidad exponencial
en z.

Los métodos de criba combinatoria (como el de Brun que veremos después) buscan tachar
casi todos los sumandos de (5.17) conservando desigualdades. Es decir, se buscan conjuntos no
muy grandes D~ y DT tales que

(5.23) D p(d)|Agl < S(A2) < > p(d)|Agl.
d|P(2) d|P(2)
deD~ deDt

A primera vista parece extrano que exista una manera eficiente de tachar términos y lo es mas
todavia que haya una profunda teoria acerca de ello.

Hay otros métodos no combinatorios (como el de Selberg) en los que se buscan en general
funciones f~ y f* que sean pequenas muchas veces y tales que

(5.24) Z Fo(d)Ad < 5(A,2) < Y fH(d)]Adl-

d|P(z d|P(2)

De nuevo esta idea resulta chocante porque intuitivamente las funciones f~ y f* deberian
parecerse a u(d) si buscamos buenos resultados y por otra parte queremos que sean pequenas
en valor absoluto casi todo el tiempo.

n (5.23) y (5.24) no solo hay que buscar la menor contribucion de los términos de error sino
también que sea posible interpretar el término principal al sustituir |.A4| por |A|g(d). En general
el aspecto de estas formulas con desigualdades impide obtener formulas asintéticas excepto en
casos limite. Ademas (5.6), (5.7) y (5.8) ya sugieren que hay una pérdida inherente de una
constante.

5.4. La criba de Brun

V. Brun originé los métodos de criba modernos con diferentes trabajos a partir de 1917. Lo
que hoy en dia se suele llamar criba de Brun (o criba pura de Brun) es la version mas simple
y menos poderosa de sus ideas con una notacién actualizada.

Es una criba combinatoria en la que se elige D~ = {d : v(d) < 21} y DT ={d : v(d) <
2]+1} donde v(d) es el ntumero de factores primos distintos y [ un nimero natural arbitrario. No
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es dificil dar una prueba directa de (5.23) con esta eleccion (véase [9] Lema 10.12) sin embargo
aqui utilizaremos la llamada identidad de Buchstab que desempena un papel destacado en
algunas demostraciones de criba:

(5.25) S(Az) = |A] =) S(Ap,p

p<z

La prueba es muy sencilla: cualquier elemento de A o bien estd contado en S(A, z) o bien es
de la forma p“m con p < z y todos los factores primos de m mayores que p. Fijado p estos
elementos p*m son justamente los contados por S(Ap, p).

Iterando un par de veces (5.25) se tiene

S(A,2) = A = YAl + Y S(Apg,q)

p<z q<p<z
= [A| - Z [Ap| + Z [ Apq| — Z S(Apgr,7)
<z q<p<z r<qg<p<z

donde p, g y r recorren los primos. Iterando k£ — 1 veces se llega a

(5.26) S(A2) = > p(d)|Adl + ( Z S(Ad, pa)
d|P(2) d|P(z
v(d)<k V(d)

donde py indica el menor factor primo de d.

Con esta especie de principio de inclusién-exclusién truncado es evidente que se cumple
(5.23) con la eleccion antes indicada de D~ y DT. El parametro k en (5.26) permite controlar
el nimero de términos y por tanto la acumulaciéon de errores.

En la criba de Eratostenes-Legendre el término principal aparecia directamente pero ahora
requiere la identidad

(5.27) S udgd) =] 1-9w) - > uldg@d [] (+-92)

d|P(z) p<z d|P(z) q<pd
v(d)<k v(d)=k

donde también aqui ¢ recorre los primos. Lo tinico que hay que comprobar para obtener (5.27)
es que

(5.28) > uldg(d)= > udgld) [T (1 - 9().

d|P(z) d|P(z) q4<pd
v(d)>k v(d)=k

El producto es 3 p,,) #(1)g(l) y al ser g multiplicativa, lo que indica (5.28) es que todo d
en el primer miembro se escribe de forma tnica como sus k mayores factores primos por un
ntmero [ con factores menores.
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Si en (5.26) sustituimos |Ag4| = |A|g(d) + r4 y utilizamos (5.27) tenemos que la diferencia
S(A,z) = [AlT],<. (1 —g(p)) es idénticamente igual a

(5.20) 5 ) (SCAwpa) = 1Al TT (- ata)) + ¥ atdr
byl e )

cualquiera que sea k. Con 0 < S(Ag,pa) < [Ag| = |Alg(d) + 74y 0 < g(g) < 1 limpiamos el
primer paréntesis y obtenemos la criba de Brun en la versiéon

(5.30) \sm,z)—rArH(l—g(p))}grAr S gt Y

p<z d|P(z) d|P(z)
v(d)=k v(d)<k

Para k grande esperamos que ¢(d) en el primer sumatorio sea muy pequefio porque es el
producto de k valores 0 < g(p) < 1 pero en el segundo sumatorio se produce una acumulacion
de términos de error. En la practica se busca un balance entre ambos sumatorios.

Para comparar con la criba de Eratostenes-Legendre elijamos A = [1, N|] de modo que
|Agl = |Alg(d) + 74 con g(d) = 1/d y |rg] < 1. El primer sumatorio de (5.30) esta acotado
por (Zp s p~ % /k! mientras que el segundo sumatorio estéd acotado por z¥. Sin entrar en
detalles, empleando a”/k! < (ae/k)* es posible probar (utilicese Zp<z p~ !t =loglog z + O(1),
9] §2.8) que tomando k = [4loglog N] ambos términos son o( N/ log z) cuando z < N1/5loglog N
y z tendiendo a infinito con N. Esto permite ampliar el rango de validez de (5.20) desde un
tamano logaritmico de z hasta algo que casi tiene un crecimiento potencial.

Analicemos ahora las consecuencias de (5.30) cuando se aplica al conjunto A = {n(n+2) :
n € Z*} N [1, N] que aparecia en relacion con los primos gemelos. Claramente |As| = |A|/2 +
OQ) y |Ay| = 2|A|/p +O(1) si p > 2. Entonces definamos g(d) = 2"9/d si d es impar y
g(d) = 2D /2d si d es par. Es facil comprobar que [A4| = |A|g(d) + r4 con rqy = O(2¢(D). El
término principal es en este caso

(5.31) |2“4| 1 (-

2<p<z

2)v VN
p - log2z

por (5.8), teniendo en cuenta que [J(1—2/p)(1 —1/p)~2 converge. Un razonamiento similar al
del ejemplo anterior acotando por (Zp<z 2p~1)* /E! prueba que el primer sumatorio en (5.30)

es de orden inferior que (5.31) tomando k = [8loglog N] para cualquier z < N1/17loglogN e
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crezca con N. El segundo sumatorio requiere el siguiente artificio:

(5.32) Z gv(d Z =T ( 1+ I ( 1—7 <« 2Flog? 2.

d|P(z d|P(z) p<z 2<p<z
V(d)<k:

Esta manera de estimar una suma de funciones multiplicativas creando artificialmente una
funcién que se puede desarrollar ventajosamente como un producto, se denomina truco de
Rankin (en inglés, Rankin’s trick). En el rango de z indicado, también este segundo sumatorio
tiene orden menor que (5.31). En particular, concluimos

loglog N 2
) 1/17loglog N ~ /N )
(5.33) S(AN )=V oz N

. Es posible deducir algo sobre los primos gemelos a partir de la estimacion (5.33)7 Como
z = NY/1Tloglog N g o 1g larga mucho menor que N /4 en S (A, z) estaran contados los primos
gemelos z < p,p+ 2 < vV N y muchos otros numeros. Por consiguiente podemos asegurar que

loglog x 2
.34 —_——
(5.34) m(x) < x( log & >

donde se ha hecho el cambio z = v/N. Este es un resultado no trivial y que ademés estéd a
solo (loglogz)? del orden de magnitud esperado si creemos en (5.15). Por supuesto no nos
acerca ni un apice a la conjetura de los primos gemelos porque para ello necesitariamos una
cota inferior. Sin embargo es suficientemente fuerte para enunciar una consecuencia impactante
llamada teorema de Brun: La suma de los inversos de los primos gemelos converge. En simbolos

1 1
5.35 g -+ —— | <o0.
(539) : <p p+ 2)
p,p+2 primos

El ntimero al que converge la suma es® 1.902... y se le llama constante de Brun. La prueba
de (5.35) es un ejercicio empleando sumacion por partes y (5.34).

5.5. La criba de Selberg

FEn los ejemplos que hemos visto de la criba de Eratéstenes-Legendre y de Brun el parame-
tro z estaba restringido a valores que no alcanzaban una potencia de |A|. Selberg cred en 1947
un método de criba que no tenfa esa limitacion y que ademds proporciona cotas superiores

3Segtin [42] esta aproximacion requiere algin tipo de de hipotesis al hacer los calculos.
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de orden de magnitud correcto en problemas como la conjetura de los primos gemelos o la
conjetura de Goldbach.

La idea béasica es muy sencilla y es sorprendente que algo tan simple funcione y dé tan
buenos resultados. Para fijar ideas pensemos que z > 2 es entero y tomemos z — 1 ntimeros
reales A, Ao, ..., A,_1 con Ay = 1 entonces

(5.36) S(A,2) <Y (Z )\d>2

a€A Nd<z
dla
simplemente porque si a no tiene factores primos menores que z el paréntesis es /\% = 1.

Desarrollando el cuadrado e invirtiendo el orden de sumacion se obtiene

(5.37) S(A,2) < Y Andm|Apm]

nm<z

donde [n,m| indica el minimo comun multiplo. Sabemos que salvo un término de error ‘A[n’m]’
es como |A|g([n,m]). Ahora Selberg considera la forma cuadratica

(5.38) Q=Y Mdmg([n,m))

nm<z

y elige los A;, 1 <@ < 2z, de forma que () alcance un minimo. En principio calcular este minimo es
tan facil como derivar, igualar a cero y resolver el sistema, aunque la presencia de g([n, m]) hace
suponer complicaciones aritméticas. Realmente todo es razonablemente rapido con las defini-
ciones adecuadas. Supongamos que n y m recorren siempre valores n, m < z libres de cuadrados
y tales que g(n), g(m) # 0, lo cual obviamente no constituye una restriccion en (5.38). En estas
condiciones g([n,m]) = g(n)g(m)/g((n,m)). Definiendo h(n) = (de ,u(d)/g(n/d))_l se tiene
h(p) = g(p)/(1 — g(p)) y 1/9(n) = > 4, 1/h(d), por la formula de inversion de M&bius. Por

tanto

9
(5.39) Q= Z)\ Am ZA Amg(n Z i

dln
dim

Con ello hemos separado las variables. Intercambiando el orden de sumacién se obtiene
&
(5.40) Q= Z h(d) con  xg= Z Ang(n)
d n=0 (d)
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La condicion A; se puede escribir como ) #(d)xd = 1. Utilizando multiplicadores de Lagrange o
técnicas méas elementales (la forma cuadratica es ahora diagonal), se sigue que el minimo de @

~1 . - i
es exactamente (Zn s h(n)) y nos podemos olvidar de las restricciones sobre n escribiendo

(5.41) h(n) = p2(n) 13(521))'

pln
Es posible (aunque un poco méas complicado) probar que los A, para los que se alcanza el
minimo cumplen |[\,| < 1y de ello no es dificil deducir que los términos de error contribuyen
en (5.37) menos que ), _ o 3¥@|ry| y se obtiene la siguiente forma de la criba de Selbery:

-1
(5.42) S(A,2) < |A| <Zh(n)> + > 3Dy,

n<z d<z?

Consideremos por ejemplo el caso A = [1,N] con g(d) = 1/d y |rq] < 1, como antes,
entonces h(p) = 1/(p —1) > 1/p y de aqui ) _, h(n) > logz. Por otro lado, el término de
error se acota por 0(22 log® z) con el truco de Rankin como en (5.32). En definitiva, (5.42)
prueba

(5.43) S(A, 2) < s + 2% log? 2.
log 2z
Cualquier z = N®, 0 < a < 1/2, es valido para concluir 7(N) < N/log N.

Esta conclusion es débil a la luz del teorema de los niimeros primos y se obtendria de
manera menos enrevesada, y todavia elemental, con los razonamientos de Chebyshev. La fuerza
de (5.42) radica en su versatilidad. Por ejemplo, el razonamiento que lleva a (5.43) funciona sin
cambios en A= [M + 1, M + N] y con la misma eleccion de z se llega a

5.44 M+ N)—7n(M .

(5.44) 7 4+ N) = 7(M) < o
Cuando N = O(M 5) con § < 1, tal resultado esté fuera del alcance del teorema de los niimeros
primos con nuestro pobre conocimiento actual sobre el término de error.

5.6. Comentarios sobre la criba lineal

Un problema esencial de la criba de Selberg es que, en la forma aqui presentada, sélo
proporciona cotas superiores. En principio la identidad de Buchstab (5.25) permite crear cotas
inferiores a partir de cotas superiores y viceversa gracias al signo negativo del sumatorio. Sin
embargo esta identidad no muestra su utilidad hasta que se itera, como hemos visto en la criba
de Brun.
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La busqueda de la invariancia por el limite de este proceso iterativo da lugar a una criba
combinatoria, llamada criba de Rosser-Iwaniec o més recientemente criba-f3, correspondiente a
una eleccion extrana de D~ y DT en (5.23). Cuando se tiene una condiciéon sobre g(p) algo mas
fuerte que

1
log 2z

(5.45) [10-9) =

p<z

se dice que esta criba es la criba lineal y lo curioso es que da resultados 6ptimos a la luz de los
contraejemplos de Selberg. En particular permite obtener

_ 1Al - Al
(5.46) S(A, z) < Tog 2 suponiendo d|PZ(Z) Ira| < (o [ A])®
d<zs

para algunos nameros reales s > 2y 6 > 1. En el caso A = [1, N] considerado anteriormente
conseguimos entonces S(A,z) > N/log N para z = N% 0 < a < 1/2, complementando
lo obtenido con la criba de Selberg. Es decir, nos quedamos a las puertas de a = 1/2 que
permitiria detectar primos como en (5.6). Cualquier otro valor 1/(k + 1) < a < 1/k contaria
en S(A, z) nimeros con a lo mas k factores primos. Es por ello que muchos resultados de criba
hablan de casiprimos (nimeros con un nimero maximo fijado de factores primos).

Para ilustrar la situacién en un caso més interesante, partimos del conjunto A = {n? +1 :
n < N}. Usando resultados bien conocidos sobre residuos cuadraticos, |Ay| = g(p)N + O(1)
donde ¢(2) =1/2, g(p) =2/psip=1 (mdéd 4) y g(p) = 0 si p =3 (mdd 4). La condicion a
la que nos referimos con (5.45) se cumple porque pg(p) es 1 en promedio sobre los primos p.
Extendiendo g de manera multiplicativa se verifica en general |Ay4| = g(d)N + O(ZV(d) ) por el
teorema chino del resto, lo que asegura que para z = N con 0 < a < 1/2 se satisface la hipotesis
sobre el error en (5.46), gracias al truco de Rankin. La conclusion S(A, N*) > N/log N para
cualquier o < 1/2 implica que hay infinitos primos de la forma n? 4+ 1 con a lo més cuatro
factores primos. Lo mejor que se conoce en la actualidad en este sentido es un resultado de
Iwaniec que reduce los cuatro factores a dos. Para ello hay que introducir nuevas ideas respecto
al tratamiento del término de error.

La reciente monografia [20] es una referencia general para los métodos de criba en la que
se explican de manera asequible las ideas principales y se dan las demostraciones completas de
muchos resultados avanzados.
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Capitulo 6

La desigualdad de Erdés-Turan

6.1. La discrepancia

Una sucesion {x, }52 | esta uniformemente distribuida o equidistribuida si al tomar muchos
elementos la proporcion de ellos que esta en un subintervalo [a, b] de [0, 1] se acerca a b —a. En
términos matematicos

(6.1) lm #{n<N:a<z, <b}

=b—a ara cualesquiera 0 <a <b<1.
N—oo N P 4 - -

La discrepancia es una medida de lo bien uniformemente distribuidos que estan los N
primeros términos de una sucesion en [0, 1]. Su definicion es

<N:a<x, <
(6.2) D(N) = sup |PREN:aszn b}
0<a<b<l N

(b—a)l.

Algunos autores consideran a = 0. Ambas definiciones dan lugar a cantidades comparables [38].
Esta claro que si D(N) — 0 cuando N — oo entonces {x,,}5° ; esta uniformemente distri-
buida. El reciproco también es cierto gracias a un sencillo argumento que se puede encontrar
en [40, 11.4.1].
Obviamente dados N ntimeros en [0, 1] siempre hay algiin subintervalo de longitud (N +1)~!
que no contiene ninguno en su interior entonces D(N) # o(N~1). Schmidt [46] prob6 en 1972
que de hecho

ND(N
(6.3) lim sup (V)

—— > 0,01
N—oo 1OgN

y esto es lo mejor posible salvo el valor de la constante en el sentido de que se conocen ejemplos
con este limite acotado superiormente. Por otra parte, en cierto sentido, para “sucesiones tipicas”
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la discrepancia admite cotas que difieren de O(N -V 2) en un factor logaritmico [2] (véase
también [34]).

La rapidez con que D(N) tiende a cero para una sucesion uniformemente distribuida es
habitualmente una medida de su calidad en las aplicaciones, como la generaciéon de nimeros
pseudoaletorios o métodos de integracion de Montecarlo. A este respecto no es dificil probar

integrando por partes |38, §1.2] que
D(N) (!
<20 17w a.
0

1 N
(6.4) x)dx — N Z:l f
6.2. Utilizando el analisis armoénico

Reescribamos la expresion en el interior del supremo en (6.2) como
1
(6.5) N Z X(xn) — (b—a) con x la funcién caracteristica de [a, b].

Su desarrollo de Fourier es b —a+ 3, .o fme(ma) para ciertos fn que decaen como 1/m, lo
cual impide la convergencia absoluta. El remedio habitual es la regularizaciéon. Considerando
una funcién ¢ que es igual a y con unos pequenos afiadidos C'* en los extremos de anchura §
se puede conseguir Y < ¢ € C con ¢’ < ¢ (hay una variaciéon de 1 en una longitud de §) y en
general go(k) < 6% Integrando por partes los nuevos coeficientes de Fourier serfan fm <m™!
param < !y algo mejor para m > 6! integrando méas veces. Por otro lado fo =b—a+0(0),
entonces

N N N
(6.6) %ZX( ) — (b—a)<<c5+— v Z e(man) +7 S 1l Z e(man)
n=1 m<6 1 = |m|25—1 n=1

Tomando ¢ de forma andloga pero por debajo de x se obtiene la desigualdad >. Los ]fm|
decaen muy répido y por ello el dltimo término deberia ser poco importante. La desigualdad
de Erdés-Turan dice que nos podemos olvidar completamente de él. Lo habitual es escribir en
ella 61 = M + 1 con M entero.

Teorema 6.2.1 (Desigualdad de Erd6s—Turén) Para cualquz’er MeN

(6.7) D(N) < M — Z

Se puede interpretar esta desigualdad como una version cuantitativa del criterio de Weyl [9],
[34] pues asegura que si SV, e(ma,) son pequefias entonces la sucesion {x, }52, tiene discre-
pancia pequena. En el articulo original de P. Erdgs y P. Turan [18] se establecia la desigualdad
sin constantes explicitas, es decir, con < en lugar de <.
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6.3. Idea de la demostracion

Lo que se necesitaria en el argumento de la secciéon anterior es conseguir que los coeficientes
de Fourier f,, de ¢ se anulen para |m| > §~! conservando el resto de las acotaciones empleadas.

Es méas comodo pensar el problema en R en vez de en [0,1] y después “enrollar” R sobre
[0,1] con los extremos identificados, es decir pasar de ¢ a ), ¢(- + n) cuyo coeficiente de
Fourier m-ésimo es la transformada de Fourier @(m).

Queremos saber entonces si para cada 0 < § < 1 existen ¢_, o € LY(R)NC*>(R) tales que

a)  p—(2) < x(z) < pi(z)
(6.8) b) 3:(0)=b—a+4
c) P+(t)=0 it >dL.

Aparentemente falta la condicion que da P+ (m) < m ™! para 0 # |m| < 6! pero se deduce de
a) y b) facilmente:

< /°° |92 (2) — x(2)|dz + [R()|

16u(8)] = ] | (o)~ @) + xta))el 1)
. sen (7(b — a)t) ’

= [2:(0) - xO)] + [z0)] < 6+ |2

El problema (6.8) es, en principio, de anélisis armonico pero lo resolvio Selberg [48, p.213|
en relaciéon con ciertas aplicaciones aritméticas. La prueba original de Erdés y Turan utilizaba
algo menos preciso. Selberg redescubrié la siguiente funcién entera introducida originalmente
por Beurling en un trabajo no publicado de 1938:

sen?(7z) [ — 1 > 1 2
(6.9) B(z) = ———> S Y ———
2 (nz:;)(z—n)2 ;(24—71)2 z>

llamada funcion de Beurling-Selberg, que verifica

1) B(z)>sgnz VreR
(6.10) 2) [ (B(z)—sgnz)dr =1
3) B(z)= O(e%mz‘)

De hecho Beurling demostro que era la unica con estas propiedades [52]. La prueba de ellas, en
contra de lo que pueda parecer, no es complicada empleando la identidad

(6.11) sen?(7z) i : 1 _1



que se puede deducir a partir de la formula clésica sen(nz) = w2 [~ (1 — 2?/n?) tomando
logaritmos y derivando dos veces. La prueba detallada de (6.10) esta en [40, Th.11.4.3].
Consideremos ahora
B(%5*) + B(*3%)

(6.12) P (1) = y o op-(2)=—

B(5%) + B(55)
2

2

De 1) en (6.10) se deduce a) en (6.8) y de 2) se deduce b). Escribiendo ¢+ (t) = [ o4 (x)e(xt) dz
parece claro que si @1 tuviera soporte mayor que [—6~ 1 §71] entonces se tendria @i (iu) #
0(62”|“|/ 5) contradiciendo 3). El teorema de Paley-Wiener [45] caracteriza todas las transfor-

madas de Fourier enteras con crecimiento exponencial y en particular tiene esta consecuencia.
En [40, Th.11.4.4] hay una prueba directa.

0.8

0.6 -

-1.5 -1 4.5 0. 1 15

La funcién de Beurling-Selberg oy ye_parab=—a=1/2,6=1/4

Es posible dar también una demostracion del Teorema 6.2.1 sin pasar por R construyendo
explicitamente las series de Fourier mayorantes y minorantes de Y, a las cuales se denomina a
veces polinomios de Vaaler. El procedimiento esté descrito con detalle en [38|.

6.4. Algunos ejemplos

1. Multiplos de irracionales cuadraticos. Consideremos la sucesion z, = Frac(na) con
a ¢ Q. Es bien conocido que esté uniformemente distribuida [9]. Si || - || denota la distancia al
entero mas cercano, usando 2||t|| < |sen(nt)| se tiene

N
_ |sen(zNt)| _ 1
(6.13) ;6( t)‘— | sen(nt)| g2Ht||

M
(6.14) D(N) < —~ +i2;




Si « es un irracional cuadratico las convergentes ay, /gy, de su fraccion continua verifican que gy,
es comparable a una progresién geométrica y |a — a,,/qn| < ¢, 2. De aqui ||ma| = ||man/qn|| +
O(mg,?) y siempre eligiendo un g,, adecuado (comparable a m) se tiene ||ma| > 1/m, entonces

(6.15) |ma| > ||man/gn| +1/m para cualquier m < ¢p.

Tomemos M = gy + q1 + -+ + gx que por el crecimiento geométrico satisface M = qx y
K =<log M. Sustituyendo en (6.14)

qo+--+qk 1

D(N M NZ > llmag gl + 1

k=1m=qo++qr—

<—+— 1+ +- +1 <i+log2M
N ¢ M'T N

Finalmente la eleccion g =< N/1g* N lleva a

log? N
N

(6.16) D(N) <« para N > 1 con « irracional cuadratico.
Recordando (6.3) vemos que la cota para la discrepancia solo difiere en un factor logaritmico
de lo mejor posible.

2. Espaciamiento entre residuos cuadraticos. En lugar de una sucesién propiamente
dicha, consideremos el conjunto {x1, xa, ..., x N} de residuos cuadraticos médulo p normalizados
n [0, 1] (divididos entre p) con p > 3 primoy N = (p —1)/2. Si 1 < m < p, empleando las
sumas de Gauss

N p
(6.17) Ze(mxn) = % Ze(mnz/p)—1’ < p—l—l'
n=1 n=1

La desigualdad de Erdgs-Turan asegura

M

1 1 3
1 D(N) < log(M +1
(6.18) OV . Zm M+1+m(og( 1 +1)
con v = 0,5772... la constante de Euler.

Escogiendo como M la parte entera de v/p — 3/(3log 19373) se tiene D(N) < (logp)/\/P ¥,
de hecho, con ayuda de un ordenador se pueden apurar las constantes para conseguir

log p

(6.19) D(N)<3 7

para p > 13.
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Revisando la definicién de la discrepancia (6.2) se deduce que un intervalo entero de longitud
mayor que 3,/plog p siempre contiene residuos cuadraticos moédulo p. Resultados de este tipo se
obtienen habitualmente utilizando estimaciones para sumas de caracteres. Con ellas se conoce
que para cualquier o > 1/4 existe un P = P(0) tal que si p > P, entonces un intervalo de
longitud p? contiene siempre residuos cuadréticos (y también no residuos) modulo p.

3. Puntos del reticulo bajo graficas. Queremos contar el niimero A de puntos de coorde-
nadas enteras bajo la grafica de una funcion f > 0 limitada por el eje X en el intervalo entero
[A, B]. Esto es,

(6.20) N={(nm)eZ®: A<n<B, 0<m< f(n)}.
Definiendo ¢ (z) = [z] — z + 1/2 se tiene

B
(6.21) N=P+&  con P—B A+1 Zf y Ezzw(f(n))

El término principal P es facil de aproximar si f tiene alguna suavidad (que suponemos). Por
ejemplo, utilizando la formula de sumacion de Euler-Maclaurin se obtiene

_ B B
(6.22) p_5 A+f(A)+f(B)+/A f(a;)da:+o<1+/A ]f”(x)|dx>.

2

La dificultad esté en el término de error £. Lo que vamos a ver es como la desigualdad de
Erdés-Turén traslada este problema a uno de sumas trigonométricas.
Escribamos N = B — A + 1 y consideremos

(6.23) zn = Frac(f(n+ A —1)) con n=12,...,N.
En [0,1), ¢(xz) = 1/2 — z, por tanto fol Y(z)dr =0y 1 es 1-periodica. Gracias a (6.4)

N
> ()

n=1

(6.24) €] =

< ND(N).

Una pequenia tecnicalidad es que ¢/'(x) estrictamente no existe en 1 porque (17) = —1/2 y
(1) = 1/2 y realmente en (6.4) hay que anadir a fo |f/(x)] dx = 0 el valor del salto en 1 (véase
el enunciado general preciso en [38|) pero ello solo afecta al valor de la constante <.

Uno de los casos tipico es en el que f” =< N~! el cual aparece de forma natural al dilatar
la grafica de una funciéon g como y = Ng(x/N). La acotacion mas bésica de van der Corput de
sumas trigonométricas afirma que

B

(6.25) Z e(mf(n)) < NY2m1/2,

n=A
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que tras el Teorema 6.2.1 con M = N1/3 lleva a

B-A+f(A B B
(6.26) N = +f§ )+ )+/ f@)de +O((B — A+ 1)),
A
En general, los métodos de sumas trigonométricas normalmente dan lugar a acotaciones del
tipo

B

(6.27) > e(mf(n)) < (mA)PNT.

n=A
para ciertos 0 < p < 1/2 < ¢ < 1 donde f' < A > 1/m. El Teorema 6.2.1 implica

N M N
§ : -1
(628) 5<<M+APN(I mp <<M+ApMqu.

m=1
Si AP < N'79 entonces se puede escoger MPt! =< N1=9A~P y conseguir
(6.29) & <« AP/(p+1) N (p+a)/(p+1)

Si AP > N179 g6lo se obtiene la cota trivial.
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Capitulo 7

La gran criba

7.1. Introducciéon

En diversos problemas de teoria analitica de niimeros surge el problema de obtener cance-
lacion en una forma bilineal
(7.1)
M N
- —t > — - M - N M,N
B(J}, y) = Z mebmnyn = xtBy con r = (xm)m:h Yy = (y”)nzl y B = (bm”)m,nzl
m=1n=1
donde las coordenadas de ¥ e ¥ tienen significado demasiado aritmético como para tratar de
atacar directamente las sumas en m o en n con métodos analiticos. La cota trivial aplicando
dos veces la desigualdad de Cauchy-Schwarz es

M N
o JRTEN o\1/2
(7.2) B@7) < IZIFIBI:  con [Blla= (3 [banl?) ™.
m=1n=1
En términos generales se llama desigualdad de gran criba a una mejora de esta acotacion
para cierta B con & e ¢ arbitrarios. Se busca extraer la cancelaciéon inducida por la estructura
de la forma bilineal con la idea de que la debida a una eleccion particular de Z e i/ es intratable.

El nombre aparecié en el trabajo fundacional de Yu.V. Linnik en 1941 y posiblemente
quedé definitivamente asentado con la publicacién en 1974 del libro de E. Bombieri “La gran
criba en la teoria analitica de nameros”’ [3]. Proviene de que algunas de estas desigualdades
fueron fundamentales para construir métodos de criba que permitian eliminar muchas clases
de congruencia. El nombre se debe entonces a razones historicas y es un poco desafortunado
y confuso, pues se aplica por igual a las desigualdades y a los métodos de criba (véase la
introduccion de [44]). Ademas ya I.M. Vinogradov habia explotado la estructura bilineal en 1937
para su famoso teorema sobre sumas de tres primos sin construir ningin nuevo método de criba.
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Estéa claro que

B(z,7)|?
(7.3) SUE | (Z, y)‘ !ByH2 Z ‘ menyn

Z#0 ” H2 m=1 n=1

Por tanto, si lo preferimos, podemos pensar en formas cuadraticas en vez de en formas bilineales.
La acotacion trivial correspondiente a (7.2) es

(7.4) Q@) < IBIEIFA*  con Q) = || Byl

Imaginemos que las filas 51, 52, ey BM de B son ortonormales. Esto obliga a M < N y se
puede extender B a una matriz cuadrada ortogonal (o unitaria) B* € Myxn con el proceso
de Gram-Schmidt. Se tiene || B||3 = M (cada fila es de norma 1) y (7.4) afirma Q(%) < M |||,
sin embargo

(7.5) Q@) = IBFI* = [br - §* + |b2 - F* + -+ + [bar - g1* < | B*GI* = [|17]*.

De alguna forma la “independencia” (ortogonalidad) entre las filas es la razon de que (7.4) se
mejore M veces.

Las desigualdades de gran criba sustituyen la ortogonalidad, que es demasiado fuerte como
para poder emplearla en la préctica, por la hipotesis de que los productos escalares sean peque-
nos. La idea geométrica es que un vector de norma fijada no puede tener proyeccién grande con
respecto a muchos vectores que tengan direcciones bien distintas porque no puede acercarse a
ser paralelo a todos ellos.

1/2 N -
(X lproyece.2) /% ~ || 3> [proyecc.| ~ 3|

La cadena de desigualdades

(7.6) & By? < |2 BI*||911* = 171> )| Z Tmbmn|” = |17 Z xkxzzbzmbzn
n

= k=1

)

. -l—
<P S I bl \Zbknbm\ <7l ||x|r2maxZ\Zbknbm

k=1
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junto con (7.3), implica

M N
. 712 < 71|12 — m§ bl
(7.7) | Byll* < A(B)||7]l con A(B) mgxg | ; Denbin|

Entonces A(B) es el maximo valor que puede tomar la suma de los valores absolutos del
producto escalar de una fila por las otras, y esta cantidad cuantifica desde el punto de vista del
algebra lineal la posible mejora de (7.4).

7.2. La desigualdad clasica

Sea 1,2, ... nimeros reales y 0 < 6 < 1 tales que § < ||z, — x,|| para v # p donde || - ||
indica la distancia al entero més cercano. Una de las desigualdades de gran criba més conocida
es

N N
(7.8) SIS ane(na,)P < N+ = 1) Jan)?
v n=1 n=1

para cualesquiera ay, ag, ..., a, € C.

Esta desigualdad es 6ptima en cierto modo. Si hay un solo z,, tomando a,, = Ae(—nx1)
ambos miembros de la desigualdad coinciden cuando § — 1. Por otro lado, si hay muchos x,
y estan equidistribuidos z, = v/K, v = 1,2, ..., K; multiplicando ambos miembros por K !
y eligiendo § = 1/K se tiene cuando K — oo que ambos convergen a > |a,|?.

Si aplicamos (7.7) con by, = e(nzy,) € Yy, = an, tendriamos

M N
(7.9) A(B) = mgxz |Dn (2 — )| con Dy(x) = Z e(nz).
=1

n=1

Esencialmente el nicleo de Dirichlet Dy (x) restringido (por la periodicidad) a [—1/2,1/2] es
grande, de tamafo a lo mas N (la cota trivial), si |z| < N~! y se acota por una funciéon que
decae si nos alejamos de esta zona [16]. Si despreciamos esta ultima contribucion, A(B) deberia
estar acotado por

(7.10) mEXZN A log —m| K N < NN 41) <« N +67Y
l

ya que ||z — x| > 0 excepto si l = k.

La dificultad para transformar este argumento en una prueba es que al contabilizar la
contribucién de |x| > N~! sale un logaritmo de méas debido a que Dy(z) estd acotado por
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una funcién que decae demasiado lentamente, como 1/z, al alejarse del origen. La solucion es
regularizar el problema con una funcién ¢ y anadir artificialmente nuevos a,, cubriendo todo el
soporte de ¢, de forma que

N
(7.11) Z ‘ Z:'dnqﬁ(n)e(nxy)‘2 = Z } Zane(nx,,) 2
v n v  n=l1

para lo cual basta elegir a, = a,/¢d(n) si n esta en el soporte de ¢ y a, = 0 en el resto.
Con ello todo funciona como antes reemplazando el ntcleo de Dirichlet por . ¢(n)e(nz) cuyo
decaimiento podemos ajustar (véase un ejemplo en [13, §27]). Sin gran esfuerzo se consigue de
esta forma probar (7.8) con < en lugar de <. Conseguir la constante 6ptima 1 es bastante
més dificil y las pruebas conocidas emplean la funcién de Beurling-Selberg o desigualdades de
Hilbert generalizadas dentro del esquema anterior [37].

)

Renunciando a la constante 6ptima es posible dar una demostracién muy breve debida a
P.X. Gallagher [13] que no apela a (7.7) y solo emplea rudimentos de analisis.

Por el teorema fundamental del calculo, |f(z)| < [f(y)| + [; |f'| para todo = e y en un
intervalo I. Eligiendo un y para el que se alcance el minimo de |f|, se obtiene una hermana
menor de las desigualdades de Sobolev:

1 ,
(7.12) @) < m/lf\ +/wa .

Si subdividimos el intervalo [0,1), donde podemos suponer que estan los x,, en intervalos
semiabiertos [, de longitud ¢/2 entonces cada uno de ellos contiene a lo mas un z,,, y tomando

fl@) = (9(x))”

(7.13) 3 lg(a)I? <<Z<6—1 [ 1ak+ [ |g’gr) <! | o / o) / R

Eligiendo g(x) = 27]:[:1 ane(nx) y aplicando la identidad de Parseval se concluye

N
(7.14) ST ane(na,)]? < (N 4671 Z|an|2
v n=l1

Haciendo los calculos con un poco de cuidado [13] es posible refinar esta conclusion reempla-
zando < por <y N + 67! por 7N 4§71, lo cual no difiere mucho de (7.8).

Si por ejemplo a, = p(n), los conocimientos actuales permiten ganar a la trivial sélo una
potencia de logaritmo en cada una de las sumas interiores (Th.13.10 [32]|), mientras que si
tenemos N puntos x,, con § > N~!, entonces (7.14) prueba

(7.15) NZ‘Z“ e(nz,)|” < N.
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La hipotesis de Riemann equivale a que la suma interior para z, = 0 sea O(N 1 2+€) y otros
valores de x,, son conjeturalmente més dificiles de estudiar, lo que da una idea del poder de la
gran criba.

En teoria analitica de nameros el protagonismo de las sumas oscilatorias lo comparten las
sumas trigonométricas y las de caracteres. Curiosamente el anidlogo més natural de (7.8)

N N
(7.16) ST axm <@+ N)Y Jan)?
n=1

x€Cqy n=1

donde C; es el conjunto de caracteres modulo ¢, es sencillo a partir de las relaciones de ortogo-
nalidad.
En las aplicaciones, la verdadera desigualdad hermana de (7.8) es

(7.17) Z Z \Z anx(n)]” < (Q*+ N - 1) Zlanl2

q<Q XEP n=1 n=1

donde Py es el conjunto de caracteres primitivos moédulo g.
Para probarla se comienza eligiendo en (7.8) como z, las fracciones irreducibles en (0, 1]
con denominador a lo més @ (las fracciones de Farey), obteniéndose

N
(7.18) > Z \Zan TS@ AN -1 faal

q<Q (aaq)l—l n=1 n=1
El resto de la deduccion de (7.17) pasa por hacer algunas manipulaciones (§7.5 [32]) con la serie
de Fourier discreta de los caracteres [13]:

q

1 1 an n
(7.19) x(a) = - & Zy(n)e(?) donde 7(¥) = Zy(n)e(g).

n=1 n=1

Existen muchas otras desigualdades de gran criba tutiles en diferentes contextos. Hay una
buena coleccion de ellas en el capitulo 7 de [32].

7.3. La gran criba como método de criba

En lineas generales los métodos de criba investigan céomo se modifica el cardinal de un
conjunto al eliminar ciertas clases de congruencia.
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Nosotros trabajaremos en [1, N| queriendo acotar superiormente el cardinal Z de un conjun-
to Z C [1, N] que para cada primo p < @ omite w(p) clases de congruencia. Si by, by, ..., b

—w(p)

son las tnicas clases permitidas moédulo p, entonces e

p—w(p) 2 p )
(7.20) 7% < < Z #{neZ;nEbj (p)}> §(p—w(p))Z(#{nGZ;nEk(p)}) .

j=1 k=1
Ahora escribimos la desigualdad con sumas trigonométricas
2 _ 1 aln—m), _p—wp) ¢ an,
(7.21) Z2<(p-w®)d > = el ) = DI CS]
neZmez p a=1 p p a=1 nez p

Para a = p la suma interior es Z, agrupando esta contribucién con el primer miembro y
despejando,

(7.22) p) 2% < Z 1> (™ con  h(p) = )

a=1 nez
(a,p)

Dado ¢ no divisible por p, se tiene

LD SED LTS SID SD SRLO LTSRS b St

a=1 nez a=1 b= nez q b=1 nez
(a,pq)=1 (a,p)=1 (b,g)=1 (b,g)=1
donde la igualdad se debe al teorema chino del resto y la desigualdad se deduce de un célculo
similar al que permiti6 llegar (7.22) pero ahora con una suma trigonométrica en lugar de Z2.
Por consiguiente un argumento inductivo prueba que para cualquier ¢ libre de cuadrados

’Z an con h(q):H&.

= g P (@)

MQ

(7.24) h(q)Z

Il
—

a

(a,9)=1

s
I

Sumando (7.24) en ¢ < @ y aplicando (7.18) con a, = 1sin € Z y a, = 0 en otro caso, se
tiene

2 w
(7.25) e U ) |

plg

Aqui el p?(q) solo sirve para excluir de la suma a los no libres de cuadrados que no hemos
considerado (es posible incluirlos complicando notablemente el enunciado §2 [44]).
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Esta formula se revela como un poderoso método de criba, llamado gran criba que, como
hemos visto, proviene indirectamente de (7.8).

La expresion aparatosa para h(q) requiere a menudo apelar al teorema de Wirsing. Este re-
sultado dice esencialmente que, bajo ciertas hipotesis, si una funcién multiplicativa no negativa
tiene promedio k sobre los primos entonces sobre los enteros crece como (log N)*~1.

Por ejemplo, para la funcién idénticamente uno se tiene:

1 1
7.26 1~1 — 1~1
p<N n<N
y para la funcién divisor restringida a los libres de cuadrados:
1 1
(7.27) —N Z 2~2 y N Z p?(n)d(n) ~ Clog N.
TN S n<N

En §6.6 de [32] hay estimaciones méas concretas del denominador de (7.25) para situaciones
mas o0 menos genéricas.

Un ejemplo tipico que se suele poner para ilustrar la fuerza de (7.25) es el conjunto Z
obtenido al quitar de [1, N] todos los elementos que no sean residuos cuadréticos modulo los
primos p < v/N. En esta situacion w(p) = (p+1)/2y h(p) = (p+1)/(p—1) que tiene promedio 1
sobre los primos, por tanto el denominador en (7.25) es > @ y eligiendo @ = VN se llega a
7Z < +/N. Obviamente Z D {12,22,3%,...,[V/N]?} y entonces la cota obtenida es la mejor
posible salvo una constante multiplicativa.

La forma de (7.25) induce a pensar que hay alguna relacion intrinseca entre la gran criba y
la criba de Selberg. Este punto se investiga y desarrolla en [20] y [44]. En la préactica (7.25) es
menos versatil, pues practicamente obliga a tomar @ = /N mientras que la criba de Selberg
permite incorporar la informacién sobre términos de error. Por otro lado, sobre todo cuando
se omiten muchas clases, un control aceptable del error es dificil de conseguir y la simplicidad
de (7.25) se muestra mas conveniente.

7.4. Algunas aplicaciones

Primos gemelos. Buscamos estimar mo(V), el cardinal de los n < N tales que n y n + 2
sean primos (gemelos). Para ello consideramos el conjunto

(7.28) Z={ne[l,N]:n#0,n#-2(p) VYp<VN}

Entonces para cada 2 < p < VN se tiene h(p) = 2/(p —2) y h(2) = 1/2 y se cumple para
g <VN

(7.29) h(q) =



Sumando por partes usando (7.27), se tiene

(7.30) > h(g) > (log N)*.
e<VN

Evidentemente mo(N) < Z + VN y (7.25) con Q = [v/N| prueba

N
(7.31) () < g

El resultado es espectacular teniendo en cuenta que la férmula asintética de la conjetura de los
primos gemelos es mo(N) ~ CN/(log N)? con una constante especifica.

Primos en intervalos pequenos. El teorema de los nimeros primos afirma
(7.32) m(N)=Li(N)+ E con E = o(Li(N))

y nadie ha conseguido probar E = O(N®) para ningtin « < 1, lo cual implicaria que no hay
ceros de la funcién ¢ en Rs > «. Por ello es sorprendente que en 1930 G. Hoheisel probase
incondicionalmente

N

~ M*< N< M
Tog M para

(7.33) (M + N)—n(M)

con o = 0.9996 ... Posteriormente se desarroll6 una teoria que relacionaba este tipo de asint6-
tica con resultados llamados de densidad, que establecen que los posibles ceros incumpliendo la
hipotesis de Riemann son muy escasos (tienen poca densidad) en ciertos rectangulos. En 1972
M.N. Huxley [29] consigui6 probar (7.33) para cualquier o > 7/12 utilizando estas ideas y no
ha habido otros avances desde entonces.

Nosotros vamos a establecer un caso particular del teorema de Brun-Titchmarsh que susti-
tuye la asintotica (7.33) por una cota superior sin restricciones sobre el rango. Concretamente

(7.34) T(M+ N)—n(M) < (2+ o(l))logN para todo 1 < N < M
donde o(1) tiende a cero cuando N crece.

La observacion clave es que el rango de sumacion de n en (7.8) se puede cambiar de [1, N]
a [M + 1,M + N] porque ello equivale a multiplicar por e(Mz,) que tiene modulo 1. En
consecuencia (7.25) se aplica igualmente a [1, N] y a [M + 1, M + NJ.

En el conjunto

(7.35) Z={neM+1,M+N]:n#0(p) VYp<Q}
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estan todos los primos que son mayores que (), por tanto
(7.36) T(M+N)—n(M)<Z+Q.

Como se excluye una clase por cada primo, h(p) =1/(p—1) =p~t+p~2+p~3 +... por tanto
h(q) es la suma de los inversos de todos los niimeros con los mismos factores primos que ¢, asi
pues

(7.37) SOEDS (1] —log @ + O(1).

q<Q q<Q

La cota (7.25) con Q = v/N/log N termina la prueba de (7.34).

Un Teorema de Linnik. Conjeturalmente los residuos y no residuos cuadraticos médulo
un primo p estan bien mezclados y el primer no residuo cuadréatico n(p) no deberia tardar
mucho en aparecer. De hecho se sabe [1] (ver también §9.2 [38]) que suponiendo la hipotesis
de Riemann generalizada se cumple n(p) < (logp)?. El mejor resultado incondicional en esta
linea es n(p) < p® para todo a > (16e)~1/2 y tiene més de 50 afios [7].

Linnik probé que fijado € > 0 existe C¢ tal que

(7.38) #{p <N : n(p) > N} < C..

Este resultado es uno de los que originaron la gran criba.

La demostracion se sale del esquema de los ejemplos anteriores pues emplearemos Z para
acotar el denominador de (7.25) en vez de ser al revés. Ademas ahora no se cribara con todos
los primos hasta () sino s6lo con los de

(7.39) P =#{p<Q : todon < N°es residuo cuadrético médulo p}.

En la practica esto es como poner w(p) = 0 para el resto de los primos en [2, Q).
Consideramos el conjunto

(7.40) Z= {n < N? : n no es no residuo moédulo p, Vp € 77}.

Igual que en el ejemplo de prueba con los cuadrados, excluir los no residuos conduce a h(p) =
(p—1)/(p+ 1). Notese que, a diferencia de los ejemplos anteriores, aqui el nombre de “gran
criba” esté justificado pues w(p) es comparable a p. El denominador de (7.25) para @ = N es

1
(7.41) Z h(q) > Zh(p) > g#{p <N : n(p) > N°}.
<N peP
Entonces (nétese que partimos del intervalo [1, N?] en vez de trabajar en [1, N])
2

(7.42) #{p<N :n(p) >N} < N7
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En Z estan todos los ntimeros de [1, N?] que tienen todos sus factores primos < N¢ porque los
primos de este tamafio son residuos cuadraticos modulo cualquier p € P (por definicion de P)
y el producto de residuos es residuo. Es posible dar una férmula asintética para los niimeros
con este tipo de factores primos, pero siguiendo §7.4 [32] utilizamos la desigualdad elemental:

(7.43) Z>#{n <N?: p< N¢ Vp|n} > #{mpipa...ppc1) < N? : N2 < p; < N}
que implica
(7.44) Z> > N > N?

bip2 .- - P21

NE—€2/2<pj <N¢
j=1,2,...[2¢71]

ya que la suma de los inversos de los primos en [N, N 5] con a < 3 es > 1. Sustituyendo en
(7.42) se obtiene (7.38).
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Capitulo 8

Ideas sobre el método del circulo

8.1. Introducciéon

Normalmente trabajar con congruencias es mas facil que trabajar con los enteros, por ello
seria conveniente poder considerar las soluciones enteras de una ecuacién como algin tipo de
“limite algebraico” de soluciones de congruencias. Cuando se logra tal cosa en teoria algebraica
de nimeros se dice que se tiene un principio local-global [36]. El ejemplo més conocido, y a decir
verdad uno de los pocos que existen, es el teorema de Hasse-Minkowski [4] que se aplica en el
contexto de las formas cuadraticas. En teoria analitica de ntimeros hay métodos que retoman
esta idea sin buscar en general expresiones exactas. Uno de ellos es el método del circulo, también
llamado método de Hardy-Littlewood pues fue desarrollado por estos dos matematicos en los
anos 20 y 30 del siglo XX.

El origen del método esta en un articulo de Hardy y Ramanujan en el que estudiaban la
funciéon particion p(n), que cuenta el ntmero de maneras en que n se puede escribir como
suma de enteros positivos permitiendo repeticiones y sin importar el orden. Con razonamientos
elementales [26] se llega a la siguiente expresion para su funciéon generatriz:

(8.1) Fz)=J] (1 =25 =14 p1)z+p(2)22 + p(3)2> + p(4)2* + ...
k=1

La formula integral de Cauchy permite despejar p(n) en funcion de F'(z) como

(82 o) = 5 | P

"~ 2mi

para cualquier curva C' C {|z| < 1} que sea la frontera de una region D que contiene al
origen. Gracias a (8.1) es posible aproximar F' cerca del “polo de orden infinito” en z =1y lo
mismo ocurre cerca de z = e(a/q), donde e(t) abrevia e2™ estando la cercania necesaria para
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sentir la singularidad en relaciéon con el tamano del denominador ¢. La funcién F' tiene muchas
simetrias, que provienen de cierta forma modular asociada, estableciendo relaciones entre los
valores de F' en diferentes puntos. Esta particularidad fue aprovechada por H. Rademacher [43]
para lograr una formula “exacta” para p(n) como una serie infinita cuyo término principal es

(4n\/3)"te™V 2n/3 " que ya habian obtenido Hardy y Ramanujan como asintética de p(n) (véase
[32, §20]).

Otras funciones generatrices no gozan de estas simetrias especiales y una curva C' cercana
a la circunferencia unidad queda dividida en arcos en los que el integrando se puede aproximar
bien por estar cerca de e(a/q) con g pequeno y otros en los que una aproximacion no es posible
vy se emplea una acotaciéon. Los primeros reciben el nombre de arcos mayores y los segundos,
arcos menores. Los adjetivos se refieren a su mayor o menor contribucién, no a su tamaio.

Hardy y Littlewood aplicaron esta idea, el método del circulo, a diversos ejemplos que aqui
abstraemos en el problema general consistente en dar una aproximacién asintética del namero
de representaciones, 7, (N), de un nimero N grande como suma de k elementos de un conjunto
B de enteros no negativos. Es decir, se busca una férmula asintética para

(8.3) re(N) = #{(b1, by, ..., by) € B¥ : N =by +by+---+b}.

El analogo de (8.2) es ahora

(8.4) rk(N):eri/c(beZszyzzzﬂ va que (%Zgzb)kzri)m(n)z".

En realidad podemos eliminar de B todos los niimeros mayores que N pues no contribuyen a
ri(IV), con ello nos libramos de la serie infinita, que causaba complicaciones en los trabajos de
Hardy y Littlewood y cuya razén de ser en el caso de las particiones era emplear las simetrias.
Entonces ) ;. p 2? es un polinomio y nada impide escoger C' como la propia circunferencia
unidad. Parametrizando z = e(x) nos olvidamos del uso artificioso de la variable compleja
en (8.4) y tomamos como punto de partida la sencilla igualdad:

(8.5) r(N) = /1 S*(x)e(—Nz)dz  con S(z)=> e(b)

beB

donde I es cualquier intervalo de longitud uno (si se prefiere, integramos en el toro unidimen-
sional T). Los arcos mayores seran ahora los subintervalos de I en los que tengamos una buena
aproximacion para S(z), de la que saldra un término principal; mientras que en el resto, los
arcos menores, conflamos en que acotaciones de la suma trigonométrica S(x) sean suficientes
para acumular su contribucién en un témino de error.

A partir de las propiedades de distribuciéon de los b € B en progresiones aritméticas (so-
luciones de congruencias) se extraen férmulas aproximadas para S(x) cuando z esté cerca de
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racionales con denominador moderadamente pequeno y por tanto estos conjuntos constitui-
ran los arcos mayores que generan el término principal. Es de esta forma cémo se traspasan
propiedades locales a una cuantificacion de ri(N).

A pesar de la generalidad en el planteamiento, aqui nos centraremos en el caso de sumas de
primos. La monografia [53] es una buena referencia para otros ejemplos y para el método del
circulo en general.

8.2. La serie singular

Para estudiar problemas del tipo de la conjetura de Goldbach, debemos escoger en (8.5)

(8.6) S(z) = Z e(px).

p<N

De esta forma 7 (V) sera el nimero de representaciones de N como suma de k primos.

De alguna forma, el teorema de los ntimeros primos afirma que la probabilidad de que n sea
primo es aproximadamente 1/logn. Por tanto para 2 muy cerca de cero deberia cumplirse

(8.7) Sy~ Y e(nz)

logn
1<n<N &

y de hecho no es dificil probarlo comprobando que ) (a, —1/logn)e(nz) es pequeno, sumando
por partes, donde a, =1y a,, = 0 si n es compuesto. Para simplificar la exposicion, excusando
el rigor, escribiremos la férmula menos precisa

D(x)

(8.8) S(z) = og N + error con D(x)= Z e(nz),
n<N

que equivale a la anterior cuando x es muy pequeno. Podemos entender que 1/log N proviene
de que la densidad de los primos hasta N es 7(N)/N ~ 1/log N.
Por otro lado, muy cerca por ejemplo de x = 1/2, la aproximacion debe ser

D(x—1/2
(8.9) S(z) = _(i)gN/) + error
simplemente porque todos los primos p # 2 son impares y por tanto e(pz) = —e(p(x — 1/2)).

Si x = 1/3, debemos considerar el hecho de que e(p/3) es e(1/3) 6 e(2/3) dependiendo de si
p=1(3) op=2(3). Como la “mitad” de los primos es de cada uno de estos dos tipos,
D(z —1/3)

(8.10) S(z) = (;gé?}\)f + ;f)g?f) D(x —1/3) + error = T TolgN -+ error.
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En general, el teorema de los niimeros primos en progresiones aritméticas asegura que los primos
estan equidistribuidos en cada una de las ¢(q) progresiones aritméticas moédulo ¢ que contienen
infinitos primos y procediendo como antes se llega a que muy cerca de la fraccion irreducible
x = a/q se cumple

(8.11) S(z) = gb(ql)t(l?)?g;ND(x —a/q) + error.

donde i(q) proviene de evaluar 3, . ;e(n/q) con (n,q) representando el méximo comin
divisor de n y q. De hecho en general se tiene la siguiente evaluacién de las llamadas sumas de
Ramanugan (32, §3.2]

T g

812) )= Y W= Y u(a=pu) 2D con o=
n=1
(n,q)=1

Por otro lado, la funcién D(z) es pequena si x no esta proxima a un entero, lo que sugiere

que no se pierde mucho aproximando f| (D(x))ke(—N x) dx por

z|<e
1/2 1 - o
(8.13) /_ (D(:r:))ke(—Nx) dx = / (D(ZU))ke(—Nx) dz = <]]j_ 11> - (kN—l)'

1/2 0

Teniendo esto en cuenta, al sustituir todas estas aproximaciones en (8.5) y descartar los
términos de error, se llega a

— N~ H(@e(=Na/q) [ Eor Ny o S A @g(=N) N
(8.14) q;(%l:l +(q) (og N F /O (D(z))"e(—Nz)d ; . _

Usando la evaluacion (8.12) y la multiplicatividad de las funciones de ¢ que aparecen en la
altima suma, no es dificil escribirla como

S (V)N _ (=D _=DF
(B15) G igegayr O SN = pl;lv (1 = 1)’“) };IV (1 - 1)’”)'

Es interesante notar que incluso si hay obstaculos insuperables para completar este analisis
con rigor, formulas como (8.15) nos dan mucha intuicioén acerca de lo que podemos esperar. En
otras palabras, el planteamiento del método del circulo es ttil incluso cuando no funciona.

A Gy(N) se le llama serie singular e incluye la informacion local (sobre congruencias).
Aunque la relacion local-global es mas evidente cuando se tratan sumas de potencias [32,
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§20.2], explicaremos como se manifiesta en (8.15). En nuestro caso, B en (8.3) es el conjunto
de primos y su analogo natural médulo ¢ son los ntimeros coprimos con ¢, es decir, el grupo de
unidades U(Z/qZ). La “densidad” de las soluciones locales es

- #{(n1,..., ) cCUZ/GZ)F - ny+---+np =N (mbd q)}
a o*(q)

Por otro lado, si seguimos el rastro a las expresiones que dieron lugar a la serie singular, se

(8.16) 5,

tiene
Sl 1 na\" Na
B0 s = 3N (5 X o) ol -5
g=1 a=1 n=1
(a,q)=1 (n,q)=1

(8.18) _ Z¢k1(q) DD e((m—i—..._;nk—N)a)

Empleando (8.12), la suma interior es ) u(g/d)d con la sumacion restringida a los d | ¢ tales
que ny + -+ +nxg = N (méd d). Cada n; € U(Z/dZ) corresponde a ¢(q)/P(d) elementos
en U(Z/qZ), entonces

o0

819) &N =Y e Sutasdyd- (50 s = Y uta/ayas.
g=1 dlq

¢*(q) =

Esta expresion es la suma de una convolucién de funciones multiplicativas, ademéas para g = p©,
w(g/d) = 0 excepto cuando d = p*~! o d = p®. Por tanto, con la definicién natural 6; = 0,

(8.20) Sr(N) = H Z (p™bpe —pa_lépa_1) = Hp5p.
p a=l1 P

Para la ultima igualdad se usa que los términos entre paréntesis son nulos si o > 1.

8.3. La divisién en arcos mayores y menores

Sin necesidad de poner en rigor las aproximaciones de la seccion anterior para S(z), vamos
a dar indicios de sus rangos de validez.

Pensemos por ejemplo en la aproximacion de S(z) para z = € proximo a cero. Sumando
por partes

N
(8.21) S(e) = Z e(pe) = m(N)e(Ne) — 271'2'6/1 m(t)e(et) dt.

p<N
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Por el teorema de los niimeros primos sabemos que 7(t) = Li(z) + O(t/(logt)?) para cualquier
B > 0 (hay un error mejor pero no muchisimo mejor y elegimos éste para simplificar). Entonces
el término de error en S(€) serda comparable a

N t eN?
8.92 dt .
(8.22) 6/2 (logt)B < (log N)B

Si queremos que esto sea de orden menor que 7w(N) que es la cota trivial para S(e), debe
cumplirse |¢|] < N~ (log N)4 para algiin A < B. En el caso S(a/q + €) se llega a una condicién
similar, con el agravante de que nuestro poco conocimiento sobre la uniformidad en el médulo
para primos en progresiones aritméticas sé6lo permite considerar ¢ menor que una potencia de
logaritmo de N (recuérdese el teorema de Siegel-Walfisz).

Notese que estas consideraciones a partir de (8.21) conducen a un término principal dema-
siado complicado. Al igual que en la demostracion del teorema de los nimeros primos la funciéon
que aparece naturalmente es ¢(z) en vez de m(z), aqui es técnicamente mas simple trabajar
con S*(z) = >, y(logp)e(pr). La aproximacion de S*(e) mediante D(e) da lugar a la ga-
nancia indicada de una potencia de logaritmo, mientras que la de S(e) mediante D(e)/log N,
sugerida en la seccién anterior, es mas débil. La situaciéon es paralela a las acotaciones de la
teorfa de la distribucién de los primos 1(r) < x/(logz)? para todo B > 0 mientras que

(z) — x/logx > z/(log x)?.

200
I\
4

”Z:;Mcm(%pr) H Z (log p)cos(27pz) It
(10g200) " > cos(2mn) Ii : pr
5 =200 r cos( 2mnx
0.0 N oby \j Mol = ooz
S(z) y D(x)/log N para N = 200 S*(xz) y D(z) para N = 200

Maés alla de la realizacién técnica, el analisis anterior sugiere que la elecciéon natural de los
arcos mayores es

(8.23) m = {0 <z<1l: |- g‘ < N~ Y(log N)4 con ¢ < (logN)A}

donde se entiende que a/q € [0, 1] es una fraccion irreducible. La medida de este conjunto es

(8.24) m <2 ) ZN (log N)A < 2N~!(log N)34
q<(log N)# a=1
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y por tanto tiende a cero cuando N — oco. En este céalculo se ha usado implicitamente que los
intervalos que componen los arcos mayores son disjuntos. Esto es elemental ya que para dos
fracciones irreducibles distintas

!/

1 _
.7 > — > (logN) 24> (log N)A

a a
8.25 ‘ z
(8.25) ”

Por otro lado, los arcos menores conforman el conjunto m = [0,1] — 9% y constituyen casi
todos los puntos en el sentido de la medida, puesto que |m| — 1 cuando N — co. No obstante,
esperamos que su contribucién sea menor que la del raquitico conjunto 9.

8.4. Aplicacién y limitaciones del método del circulo

El esquema del método del circulo responde a la formula
(8.26) re(N) = / SF(x) e(~Nz) dx + O(/ |S(z)|* d:n) = Ip + O(In)
m m

ya que, partiendo de (8.5), habiamos definido m como el conjunto donde no sabiamos aproximar
S(z) y por tanto no se puede aprovechar la oscilacion de e(—Nzx).

Para el caso de sumas de primos, la heuristica desplegada en relacién con la serie singular
funciona en los arcos mayores y entonces se tiene

& (N)Nk—l B (_1)k+1 (_1)k
G- iog e S =11 (1 - 1>'f> 11 (1 - 1>k-1>'

pIN p|N

(8.27) Ion ~

I.M. Vinogradov consiguié en 1937 utilizar incondicionalmente el método del circulo para
sumas de primos probando la acotacion:

1

(8.28) S(z) <<Nq71/2+N1/2q1/2+Ne*%”°gN para ‘w—g‘ < — con @ irreducible.
q q q

Todo x admite una aproximacion de este tipo por un teorema elemental de P.G.L. Dirichlet |26,
§11.3], con lo cual esta acotacion es general. De hecho ese teorema asegura que, fijado cierto @,
para cualquier z existe a/q con ¢ < @ tal que |z —a/q| < 1/¢Q. Si escogemos Q = N (log N)~4
tendremos (log N)4 < ¢ < Q para z € m y (8.28) implica

(8.29) S(z) < N(log N)~™4/2  para todo = € m.

Aplicando esta cota directamente obtenemos I, = (N k(log N )_Ak/ 2) que es terriblemente
malo porque supera a (8.27). En términos analiticos el problema es que estamos usando sélo
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una acotacion L™ para lograr una acotacion L* y eso no es buena idea, es mejor ayudarse
(interpolar) con otra acotacion LP. Sin tanta palabreria, empleando

(8.30) /0 S@)Pde = 3712 = n(N)

p<N

se tiene
1
(8.31) In < (N(log N)~/?)"? /0 |S(2)[* dz = O(N*~!(log N)~*)

para B arbitrariamente grande cuando A crece, siempre que k > 2. Entonces hemos probado

6k(N)Nk71
(k —1)!(log N )k

Nos hemos dejado fuera exactamente la (famosa) conjetura binaria de Goldbach. Las malas
noticias son que hay dificultades tedricas para alcanzarla.

Los términos e(px) en (8.6) no tienen ninguna razén por la que deban resonar para x ¢ Q y
es logico pensar que no difieren mucho de variables aleatorias independientes (aunque realmente
no lo sean). Por el teorema central del limite, la parte real e imaginaria de S(N)/m(N) cuando
N crece se deberian comportan como una distribucién normal lo que hace sospechar que no se
puede mejorar la acotacion S(zx) < N 1/24¢ ¢ es0 ya es demasiado grande como para tratar el
caso k = 2, la conjetura binaria de Goldbach. De hecho es logico, porque m difiere en tan poco
de [0, 1] que es demasiado optimista pensar que podemos mejorar el valor de fol |S(z)|? da.

Esta es una limitacién que aparece en el método del circulo para k = 2 siempre que B tenga
densidad positiva o densidad O((log N')™"), como en el caso de los primos, en los enteros [1, N].
Se dice que el método del circulo falla para problemas binarios, aunque este fenémeno va
mas alla del caso k = 2. Por ejemplo, tampoco podemos hallar la asintética del ntimero de
representaciones como suma de cuatro cuadrados, porque aunque k = 4 # 2, definiendo x =
n? 4+ n3, y = n3 + n? estamos resolviendo el problema binario = + y = N sobre el conjunto de
nimeros representables como suma de dos cuadrados, que tiene densidad O((log N )_1/ 2) [32,
p.24].

El fracaso del método del circulo en problemas binarios no significa que la contribucion
heuristica de los arcos mayores sea incorrecta, porque al estimar la contribuciéon de los ar-
cos menores mediante una cota superior estamos perdiendo el signo y es de esperar que al
integrar S?(x)e(—Nz) sobre los arcos menores haya mucha cancelacién aunque no sepamos
medirla.

(8.32) ri(N) ~ para k > 2.

8.5. El método del circulo de Kloosterman

H.D. Kloosterman en un famoso trabajo [33| superé la limitacion teorica del método del
circulo en cierto problema estudiando la cancelaciéon entre diferentes arcos menores. Visto de
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otra forma, fingié que no existian los arcos menores y probé que habia cierto grado de cance-
lacion de errores méas que una mera acumulacién de ellos.

El problema que traté Kloosterman esta relacionado con formas cuadraticas de cuatro
variables. Para dar una idea, aplicamos el método del circulo a sumas de cuatro cuadrados
partiendo de la formulacion con series infinitas analoga a (8.2)

1 > n2 tdz

La funcién entre paréntesis se relaciona tras un cambio de variable con la funcion clésica

(8.34) 0(z) = Y e(n’2).

n=—0oo

Una aplicacion ingeniosa de la formula de sumacion de Poisson tras dividir en progresiones
aritméticas [32, Lem.20.11], conduce a

a i X 1N G n2
(559 o+ 9= 5 3 (e mm))el- 5z

h=1

donde @ indica el inverso de a mdédulo gq.

Esta férmula permite estudiar §(w) con w cercano a a/q. Si —1/¢?z tiene parte imaginaria
grande (lo que requiere que ¢?z sea pequefio), la serie tiene un decaimiento exponencial y
s6lo el primer término es relevante. Por otro lado, si ¢?z es grande, hay muchos términos que
contribuyen significativamente a la serie anterior y no hay una asintética clara. En principio
deberiamos asociar esos valores a un arco menor. Kloosterman prob6 que hay cancelacién en
sumas del tipo

1 aM + aN

8.36 ’

(8.36) > (=)
(a,9)=1

hoy llamadas sumas de Kloosterman, y esta cancelacién es suficiente para conseguir que los
términos incontrolados sean absorbidos por el error cuando se suman las contribuciones de los
arcos correspondientes a un mismo denominador.

Aunque en la explicacion anterior la aparicion del inverso parece deberse a (8.35), la division
del circulo o del intervalo [0, 1] por medio de las fracciones de Farey (fracciones irreducibles con
denominador acotado) lleva aparejada intrinsecamente una relacion con la distribucion de los
inversos (véase |32, Prop. 20.7]).
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8.6. El método del circulo de Davenport y Heilbronn

Con cierta laxitud se califica como método del circulo a una variante aplicable a desigual-
dades diofénticas que s6lo emplea un arco mayor y no conduce a férmulas asintoticas. Fue
introducida por H. Davenport y H. Heilbronn en [15] al estudiar el nimero de soluciones A de

(8.37) ‘)\m% + Aon3 + \3n3 + \yn2 + )\5n§‘ <€ con 1<n; <N

donde A1, Ao, Az, A4, A5 son ntmeros reales no nulos fijados tales que no todos tienen el mismo
signo y algtn cociente \;/\; es irracional. Notese que ambas condiciones son necesarias para
que exista solucién con € arbitrariamente pequeno.

Tomando una funcién ¢ € C*°, 0 < ¢ < 1y con soporte incluido en el intervalo [—e€, €], la
formula de inversion para la transformada de Fourier ¢ asegura

oo . N
(8.38) N > / S1(x)S2(x)S3(x)S4(x)Ss(x)p(x) dx con S;(x) = Z e(n*\;x).
—00 n=1

Si |z| < N~2 esta claro que no es posible ir més alla de la estimacion trivial para S;, resultando
de ello

(8.39) N > C(e)N° . N2 +/ Sl(33)52(x)Sg(a:)S4(x)S5(x)ng3(x) dzx.

|z|>N—2

El anilisis se puede extender a N2 < x < N~! donde las fases f(n) = n?\x verifican
f'(n) < 1y la formula de sumacion de Poisson se aplica con éxito para aproximar S;(x). El
problema estd en saber qué ocurre mas alla del tnico “arco mayor” x < N 1A la larga, el
decaimiento de ¢ acabara con las dificultades pero éste sélo se manifiesta para > ¢! y el
rango N~! < x < e ! sigue siendo probleméatico. En dicho rango, S;(x) es de hecho grande
cuando \;x toma ciertos valores racionales, pero esta situacién no puede darse para todos los ¢
porque entonces \;/\; seria racional en contra de las hipotesis. Naturalmente los valores tales
que A\;x estd muy cerca de un racional (de denominador pequefio) son igualmente conflictivos y
en el argumento entra la fraccién continua (la mejor aproximacion racional) de A;/\; ¢ Q. En
cualquier caso, fuera del arco mayor la ventaja se consigue acotando el minimo de los |S;(z)| en
lugar de centrarse en uno en particular. El razonamiento preciso esta en el articulo original [15]
y en [14, §20]. Alli se muestra que para el Gltimo paso se necesita restringir N a cierta sucesion
de valores. Para ellos la contribuciéon del arco mayor es dominante y se tiene N' > C(e)N3, la
conclusién es entonces que el limite superior de N'N~2 no es nulo.
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Apéndice A
Programas

Para elaborar las figuras y tablas se han usado los siguientes programas escritos, salvo una
excepcion, para ser ejecutados con el software mateméatico SAGE:

Tabla de la pagina 1

def print_table(n):
print ’\t’,’pi(n) =’,prime_pi(n)
print ’\t’,’pi(n)/(n/log(n))-1 =’, ((prime_pi(n))/(n/log(n))-1).n()
print ’\t’,’pi(n)/Li(n)-1 =’, ((prime_pi(n))/Li(n)-1).n()

for k in range(1,6):

print 2xk
print_table (10~ (2*k))

Figuras de la pagina 4

# I cannot control the ticks. 0ld version?
# import matplotlib
# from matplotlib import ticker

HHAHSHSHHHH R

# FIRST PLOT #

S Y

P = 1ine([(-3,3),(1,3),(1,-3),(-3,-3)], thickness=3)

P += plot(3,x, -3,1, f£ill=-3, fillcolor=’red’, fillalpha=0.2, axes=False)
P += point((0,0), pointsize=80)
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# axes

P += 1line([(-3.2,0),(1.2,0)],color="black’, thickness=1)
P += 1ine([(0,-3.2),(0,3.2)],color="black’, thickness=1)
# text

T = text("$s=08%", (-0.4,0.3),fontsize=18)

T += text("$c$", (1.2,-0.3),fontsize=16)

T += text("$R$", (0.2,3.2),fontsize=15)

T += text("$-R$", (0.2,-3.3),fontsize=15)

T += text("$\mathcal{R}_1$", (-3,3.3),fontsize=18)

P+=T
P.set_axes_range(-3.3, 1.3, -3.3, 3.3)
show(P,aspect_ratio=1)

i

# SECOND PLOT #

HHHHH

P = line([(5,3),(1,3),(1,-3),(5,-3)], thickness=3)

P += plot(3,x, 1,5, £fill=-3, fillcolor=’red’, fillalpha=0.2, thickness=2, axes=False)

# axes
P += 1ine([(-0.2,0),(4.1,0)],color="black’, thickness=1)
+= 1ine([(0,-3.2),(0,3.2)],color="black’, thickness=1)

jav)

text

= text("$c$", (0.8,0.2),fontsize=16)

+= text ("$R$", (0.2,3.2),fontsize=15)

+= text("$-R$", (0.2,-3.3),fontsize=15)

+= text ("$\mathcal{R}_2%", (1.4,3.3),fontsize=18)

HHAaHAaA3#

P +=T
P.set_axes_range(-0.1, 5.1, -3.3, 3.3)
show(P,aspect_ratio=1)

Figuras de la pagina 14

# I cannot control the ticks. 0ld version?
# import matplotlib
# from matplotlib import ticker

HEHHHHH R
# FIRST PLOT #
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HEHHHHHH

1b = 0.6

ub = 0.9

f = log(1+ ( exp( (1-x)"(-1) ) - exp( (1-1b)~(-1) ) )/1)

P = plot(f(x=ub), x, ub, 1, fill=-f(x=ub), fillcolor=’red’,

fillalpha=0.2, axes=False, thickness=0)
P += plot(f, x, 1lb, ub, £fill=0, fillcolor=’red’, fillalpha=0.2, axes=False)
+= plot(-f, x, 1lb, ub, £fill=0, fillcolor=’red’, fillalpha=0.2, axes=False)
P += point((0.7,0), pointsize=80)

jav)

# axes
Q = 1ine([(0.49,0),(1.01,0)],color="black’, thickness=1)
Q += line([(0.5,f(x=ub)),(0.5,-f(x=ub))],color="black’, thickness=1)

# text
T = text("$1/2%", (0.45,-0.5),fontsize=16)
T += text("$1%", (1.02,-0.5),fontsize=16)

Q+=T
show(P+Q, figsize=[3.5,8])

HHHHHHAHEHEHSRS
# SECOND PLOT #
HEHH
1b = 0.6
ub = 0.9
f = log(1+ ( exp( (1-x)~(-1) ) - exp( (1-1b)~(-1) ) )/1)
P plot(f(x=ub), x, ub, 1, fill=-f(x=ub), fillcolor=’red’,
fillalpha=0.2, axes=False, thickness=0)
P += plot(f, x, 1lb, ub, £fill=0, fillcolor=’red’, fillalpha=0.2, axes=False)
P += plot(-f, x, 1b, ub, fill=0, fillcolor=’red’, fillalpha=0.2, axes=False)
P += point((0.7,0), pointsize=70)
print f(x=ub)

Il

1b = 0.75
ub = 0.912
f = log(1+ ( exp( (1-x)"(-1) ) - exp( (1-1b)~(-1) ) )/4 )
P += plot(f(x=ub), x, ub, 1, fill=-f(x=ub), fillcolor=’red’,

fillalpha=0.2, axes=False,thickness=0)
P += plot(f, x, lb, ub, £fill=0, fillcolor=’red’, fillalpha=0.2, axes=False)
P += plot(-f, x, 1b, ub, £ill=0, fillcolor=’red’, fillalpha=0.2, axes=False)
P += point((0.82,0), pointsize=70)
print f(x=ub)

1b = 0.85

ub = 0.9217

f = log(1+ ( exp( (1-x)~(-1) ) - exp( (1-1b)~(-1) ) )/16 )

P += plot(f(x=ub), x, ub, 1, fill=-f(x=ub), fillcolor=’red’, fillalpha=0.2, axes=False,
thickness=0)
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P += plot(f, x, 1lb, ub, £fill=0, fillcolor=’red’, fillalpha=0.2, axes=False)
P += plot(-f, x, 1b, ub, £ill=0, fillcolor=’red’, fillalpha=0.2, axes=False)
P += point((0.915,0), pointsize=70)

print f(x=ub)

1b 0.95

ub 0.950007

f = log(1+ ( exp( (1-x)"(-1) ) - exp( (1-1b)~(-1) ) )/64 )

P += plot(f(x=ub), x, ub, 1, fill=-f(x=ub), fillcolor=’red’, fillalpha=0.2, axes=False,
thickness=0)

P += plot(f, x, 1lb, ub, £fill=0, fillcolor=’red’, fillalpha=0.2, axes=False)

P += plot(-f, x, 1b, ub, £fill=0, fillcolor=’red’, fillalpha=0.2, axes=False)

P += point((0.97,0), pointsize=70)

print f(x=ub)

show(P+Q, figsize=[3.5,8])

Tabla de la pagina 20

# PRIMES REPRESENTED 2x~2+7y~2=p, 2x~2+7y~2=2p

def q1(p):
y=1
while p>=7*yx*y:
if is_square( (p-T*y*y)/2 ):
return True
y +=2
return False

def q2(p):
y=2
while 2¥p>=T7x*y*y:
if is_square( (2*p-T*xy*y)/2 ):
return True
y +=2
return False

N = 100
shi = [1,9,15,23,25,39]
for i in range(N):
for j in shi:
p = j+56%i
if is_prime(p):
print p,’-->?,
if qi(p):
print ’I°
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elif q2(p):

print ’II’
else:

print ’ERROR’

Figuras de la pagina 22

# Restricted Fundamental Domain and generators

x= var(’x?)

HHHHFHFHH RS

# FIGURE 1 #

HHSHSHHHHSHY

up_1=3 #upper limit

P = 1ine([(-0.8,0),(0.8,0)], thickness=1)

P += plot(sqrt(1-x~2),x, -1/2,1/2, fill=up_1, fillcolor=’blue’,
fillalpha=0.2, axes=False,thickness=0)

P += line([(-0.5,up_1),(-0.5,0.866)], thickness=3)

P += 1ine([(0.5,up_1),(0.5,0.866)], thickness=3, linestyle=’--’)

P += plot(sqrt(1-x~2),x, -1/2,0, axes=False, thickness=3)

P += plot(sqrt(1-x~2),x, 0,1/2, axes=False, thickness=3, linestyle=’--’)

P += point((0,1), pointsize=50)

# text

T = text("$\mathcal{D}$", (-0.65,up_1),fontsize=18)

T +=text ("$\\frac{-1+i\\sqrt{3}}{2}$", (-0.5,0.65), fontsize=18)

T +=text ("$\\frac{1+i\\sqrt{3}}{2}$", (0.5,0.65), fontsize=18)

T +=text("$i$", (0,1.2), fontsize=18)

P+=T

show(P,aspect_ratio=1)

HHHHFHFHH RS

# FIGURE 2 #

HHAHSHSHH RS

up_1=4 #upper limit

P = line([(-0.5,up_1),(-0.5,0.866)], thickness=3)

‘o ‘u o

jav)

+
+
+

+=
+=

line([(0.5,up_1),(0.5,0.866)], thickness=3)

line([(1.5,up_1),(1.5,0.866)], thickness=3)

plot(sqrt(1-x~2),x, -1/2,1/2, fill=up_1, fillcolor=’blue’,
fillalpha=0.2, axes=False,thickness=3)

plot(sqrt(1-x~2),x, -1/2,1/2, axes=False, thickness=3)

plot(sqrt(1-(x-1)~2),x, 1/2,3/2, fill=up_1, fillcolor=’blue’,
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fillalpha=0.2, axes=False, thickness=3)
P += plot(sqrt(1-(x-1)-2),x, 1/2,3/2, axes=False, thickness=3)
P += arrow((0, .4+up_1/2), (1, .4+up_1/2), color=’black’, width=4)

# text
T = text("$T$", (0.7,.1+up_1/2+.45),fontsize=20, color=’black’)

P+=T
show(P,aspect_ratio=1)

HHHHF R R RS

# FIGURE 3 #

#H SRS

up_1=3 #upper limit

P = line([(-1.1,0),(1.1,0)], thickness=1)

P += plot(sqrt(1-x~2),x, -1/2,1/2, fill=up_1, fillcolor=’blue’,
fillalpha=0.2, axes=False, thickness=3)

+= line([(-0.5,up_1),(-0.5,0.866)], thickness=3)

+= line([(0.5,up_1),(0.5,0.866)], thickness=3)

+= plot(sqrt(1-x~2),x, -1,-1/2, axes=False, thickness=2, linestyle=’--’)

+= plot(sqrt(1-x~2),x, 1/2,1, axes=False, thickness=2, linestyle=’--’)

‘o ‘u 'u o

o
+
I

arrow((-0.2, 0.5), (0.88,1.47), color=’black’, width=4)
P += arrow( (0,2),(0, 0.3), color=’black’, width=4)

# text
T = text("$S$", (-0.18,0.35),fontsize=20, color=’black’)

P+=T
show(P,aspect_ratio=1)
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= 10
=7
bxsqrt(1-x~2/a"2)
plot(f,x,-a,a, thickness=4)
+= plot(-f,x,-a,a, thickness=4)
+= line([(-a-1,0),(a+1,0)],color="black’)+1line([(0,-b-1),(0,b+1)],color="black’)
for i in range(-a,a+1):
for j in range(-b,b+1):
if (ixi/a~2+j*j/b~2)<1:
¢ += point((i,j), pointsize=10)
c=c+line([(i-1/2,j-1/2), (i+1/2,j-1/2), (i+1/2,j+1/2),
(i-1/2,j+1/2), (i-1/2,j-1/2)]1, thickness=1)

O 0 o0 Hhoe
1]
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show(c, aspect_ratio = 1, axes=False)

Figura de la pagina 35

# Plot a periodic partition of the unity multplied by cos(pi*x)

x= var(’x?)
# spline conecting (-3/2,0), (-1/2,1), (1/2,1), (3/2,0)
def m_spline(x):

if x72>2.25: return O

if x>0: x=-x

if x>-0.5: return 1

x += 1.5

return 6*x~5-15%x"4+10%x"3

return (3-2*x)*x"2

s_width = 0.12

def phiO(x):
return cos(pi*x)*m_spline(x/s_width/2)

def phil(x):
return cos(pi*x)*m_spline((x-1)/s_width/2)

def m_psi(x):
if x< -0.5:
x +=2
return cos(pi*x)-phiO(x)-phil(x)

def m_psie(x):
if x>1: return O
return m_psi(x)

P = plot(cos(pi*x), x, -1, 1.5, linestyle=’--’, thickness=1)

P += plot(phiO, x,-0.5, 1.5, thickness=3, color=’red’)

P += plot(phil, x,-0.5, 1.5, thickness=3, color=’green’)

P += plot(m_psie, x,-1, 1.5, thickness=3, color=’blue’)

P += plot(m_psi, x,1, 1.5, linestyle=’--’, thickness=3, color=’blue’)
# text

T = text("$y=\cos(\pi x)$", (-0.51,-0.9),fontsize=16)

T += text("$\phi_0%", (0.2,1),fontsize=18)

T += text("$\phi_18$", (1.2,-1),fontsize=18)

T += text("$\psi$", (-0.9,0.15),fontsize=18)
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P+=T

show(P, figsize=[8,3])
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# Plot exponential sums

def plot_exps(N,f):
L=1[
X, y=0,0
for k in range(1,N+1):
x += cos( (2*pi*f(k)).n() )
y += sin( (2*pi*f(k)).n() )
L.append( [x,y] )

P = list_plot(L, pointsize=10)
show(P,aspect_ratio=1)

def plot_numbers(alp,N):
L = [ (sqrt(n)/pi/alp*sin(2*pi*alp*sqrt(n)),
sqrt(n)/pi/alp*cos(2*pi*alp*sqrt(n))) for n in range(N)]
T =line(L)
# T +=list_plot(L)
for n in range(len(L)):
T += text(n, L[n],fontsize=12)
show(T, aspect_ratio=1, axes=False)

#plot_numbers(0.5,200)

def fi(n):
return n~(3/2)

def f2(n):
return n~(1/2)

def £3(n):
return n~(1/2)/2

N = 300
N = 500
#plot_exps(N,£3)
#plot_exps(N,£2)
plot_exps(4*N,f1)
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# Exponent pairs

def A(p):
return ( p[01/(pl01+1)/2, (plOl+p[11+1)/(pl0I+1)/2 )

def B(p):
return ( pl[1]-1/2, p[0]+1/2 )

L= []

# L.append( [ "B", B([0,11) 1)

L.append( [ "trivial", A([0,1]) 1)

L.append( [ "$AB$", A(B([0,11)) 1)

L.append( [ "$A~2B$", A(A(B([0,11))) 1)

L.append( [ "$ABA~2B$", A(B(A(A(B([0,11))))) 1)
L.append( [ "$A~3B$", A(ACA(B([0,11)))) 1)

L.append( [ "$A~4B$", A(ACACA(B([0,11))))) 1)
L.append( [ "$A~2BA~2B$", ACA(B(ACA(B([0,11)))))) 1)
L.append( [ "$ABABA~2B$", A(B(A(B(ACA(B([0,11))))))) 1)
1_points =[]

for item in L:
1_points.append( item[1] )

P = list_plot(l_points, pointsize=25)
P += line(sorted(l_points), thickness=1)
for item in L:
P += text(item[0], (item[1][0]+0.0025, item[1][1]+0.015),fontsize=15,
horizontal_alignment=’left’)

P.set_axes_range(-0.01, 0.18, 2/3, 1.01)
show (P)
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# This file is automatically created by goldbach.c

r2 = [
10804,16400,8320,9742,18760,11902,8750,16266,8084,8122,

40112,15874,17518,29044,15064,19518,29342,14494,15064,43700]

N = 2%len(r2)
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P = list_plot(zip(range(N,2%N,2), r2), pointsize=1)
show(P, figsize=[15.8,10])

show(P, figsize=[31.6,20])

/*

This is goldbach.c

# r_2(n) for Goldbach in [N,2N)
*/

/*
run a.out > plot_goldbach.sage

*/

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <time.h>
#include <math.h>

/*
primes.h = Table of prime numbers
*/

#include "primes.h"
#define N 1000000

int f_pi(int n){
int i=0, k=0;
while( primes[i]l<= n){
++k;
++i;
}

return k;

int main(int argc, char **argv)
{

int i,j,n;

int r2[N]={0};

int limit = f_pi(2xN);

for(i=1;i<limit; ++i){

for(j=i;j<limit; ++j){
n = primes[i] + primes[j] -N;
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if ( (n>=0)&& (n<N) ){

r2[n]+=2;
}
}
}
// for(i=0;i<N; i+=2)
// printf ("r2[%d]l=Vd\n",i+N,r2[i]);

printf("# This file is automatically created by goldbach.c\n\n");
printf("r2 = [");

for(i=0;i<N-2; i+=2){
if ( (i%20)==0 ) printf("\n\t");
printf ("%d,",r2[i]);

}

printf ("%d]\n\n",r2[N-2]);

printf ("N
printf ("P

2xlen(r2)\n\n");
list_plot(zip(range(N,2*N,2), r2), pointsize=1)\n\n");

printf ("show(P, figsize=[15.8,10])\n\n");
printf ("show(P, figsize=[31.6,20])\n\n");

return EXIT_SUCCESS;
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#

# Plot an approximation of Beurling Selberg function in [-a,al

#

N
a =
L
for

1]

+=

‘U 'u ‘U ‘O

+=

1000 # number of knots

3
(]

n in range(-N,N):

z = (10~-6+a*n/N ).n()

s (2xz+1) /z/z

for k in range(1,101):
s += (1/(z-k)~2-1/(z+k)"2)
s *= (sin(pi*z)/pi)~2

L.append(s.n())

list_plot( zip(srange(-a,a,a/N),L), plotjoined=True, thickness=3)

+= 1ine([(0,1),(a,1)], thickness=1.5, color=’green’)

line([(-a,-1),(0,-1)], thickness=1.5, color=’green’)
point ((0,0), color=’green’, pointsize=20)
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show(P, figsize=[8,4])
# show(P)

# approximate beurling
def app_beurling(x):
# scaling
x = 2%N*(x+a)/2/a
if x<0: return -1
if x>len(L)-1: return 1
n = floor(x)
return L[n]*(n+1-x)+L[n+1]*(x-n)

# approximate characteristic function of [-1/2,1/2] with \delta = 1/4
def app_c_fp(x):

al = -1/2
a2 = 1/2
delta = 1/4

return (app_beurling((x-al)/delta) + app_beurling((a2-x)/delta) )/2

def app_c_fm(x):

al = -1/2
a2 = 1/2
delta = 1/4

return -(app_beurling((al-x)/delta) + app_beurling((x-a2)/delta) )/2

P = plot(app_c_fp, x, -1.5,1.5, thickness=2)

P += plot(app_c_fm, x, -1.5,1.5, color= ’red’, thickness=2)

P += line([(-1.5,0),(-1/2,0),(-1/2,1),(1/2,1),(1/2,0),(1.5,0)],
thickness=1.5, color=’green’)

show( P, figsize=[8,4])
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# FIRST FIGURE
def rota( x,y ):

alpha = -15%pi/180
return (cos(alpha)*x-sin(alpha)*y, sin(alpha)*x+cos(alpha)*y)

# vector
corr = 0.1
P = arrow((0,0), rota(4+corr,6+corr), color=’red’, width=4, arrowsize=10)

# axes
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jav Bl v]

+= 1line([(0,0),rota(0,10)], thickness=2)
+= 1line([(0,0),rota(10,0)], thickness=2)
+= 1ine([(0,0),rota(-3.5,-3.5)], thickness=2)

# projections

P += 1ine([(0,0),rota(0,8)], color=’black’, thickness=4)

P += 1ine([(0,0),rota(6,0)], color=’black’, thickness=4)

P += 1ine([(0,0),rota(-2,-2)], color=’black’, thickness=4)

#frame

P += line([rota(0,8),rota(6,8),rota(4,6),rota(-2,6),rota(0,8)], color=’black’,

P

O ‘U 'Y H

H*

linestyle=’--’, thickness=2)
+= line([rota(4,6),rota(4,-2),rota(6,0),rota(6,8)], color=’black’,

linestyle=’--’, thickness=2)
+= line([rota(-2,6),rota(-2,-2),rota(4,-2)], color=’black’,

linestyle=’--’, thickness=2)

points

+= point([rota(0,8)], color=’black’, size=90)
+= point([rota(6,0)], color=’black’, size=90)
+= point([rota(-2,-2)], color=’black’, size=90)

text
+= text ("$\\vec{n}$", rota(2,4.3),fontsize=30, color=’black’)

show(P,aspect_ratio=1, axes=False)

# SECOND FIGURE

# vector

corr = .1

P = arrow((0,0), (7+corr,1), color=’red’, width=4, arrowsize=10)
# axes

# P += 1ine([(0,0),(10,0)], thickness=2)

P += 1ine([(0,0),(10,0.5)], thickness=2)

P += 1ine([(0,0),(90/sqrt(82),-10/sqrt(82))], thickness=2)

P += 1ine([(0,0),(70/sqrt(53),20/sqrt(53))], thickness=2)

#

projections

#P += 1line([(0,0),(7,0)], color=’black’, thickness=4)

P

P
P

+= 1ine([(0,0), (70.5%(10+corr/2.11)/100.25,70.5%(0.5+corr/2.11)/100.25)1,
color=’black’,thickness=4)

+= 1ine([(0,0),(51%7/53,51%2/53)], color=’black’, thickness=4)

+= 1line([(0,0), (62%9/82,62%(-1)/82)], color=’black’, thickness=4)

#frame
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#P += line([(7,0),(7,1)], color=’black’, linestyle=’--’, thickness=2)

P += 1ine([(70.5*(10+corr/2.11)/100.25,70.5%(0.5+corr/2.11)/100.25),(7,1)1,
color=’black’, linestyle=’--’, thickness=2)

P += 1line([(51%7/53,51%2/53),(7,1)], color=’black’, linestyle=’--’, thickness=2)

P += 1line([(62%9/82,62%(-1)/82),(7,1)], color=’black’, linestyle=’--’, thickness=2)

# points

P += point([(70.5%(10+corr/2.11)/100.25,70.5%(0.5+corr/2.11)/100.25)],
color=’black’, size=90)

P += point([(51%7/53,51%2/53)], color=’black’, size=90)

P += point([(62%9/82,62%(-1)/82)], color=’black’, size=90)

# text
P += text("$\\vec{n}$", (7.6,1.1),fontsize=30, color=’black’)

show(P,aspect_ratio=1, axes=False)
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N = 200

prim = prime_range(1,N)

delta = 1/log(N)

Pdir = plot(dir, x, -4/N, 4/N, color=’red’, thickness=2)
delta =1

Pdir2 = plot(dir, x, -4/N, 4/N, color=’red’, thickness=2)

def s(x):
su = 0.0
for p in prim:
su += cos(2*pi*p*x)
return su

def s2(x):
su = 0.0
for p in prim:
su += log(p)*cos(2*xpi*p*x)
return su

# Dirichlet kernel from 1 to N
def dir(x):
return delta*(sin(2*pix(N+1/2)*x) - sin(pi*x) )/2/sin(pi*x)

# FIRST PLOT
= cputime()
plot(s, x, -4/N, 4/N, thickness=2)

O ot
1]
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P += Pdir
te = " $\\sum_{p\\leq "+str(N)+"F\\cos(2\\pi px)$"
P += text(te, (-5/N,0.9%s(0.001)), fontsize=14, horizontal_alignment="left")
te = " $(\\log "+str()+")~{-1F\\sum_{n\\leq "+str()+"F\cos(2\\pi nx)$"
P += text(te, (-5/N,0.6%s(0.001)), fontsize=14,

horizontal_alignment="left", color=’red’)
P.show()

print cputime(t)

# SECOND PLOT

t = cputime()
P = plot(s2, x, -4/N, 4/N, thickness=2)
P += Pdir2
te = " $\\sum_{p\\leq "+str(N)+"}(\\log\ p)\\cos(2\\pi px)$"
P += text(te, (-5/N,0.9%s2(0.001)), fontsize=14, horizontal_alignment="left")
te = "\n\n $\\sum_{n\\leq "+str(N)+"}\\cos(2\\pi nx)$"
P += text(te, (-5/N,0.6%*s2(0.001)), fontsize=14,
horizontal_alignment="left", color=’red’)
P.show()

print cputime(t)
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