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2 CAPITULO 5. CONVERGENCIA DE SUCESIONES DE FUNCIONES HOLOMORFAS

La nocién natural de convergencia de sucesiones de funciones holomorfas es la de
la convergencia uniforme sobre compactos. Decimos «natural»en el sentido de que
ésta es la nocién de convergencia (casi minima) de la que se deriva que los limites
heredan propiedades que comparten los términos de las sucesiones. Para este fin, la
convergencia en cada punto se quedaria corta, mientras que la convergencia uniforme
sobre todo el dominio seria una exigencia excesiva.

Estudiaremos primero esa nocién de convergencia uniforme sobre compactos en la
situacion general de sucesiones de funciones continuas, para, a continuacién, abordar
el estudio de las sucesiones de funciones holomorfas.

Para un dominio © en C denotaremos por C(£2) al conjunto (espacio vectorial,
anillo, dlgebra) de las funciones continuas en 2 con valores complejos, y por H(2) al
subconjunto (subespacio vectorial, subanillo, subdlgebra) de las funciones holomorfas
en 2.

El teorema fundamental de convergencia para sucesiones de funciones holomorfas
es el teorema de Weierstrass que afirma que si (f,)n>1 €s una sucesién de funciones
holomorfas en un dominio €2 que converge uniformemente sobre compactos de ) a
una funcién f, entonces esta funcién limite f es asimismo holomorfa en €. En breve,
recordaremos, lector, la demostracién de este resultado.

El plan (etiquetado con conspicuos artistas) de este capitulo es el siguiente:

1. AscoLi-ARZELA. Estudiar con detalle la convergencia uniforme sobre com-
pactos para funciones continuas. Destaca aqui el teorema 5.9 de Ascoli—Arzela,
que caracteriza los conjuntos en C(£2) que con la topologia asociada son relati-
vamente compactos.

2. WEIERSTRASS. Demostrar el teorema de Weierstrass al que hemos aludido mas
arriba, teorema 5.14, y su variante para series de funciones holomorfas.

3. HurwiTz. Detallar, en el apartado 5.4, algunos teoremas de herencia para su-
cesiones de funciones holomorfas, en otros términos, exhibir conjuntos cerrados

relevantes de H ().

4. MoONTEL. Estudiar el teorema de Montel, teorema 5.32, que caracteriza las
familias relativamente compactas de funciones holomorfas.

5. MARTY Y MONTEL-CARATHEODORY. Finalmente, se aborda el andlisis de
la convergencia de sucesiones y la normalidad de familias de funciones me-
romorfas, con la caracterizacién de Marty de la C-normalidad y el teorema
de Montel-Carathéodory sobre la normalidad de la familia de las funciones
holomorfas que omiten dos valores fijos.

Nuestro interés por las familias de funciones en C(2) y en H(2) relativamente
compactas o compactas estriba en que su caracterizaciéon permite anticipar si los
supremos de ciertos funcionales definidos en C(Q2) y en 7(£2) son en realidad méximos,
es decir, si se alcanzan, para, si es el caso, por argumentos variacionales estudiar las
propiedades de ese méximo. Ese serd el enfoque, por ejemplo, de la demostracion del
teorema de la aplicacién de Riemann.
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5.1. Espacio de funciones continuas en un dominio §2 3

I’ Nota 5.0.1. &1 Quizas el lector, inquietamente inquisitivo, se pregunte por qué estudiamos el
espacio C(f2), en general, y por qué no, en una larga cambiada economicista, no se invocan referencias
externas de, por ejemplo, andlisis funcional o topologia general o de andlisis, para resultados como
el teorema de Ascoli-Arzela. Es una cuita metodoldgica (casi logistica) razonable. Nuestra principal
razon es que resulta muy instructivo analizar y entender el papel de la holomorfia de la férmula de
Cauchy para pasar de la nocién de compacidad (relativa) en C(2) a la de H(€2). Otra es que, por
sf mismo, el teorema de Ascoli-Arzela es un resultado 1til y elegante, y es ésta una oportunidad
tan buena como otra para apreciarlo. Y otra, hemos de admitirlo, una cierta inveterada lealtad a la
tradicion '

5.1. Espacio de funciones continuas en un dominio {2

Definicién 5.1 Sea (f,)n>1 una sucesién de funciones en C(2) y sea f una funcién
definida en 2. Decimos que (f;,)n>1 converge uniformemente sobre compactos
de ) a f si para todo compacto K C 2 se tiene que

lim_sup |f.(2) = £()| = 0.

n—oo zeK

La funcién limite f de la sucesion (fy)n>1 C C(€2) es necesariamente continua en
todo punto de . Para comprobarlo, fijemos z € Q y € > 0. Tomemos un disco D(z, )
tal que cl(D(z,7r)) C €. Por convergencia uniforme sobre el compacto cl(D(z,r)),
podemos fijar un entero N > 1 tal que

|fv(w) — f(w)| <e/3, paratodo w € cl(D(z,7)) .

Como fx es continua en z € (O, existe 6 > 0 (que tomamos ya tal que 0 < r) de
manera que

|fv(w) — fn(2)] <e/3, para todo w € D(z,6).

Por tanto, para como D(z,d) C D(z,r), para w € D(z,7) se cumple que

[f(w) = f(2)| < [f(w) = fn(w)| + | fn(w) = fn ()] + [fn(z) = ) <€,

que nos permite concluir que f es continua en el punto z y, por tanto, en todo 2.

Con suma frecuencia en lo que sigue, sobre todo para demostrar propiedades que
el limite hereda de los términos de la sucesién, se usard una argumentacioén similar a
la que acabamos de emplear: para comparar los valores de una cierta funcién limite f
en dos puntos z y w, se usa una funcién préxima fy que se compara con f en z y
en w y cuyos valores en z y w se comparan entre si.

Definicién 5.2 Sea (f,)n>1 una sucesién de funciones en C(2) y sea f una funcién
definida en €. Decimos que (fy)n>1 converge puntualmente a f si se tiene que

lim f,(z) = f(z), paratodozé€ .

n—o0
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4 CAPITULO 5. CONVERGENCIA DE SUCESIONES DE FUNCIONES HOLOMORFAS

La convergencia uniforme sobre compactos implica la convergencia puntual, por-
que si (fn)n>1 converge uniformemente sobre compactos a una cierta funcién f en-
tonces, en particular, f(z) = lim,_,~ fn(2) para todo z € €, pues para cada z € )
se tiene que el conjunto {z} es un compacto en €.

EJEMPLO 5.1.1 La convergencia puntual no basta para la convergencia uniforme
sobre compactos.

La sucesién de funciones continuas en D dada por fp(z) = (1 — |2))", n > 1,
y z € D, converge puntualmente a la funcién f tal que f(0) = 1y f(z) = 0 si
0 < |z| < 1. La convergencia, sin embargo, no es uniforme sobre compactos de Dj
observe el lector, por ejemplo, que la funcién limite f no es continua. &

La nocién maés exigente de convergencia es la convergencia uniforme sobre todo
el dominio.

Definicién 5.3 Una sucesion (fn)n>1 de funciones de C(§2) converge uniforme-
mente en () hacia una funcion f (necesariamente en C(2)) si

lim sup| f, (=) — £()| = 0.

n—oo 20

Por supuesto, si se tiene convergencia uniforme en todo {2 se tiene convergencia
uniforme sobre compactos de €.

EJEMPLO 5.1.2 La convergencia uniforme sobre compactos no basta para la conver-
gencia uniforme.

Consideremos, por ejemplo, la sucesién de funciones en C(D) dada por f,(z) = 2",
para z € D y entero n > 1. La sucesién (f,)n>1 converge a la funcién constan-
te 0 uniformemente sobre compactos. Veamos. Si K es un compacto contenido
en D entonces existe r € (0,1) tal que K C D(0,r). Para cada n > 1 se tie-
ne que sup,ex | fn(2)| < sup.ep(o) [fn(2)| = r™. Por tanto, como r < 1, se tiene
limy, 00 SUP,c i | fn(2)] = 0.

Sin embargo, como para cada n > 1 se tiene que sup,cp | fn(2)| = 1, la sucesién f,
no converge a la funcién 0 uniformemente en D. &

Para una sucesién (f,),>1 de C(2) y para una funcién f € C(2), la notacién
Q
f n — f
significard que la sucesién (f,)n>1 tiende a f uniformemente sobre compactos de 2.

Convergencia uniforme sobre compactos como espacio métrico

La mera definicion de convergencia uniforme sobre compactos exige una compro-
bacién para cada compacto contenido en €2, lo que supone una cantidad no numerable
de verificaciones. Pero en realidad:
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5.1. Espacio de funciones continuas en un dominio §2 5

Lema 5.1 Una sucesion de funciones (fn)n>1 de C(2) converge uniformemente so-
bre compactos a f siy solo si (fn)n>1 tiende a f uniformemente sobre discos cerrados
cl(D(z,7)) C Q con centros z con coordenadas racionales y radios r racionales.

DEMOSTRACION. Si K es compacto K C €2, entonces K se puede cubrir con un
nimero finito de discos D(w, s) donde w € €2 tiene coordenadas racionales y donde s
es un numero racional con 0 < s < dist(w, 92). De la convergencia uniforme en cada
cl(D(w, s)) se deduce la convergencia uniforme sobre K. El reciproco es obvio, pues
los discos cerrados contenidos en €2 son compactos de §2. |

Nuestro siguiente objetivo es dotar al espacio C(€2) de una distancia D de manera
que la convergencia uniforme sobre compactos de €2 equivalga a la convergencia en
el espacio métrico (C(2), D).

Vamos con ello.

1) Para cada K compacto K C €2, definimos el funcional px: C(Q2) — [0, +0o0)
mediante

pr(f) = max{[f(2)|;z € K}.

Obsérvese que para f,g € C(2) se tiene que

pr(f +9) <pr(f) +prK(9),

y que ademds, si A € R, entonces px (A f) = |A| pr (f).
Note lector que para (fn)n>0 C C(Q) y f € C(2) se tiene que f, converge
uniformemente hacia f sobre un compacto K C §2 cuando n — oo si y solo si

pK(fn_f)_>O-

2) De cada px nos interesa si se hace 0 o si es préximo a 0. Si este es nuestro
interés, podemos usar en lugar de px(f) a min(1,px(f)), o también a px(f)/(1 +
pr(f)), que tienen la ventaja de que son expresiones acotadas (por 1) y que se anulan
cuando se anula pg(f).

Definimos el funcional gx : C(2) — [0,1) (con valores en [0, 1))

pr(f)
QK(f):#K(f)'

Si f,g € C(£2), entonces
ax(f +9) < ax(f) +ax(g) -

Esto 1ltimo se sigue de que si x,y > 0 entonces

r+y < x n Y
l+z+y ~ 1+az 14y’

y de que z € [0,400) — x/(1 + ) es creciente.
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6 CAPITULO 5. CONVERGENCIA DE SUCESIONES DE FUNCIONES HOLOMORFAS

Note lector que para (fn)n>0 C C(Q) y f € C(Q2) se tiene que f, converge
uniformemente hacia f sobre un compacto K C {2 cuando n — oo si y solo si

qr(fn—f) = 0.

Pertrechados con los funcionales ¢ y con el objetivo de definir esa distancia D
que hemos anunciado, pasamos ahora a considerar la coleccién numerable K de discos
cerrados de centros racionales y con radios racionales que estdn contenidos en el
dominio 2. Escojamos una enumeracién/ordenacién (Kj;);>1 de K.

Obsérvese que f, SN [ siy solo si para cada j > 1 se tiene que limy, ;00 Pk, (fn —
f) =0 siy sdlo si para cada j > 1 se tiene que lim, o gk, (fn — f) = 0.
Querriamos amalgamar todos los gx; en una sola expresion, digamos @), de ma-
nera que Q(f, — f) — 0 equivaliera a que qx;(fn — f) — 0 para cada j > 1.
Definimos, para cada f € C(Q2),

Observe, lector, que () no es una expresién canodnica, pues depende de la ordenacién o
enumeracién de los K. Si cambiamos la ordenacién de K obtenemos un funcional @
distinto.

I’ Nota 5.1.1. &1 Sitomdsemos como definicién de Q a @(f) = sup, qx; (f), tendriamos que
@( fn — f) — 0 equivaldria a que f, tiene a f uniformemente sobre todo €2, y no tan sélo sobre
compactos de £ como buscamos. De hecho Q(f) = § < 1 equivale a sup{|f(z)|: z € Q} < §(1 —9).

Si tomédsemos como definicién de Q a Q(f) = Zj gk, tendriamos Q(f) = +oo para ciertas

fec®) )

Para los usos que siguen se podria reemplazar en la definicién de Q) a la sucesion
de coeficientes positivos 1/27 por cualquier otra sucesién de términos positivos cuya
suma fuera finita.

Con la presente especificacién (x) del funcional @ se tiene que 0 < Q(f) < 1 para
cualquier f. Ademas, si f,g € C(f2) entonces

QUf +9) <Q(f) +Q(g).

Lema 5.2 Sea (fn)n>1 una sucesion en C(2) y sea f € C(2). Entonces fn RN f si
y sdlo si limy, o0 Q(frn — f) = 0.

DEMOSTRACION. Para cualquier m > 1 se tiene que

() ol — 1) < QU Z% fa= )+ g

Si Q(fn — f) — 0 entonces, por (), se tiene que ¢, (fn — f) — 0 para cada
m > 1y, por tanto, se tiene convergencia uniforme sobre cada compacto K,, € K vy,

por tanto, sobre cada compacto K C €2 y, por consiguiente, f, N I
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5.1. Espacio de funciones continuas en un dominio ) 7

Si fy RN f entonces gk, (fn — f) — 0 para cada j > 1. Fijemos m > 1; de (f) se
deduce que

limsup Q(fu — f) < —

)
n—oo 2m

y como esto es valido para todo m > 1, se deduce que
lim Q(fn — f) =0,
n—oo
como se queria probar. |

Provistos de este funcional ), ya estamos en disposicion de definir una distan-
cia D en C(Q2) cuya topologia asociada es justamente la de la convergencia uniforme
sobre compactos.

Definicién 5.4 Para f,g € C(Q2) se define D(f,g) = Q(f — 9).

Observe, lector, que la distancia D es invariante por traslaciones: D(f+h, g+h) =
D(f, g) para cualesquiera f,g,h € C().

Como recogemos en el siguiente lema, la distancia D da en C(2) la topologia de
la convergencia uniforme sobre compactos. Insistimos en que una reordenacion de la
familia /C nos daria una distancia D distinta.

Lema 5.3 D define una distancia en C(Q). Una sucesion de funciones (fn)p>1 en
C(Q) converge a una funcion f € C(Q2) en el espacio métrico (C(2), D) si y solo si
Q

DEMOSTRACION. La segunda parte se sigue del lema 5.2 y de que D(fp, f) — 0
equivale a que Q(f, — f) — 0.

Obsérvese que D(f,g) > 0y que D(f,g) = D(g, f) para cualesquiera f, g € C(Q).
Ademas, si D(f,g) = 0, entonces Q(f — g) = 0, de donde f = g en cada K; y por
tanto f = g en todo Q.

La desigualdad triangular de D se sigue de que si f, g, h € C(f2), entonces

D(f,h)=Q(f —h)
=Q((f—9)+(@—h) <Q(f —9)+Q(g—h) =D(f,9)+ D(g,h). n

Observe, lector, que el didmetro del espacio C(2) con la distancia D es 1.

. . v . . i

El siguiente lema, pura consecuencia de que convergencia uniforme sobre com:
pactos de € equivale a convergencia en (C(£2), D) es un espacio métrico, es un criterio
muy util.

Lema 5.4 Para verificar que una sucesion ()52, converge uniformemente sobre
compactos hacia una funcion f € C(Q), basta comprobar que cualquier subsucesion de
(fn)oo, admite una (sub-) subsucesion que converge uniformemente sobre compactos
hacia a f.
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8 CAPITULO 5. CONVERGENCIA DE SUCESIONES DE FUNCIONES HOLOMORFAS

DEMOSTRACION. Por contradiccién. Si (f,)22; no tendiera hacia f, existirfa una
subsucesién (fp, )52, v 0 > 0 tal que

D(fn,,f) >0, paratodok>1.

Pero, entonces, de esta (fy, )72, no se podria extraer una subsucesion que convergiera
a f. ]

Terminologia de familias. En el presente contexto, para referirse a conjuntos de
funciones en H(€2) es tradicional usar el acogedor término de familia. Por ejemplo,
la familia de funciones en H(2) que son inyectivas o la familia de funciones en H(2)
que no se anulan o ...

Ya puestos, usaremos este término de familia también para subconjuntos de C(£2).

'S Nota 5.1.2. &l En ciertos otros contextos se usa el término mds militante de «clase», en
lugar del de «familia*, tan entrafiable, como la clase S de las funciones holomorfas e inyectivas en D,
normalizadas por f(0) =0y f'(0) =1 A

5.1.1. Familias relativamente compactas y familias compactas

Nos interesara en lo que sigue estudiar muy principalmente aquellas familias F de
C(2) (y sobre todo de H(2)) que son relativamente compactas, es decir, aquellas
familias cuya clausura en el espacio métrico (C(2), D) es compacta.

Tome nota, lector, de que como C(2) es espacio métrico, una familia F C C(12)
es relativamente compacta si y sélo si de cualquier sucesion (fy)n>1 de F se puede
extraer una subsucesién convergente a una funcién de C(2), aunque ese limite no
necesariamente sera de la familia F.

Una familia compacta es una familia cerrada y relativamente compacta.

Advierta, lector, que una familia F C C(€2) es compacta si y sélo si de cualquier
sucesién (fp)n>1 de F se puede extraer una subsucesién convergente a una funcién
de F.

El siguiente ejemplo ilustra y anticipa el porqué de nuestro interés en las familias
relativamente compactas.

EJEMPLO 5.1.3  Funcion holomorfa definida en un dominio Q) con valores en D y
con madxima derivada en un punto dado zg € Q.

Fijemos zp € Q y consideramos la familia F de funciones en H({2) tales que
f(Q) CDy que f(z) = 0.

I’& Nota 5.1.3. =1 Quizés esta familia se reduzca a las constantes. Este es el caso, por ejemplo,
cuando 2 = C\ A donde A es un conjunto finito de C, como consecuencia del teorema de singularidad
evitable y del teorema de Liouville '

Nos interesa obtener la funcién f € F para la que |f’'(z0)| sea méximo. Como
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5.1. Espacio de funciones continuas en un dominio §2 9

sabemos, por el lema de Schwarz, para cada f € F se tiene que
|f'(20)] < 1/ dist(z0,09).

Esto nos dice que L = supsc | f'(20)| es finito, de hecho, L < 1/ dist(z9, 99).

En la discusién que sigue anticiparemos liberalmente resultados y argumentos
que detallaremos en lo que sigue.

Podemos encontrar una sucesion dentro de la familia F, digamos (fy)n>1 tal que

lim, 0 | f1(20)| = L.

Como consecuencia del teorema de Montel (que discutiremos mds adelante, véase
el teorema 5.32), se tiene que la familia F es relativamente compacta, asi que ex-
trayendo una subsucesién convergente (uniformemente sobre compactos) podemos

suponer que fj I f, donde f es una funcién holomorfa en 2.

Por convergencia puntual (que se sigue de que f, I f), se tiene que |f(z)| =
lim,, o0 | fn(2)| para cada z € Q, y, por tanto, que f(£2) C cl(DD).

Asimismo de que f, 2, f se sigue (esto es parte del teorema de convergencia de

Weierstrass) que f) LN [y, por tanto, que |f'(z9)| = L. Si L > 0, entonces f no es
constante y f(€2) C D, por el principio del médulo maximo. Asi que obtenemos una
funcién f € F para la que se tiene méxima derivada. Esto ayudard! a identificar f,
o alguna de sus propiedades, con argumentos variacionales. &

El teorema 5.9 de Ascoli-Arzela da un criterio practico para decidir si una familia
en C(Q2) es relativamente compacta. El teorema 5.32 de Montel adapta el criterio de
Ascoli-Arzela para familias de #(2).

5.1.2. Equicontinuidad y acotacién uniforme (sobre compactos)

En este apartado discutimos dos propiedades de familias de C(2):

A. acotacién uniforme sobre compactos,
B. equicontinuidad sobre compactos,

que son ingredientes esenciales del anunciado teorema de Ascoli-Arzela.

A. Acotacion uniforme sobre compactos

Definicién 5.5 Una familia F de funciones de C(2) se dice uniformemente aco-
tada sobre compactos de {2 si para todo compacto K C € se tiene que

sup pr(f) < +oo.
feF

En otros términos, la familia F es o estd uniformemente acotada sobre compactos
sty solo si para todo compacto K C § existe una constante Cx tal que

|f(2)] < Ck, paratodoze€ K ytodo f € F.

Ya se sabe que la existencia es una buena virtud. jSalve, Anselmo!
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10 CAPiTULO 5. CONVERGENCIA DE SUCESIONES DE FUNCIONES HOLOMORFAS

Puesto que cada compacto se puede cubrir con un nimero finito de discos ce-
rrados contenidos en (), la definiciéon de familia uniformemente acotada sobre com-
pactos no se ve alterada si en ella substituimos los compactos generales por discos
cerrados (contenidos en 2). Con este mismo razonamiento, se comprueba que una
familia F esta uniformemente acotada sobre compactos si y solo si estd localmente
uniformemente acotada, es decir, si para todo z € §) existe un radio positivo
r < dist(z,00) tal que F estd uniformemente acotada en D(z,r), es decir,

sup{|f(w)] : w € D(z,r), f € F} < +0.

Lema 5.5 Toda familia F relativamente compacta en C(2) estd uniformemente aco-
tada sobre compactos.

DEMOSTRACION. Por reduccion al absurdo: supongamos que F no est4 uniformemen-
te acotada sobre compactos. Entonces existe un compacto K C Q) y para cadan > 1
una funcién f,, € F y un punto z, € K tal que |f,(z,)| > n. Como F es relativamen-
te compacta podemos suponer (extrayendo una subsucesion si acaso fuera necesario)

que fn LN g, para una cierta g € C(2), en particular que lim,, o pr (fr, — g) = 0.
Ahora

Como lim, o pr(fn, — g) = 0, por convergencia uniforme sobre el compacto K y

como limy, o0 | frn(2n)| = +00, concluimos que lim,, o |g(2,)| = +00. Esto supone,
claro, una contradiccion pues afirma que la funcién continua g no estd acotada en el
compacto K. [ ]

EJEMPLO 5.1.4  Una familia de C(Q2) que estd uniformemente acotada sobre com-
pactos pero que mo es relativamente compacta.

Tomemos 2 = C, y para cada n > 1 definamos la funcién continua f,(z) =
min(1,|z|"), para z € C.

Como familia F tomamos la propia sucesién (fy)n>1. Obviamente F esta uni-
formemente acotada sobre compactos, pues, de hecho, estd uniformemente acotada
en médulo por 1 en todo C. La sucesién f, converge puntualmente a la funcién h

dada por
1 si|z|>1
TORS St
0, sifz|<1.
Como el tnico limite uniforme sobre compactos posible de cualquier subsucesion de

(fn)n>1 es la funcién h, que no es continua, deducimos que ninguna tal subsucesién
de (fn)n>1 tiene limite. En conclusion, la familia F no es relativamente compacta.ée

Definicién 5.6 Se dice que una familia F de C(Q2) es o estd puntualmente aco-
tada si

sup |f(z)| < 400, paratodo z € Q.
fer
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5.1. Espacio de funciones continuas en un dominio §2 11

Obviamente, toda familia uniformemente acotada sobre compactos esta puntual-
mente acotada.

EJEMPLO 5.1.5 Una familia puntualmente acotada pero que no estd uniformemente
acotada sobre compactos.

Tomamos como 2 = C.
Para cada n > 1 definimos la funcién

L1 1 +
fdz)zn(;—’g—z’) , para todo z € C.

Cada f, es una funcién continua en todo C.

Tome nota lector de que la funcién f,, se anula fuera del disco D(1/n,1/n) y que
en el centro de ese disco vale f,(1/n) = n.

Sea F la familia F = {f,;n > 1} conformada por las funciones f,.

La familia F no estd uniformemente acotada sobre compactos de C, puesto que
fn(1/n) =n, paran > 1.

La familia F estd puntualmente acotada. Veamos. Si z # 0, entonces f,(z) = 0,
para n > 1/(2|z|), y por tanto, supsex |f(2)| = sup,>1 |fn(2)| < +00; mientras que
para z = 0, tenemos que f,(0) =0, para cada n > 1.

Observe, lector, que la sucesién (gy)n>1 de funciones continuas en C dadas por

1 +
gn(2) = n2<ﬁ - |z|) , paraz e Cyenteron>1,

andloga a la anterior, jverdad, lector?, a) no estd uniformemente acotada sobre
compactos puesto que g,(0) = n, para n > 1, b) estd puntualmente acotada en
todo z # 0 pues para n > 1/|z| se tiene que g,(z) = 0, ¢) y, claro, z = 0 no esta
puntualmente acotada, pues de nuevo, g,(0) = n, para n > 1. &

B. Equicontinuidad sobre compactos

Definicién 5.7 Una familia F de funciones en C(2) se dice equicontinua sobre
compactos de {2 si para todo compacto K C Q y todo € > 0 existe 6 = §(K,e) >0
tal que

|f(2) — f(w)] <e, paratodo f € Fy cualesquiera z,w € K, |z —w| <J.

Toda funcién f € C(€2) es automaticamente uniformemente continua sobre cada
compacto K C ). La equicontinuidad exige que las cotas de continuidad uniforme
(sobre K) de todas las funciones de la familia F sean las mismas.

Por mor de mantener paralelismo y consistencia con la terminologia de la aco-
tacién uniforme podria hablarse (pero no lo haremos) de familia uniformemente
uniformemente? continua sobre compactos. O, alternativamente, referirnos a la aco-
tacién uniforme sobre compactos como equiacotacién sobre compactos (que tampoco
seguiremos).?

2Sic, doble “uniformemente”. A rose is a rose is a rose.
3 Adherencia incondicionalmente leal a la tradicién terminolégica, .. .casi siempre.

VARIABLE COMPLEJA 1T —versién preliminar, 14 de febrero de 2018 — jos L. FERNANDEZ



12 CAPiTULO 5. CONVERGENCIA DE SUCESIONES DE FUNCIONES HOLOMORFAS

Al igual que en el caso de la acotacién uniforme, para verificar la equicontinuidad
sobre compactos basta restringirse a los discos cerrados contenidos en 2 (propiedad
a lo que nos referimos, tan sélo durante unas lineas, como equicontinuidad sobre
discos cerrados). Pero la comprobacién de esta simplificacién no es ahora tan directa
como en lo fue en el caso de la acotacion y la recogemos en el lema siguiente.

Lema 5.6 Sea F una familia en C(Q2). Si la familia F es equicontinua sobre discos
cerrados contenidos en ) entonces F es equicontinua sobre compactos.

Un compacto se cubre con un nimero finito de discos, en cada uno de los cuales
se tendria equicontinuidad: todo lo que hay que verificar es que si dos puntos de K
son préoximos entonces han de pertenecer a un tnico disco de esos discos. Esta es la
idea. Vamos con ella.

DEMOSTRACION. Sea K compacto K C §2. Tomemos d = dist(K, Q) > 0. Como

K c | D(z4d/3),
zeK

vy K es compacto podemos hallar z1, 22, ..., 2, € K tales que

() Kc|JD(z,d/3).
Jj=1

Sea ahora € > 0. Por hipétesis de equicontinuidad, para cada uno de los discos
cl(D(z5,2d/3)) podemos elegir 6; > 0 tal que si z, w € cl(D(zj,2d/3)) y si |z —w| < 0;
entonces

(xx) |f(z) = f(w)] <e, paratodo feF.

Tomamos ahora § = min (d/3, mini<j<,{d;}).

Sean ahora z,w € K con |z — w| < §. Para completar la demostracién vamos a
comprobar que |f(z) — f(w)| < e, para cualquier f € F.

Por () tenemos que z € D(z;,d/3) para algin j con 1 < j <ny como |z —w| <
d/3, tenemos entonces que w € D(z;,2d/3).

Como ademas |z—w| < § < dj, por (xx) tenemos finalmente que | f(2)— f(w)| < e,

para cualquier f € F. [ |
De hecho, con ese mismo argumento se comprueba que una familia F C C(Q2) es

equicontinua sobre compactos si y sélo es localmente equicontinua, es decir, si
para todo a € Q existe un r > 0, tal que F es equicontinua en el disco D(a, ).

Lema 5.7 Toda familia F de C(Q2) relativamente compacta es equicontinua sobre
compactos de €.
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DEMOSTRACION. Si la familia F no fuera equicontinua sobre compactos, existiria un
compacto K C Q, un ¢ > 0, dos sucesiones (z,)n>1 ¥ (wn)n>1 de puntos de K con
limy, o0 |2n, — wp| = 0 y una sucesién (f,),>1 de funciones de F tales que

| fa(2n) = fa(wn)| > €.

Como F es relativamente compacta podemos suponer (extrayendo una subsuce-

sién si fuera menester) que f, N f para una cierta f € C(Q).

Como K es compacto, podemos suponer (tomando subsucesiones si fuera menes-
ter) que ambas sucesiones (zp)n>1y (Wn)n>1 SOn convergentes, necesariamente a un
mismo punto a € K, pues limy,,_,~ |2, — wy| = 0.

Para cada n > 1, se tiene

|f(zn) = f(wn)] > |fn(2n) = falwn)| = 2pK(fn — ) = € = 2pk(fn — ) -
Como f, N f, se tiene que lim,_,~ px (fn — f) = 0y, por tanto, se deduce que

liminf | f(z,) — f(w,)]| > €,

n—0o0

que contradice la continuidad de f en a. |

EJEMPLO 5.1.6 Familia de C(Q2) equicontinua sobre compactos, pero no relativa-
mente compacta.

La familia de las funciones constantes es, obviamente, equicontinua sobre com-
pactos, pero no es relativamente compacta, pues, por ejemplo, ninguna subsucesion
de la sucesién f, =n donde n > 1 tiene limite (en C(2)). s

La siguiente proposicién resultard particularmente 1til en ocasiones; sera, por
ejemplo, un ingrediente bésico en la demostracion del teorema de Ascoli—Arzela.

Proposicién 5.8 Sea F una familia en C(?) equicontinua sobre compactos y (fn)2
una sucesion de F tal que lim,, o fn(2) existe en C para cada z € ).
Definamos una funcion g en Q mediante g(z) = lim, oo fn(2). Entonces

fn =9,
y, en particular g € C(£2).

En otros términos, para familias equicontinuas sobre compactos la convergencia
puntual y la convergencia uniforme son equivalentes.

DEMOSTRACION. Fijemos un compacto K C €. Veamos que (f,,)5°; converge uni-

forme a g en K. Como esto serd valido para todo tal compacto, la prueba estard
completa.
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14 CAPITULO 5. CONVERGENCIA DE SUCESIONES DE FUNCIONES HOLOMORFAS

Denotemos por d a la distancia d = dist(K, 9€2). Como K es compacto, tenemos
que d > 0.

Sea € > 0. Por equicontinuidad sobre compactos, existe § > 0, que podemos
tomar ya menor que d, tal que

‘fn(z)—fn(w)’§€, si z,w € K con |Z_w‘§5-

Cubramos K con un numero finito de discos de radio § y con centros en K,
digamos D(a;,d), con 1 < j < M, de manera que K C U]A/il D(aj,d).

Sea w € K y digamos que w € D(aj,d) con 1 < j < M, entonces para enteros
1 < n < m, se tiene que

[fn(w) = fm(w)| < |fa(w) = frlag)] + [ fnlag) = fm(ay)| + [fim(a;) — fm(w)]
<2+ |fn(aj) - fm(aj)| .

Si hacemos m 1 +00, se deduce que

|[fn(w) = g(w)| < 2 + [ fnla;) — g(a;)]-

Por tanto, para todo n > 1, se tiene que
- <2 { ) —gla;)|.
sup [fn(w) —g(w)] < 26 + méx |fn(a;) —g(a;)]

Para cada 1 < j < M, como lim,,_,« fn(a;) = g(a;), tenemos un entero N; > 1
tal que
[fnla;) —g(aj)| <e, sin=Nj.

Asf que si N = maxi<;<y Nj, se cumple que

sup |fn(w) — g(w)| < 3e, paratodon > N.
weK

Por consiguiente, la sucesién (f,)72; converge a g uniformemente sobre el compac-
to K, como se queria demostrar. ]
5.1.3. Teorema de Ascoli—Arzela

El teorema que da titulo a este apartado nos proporciona una caracterizacién
eficiente de la compacidad relativa en C(£2).

Teorema 5.9 (Teorema de Ascoli—Arzela.) Para una familia F de C(Q2), las
tres propiedades siguientes som equivalentes:
1) F es relativamente compacta,

2) F estd uniformemente acotada sobre compactos y es equicontinua sobre com-
pactos,

3) F esta puntualmente acotada y es equicontinua sobre compactos.
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Obviamente 2) es formalmente més fuerte que 3). Los lemas preparatorios 5.5
y 5.7 ya nos dan que 1) implica 2). Asi que resta probar que 3) implica 1). Nétese
asimismo que la proposicién 5.8 ya da que 3) implica 2).

En la demostracion usaremos el siguiente “argumento” diagonal a la Cantor.

Lema 5.10 (Argumento diagonal) Supongamos que tenemos una matriz infinita
Z={z(i,j) : 1 <i,1 < j} de nimeros complejos tales que

sup|z(i, j)| < 400, para todo j > 1.

i>1
Entonces podemos hallar un conjunto infinito N de enteros positivos que son indices
de filas de manera que

lim z(n,j) existe, para cada j > 1.
neN;
n—oo

La hipdtesis sobre Z es que cada una de sus columnas es una sucesion acotada.
La conclusion sobre Z es que se puede seleccionar una sucesiéon de filas de manera
que, tras quedarnos sélo con esas filas de Z, todas las columnas de Z convergen.

Si hay tan sélo un ntmero finito k£ de columnas, el enfoque es natural: como
los valores de la primera columna estdn acotados, podemos elegir N7 infinito tal
que la primera columna restringida a las filas con indices en A7 converja. De esa
sucesion de filas N7, podemos extraer Ay infinito, No C N7 tal que la segunda
columna restringida a N3 sea convergente. Y asi sucesivamente: NV, C --- C Ny, y
nos quedamos con las filas con indice en Nj, = ﬂ?zl Nj.

Cuando hay infinitas columnas este procedimiento puede dejarnos con las manos
vacias al final, si lo seguimos a pies juntillas. Por ejemplo, si la primera sucesién de
filas V] la forman las de posicién par, y la segunda sucesién N3 las de posicién par
dentro de la primera, y la tercera N3 las de posicién par dentro de la segunda, y asi
sucesivamente, cuando se llevan n columnas el procedimiento ha dejado sélo las filas
que tienen indice multiplo de 2™. Y ﬂ]‘?’;lj\/} = 0.

Pero no hay por qué ser tan rigidos en la seleccién de la sucesién de filas.

DEMOSTRACION DEL LEMA 5.10. Aplicamos el procedimiento que acabamos de des-
cribir: extraemos, como hemos indicado, una sucesién de conjuntos infinitos de en-
teros positivos

Nl DNQ DNgD"' )
de manera que para cada j > 1, es decir, para cada columna, se tiene que
(2(n,7))nen; converge.

Si M = ﬂ;’ilj\f] fuera un conjunto infinito, ya habriamos terminado, pues nos
quedariamos con las filas de indice en M. Veamos. Para cada j > 1 se tendria
que (2(n,j))nem es una subsucesién de (z(n,7))nen; ¥ por tanto (2(n, j))nem seria
convergente.
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Pero, como hemos apuntado antes, pudiera ocurrir que esta interseccién fuera
vacia.

El truco diagonal consiste en formar un conjunto (infinito) N tomando el primer
elemento de N7, el segundo de A3 y asi sucesivamente.

Ahora, para cada j > 1, la sucesién (z(n, j))nen es subsucesion de (z(n, j))nen
desde n = j en adelante, aunque no desde n = 1. Esto nos basta para asegurar que
(2(n,j))nen es convergente.

Y esto es todo. [ |

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 5.9. S6lo resta probar que 3) implica 1).

Suponemos que la familia F cumple la condicién 3). Sea ( f,,)n>1 una sucesion ex-
traida de F; queremos demostrar que existe una subsucesion de (fy)n>1 que converge
uniformemente sobre compactos.

El plan es el siguiente: a) la proposicién 5.8 nos dice que basta comprobar con-
vergencia puntual, b) el argumento diagonal nos permite obtener una subsucesién
que converge puntualmente en cada punto de cualquier conjunto numerable prefija-
do, y que aqui tomaremos denso en (2, y ¢) la equicontinuidad y la densidad, nos
permitiran finalmente pasar de la convergencia puntual sobre el conjunto denso a la
convergencia puntual en cada punto de 2.

Vamos con ello.

Tomamos un conjunto D denso y numerable en 2. Como para cada d € D, la
sucesion (f,(d))22, estd acotada, el argumento diagonal de Cantor, lema 5.10, nos
permite suponer (extrayendo una sucesién que seguimos denotando como f, por
pura economia notacional que el lector agradecerd) que para cada d € D la sucesién
(fn(d))22, converge.

Vamos a demostrar que para todo z € € la sucesién (f,(2))n>1 converge.

Esto ya completa la demostracién, pues basta apelar (con firmeza no exenta de
carino) a la proposicién 5.8 para concluir que, entonces, la (sub-)sucesion (fy)n>1
converge uniformemente sobre compactos.

Fijemos z € Q. Basta probar que (f,(2))n>1 es una sucesién de Cauchy.

Tomemos r > 0 tal que cl(D(z,7)) C Q. Démonos un £ > 0, para usarlo en la
verificacién de que (fn(z))n>1 es de Cauchy.

Como la familia F es equicontinua sobre compactos, existe 6 > 0 (que podemos
tomar, y tomamos, § < r) tal que si a,b € cl(D(z,r)) son tales que |a — b < ¢
entonces

|fn(a) — fn(b)| <e/3, paratodon >1.

Como D es denso, podemos tomar d € D tal que |z — d| < §. Como la sucesién
(fn(d))22, es convergente, podemos elegir N tal que

‘fn(d)_fm(d)’ <¢/3, paratodon,m>N.
Pero, entonces, para todo n,m > N

[fn(2) = fm(2)] < |fn(2) = fuld)] + | fuld) = fin (D) + [fn(d) = fm(2)| < e.
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Por consiguiente la sucesién (f,(2))22, es de Cauchy y por tanto, convergente,
como queriamos ver. |

Obsérvese que como corolario de la demostracién se obtiene el siguiente resultado,
que mejora asaz ligeramente la proposicién 5.8:

Corolario 5.11 Sea D un conjunto denso en Q y F una familia de C(§2) equiconti-
nua sobre compactos. Si (fn)n>1 €s una sucesion de F tal que para todo d € D existe
el limite de la sucesion (fn(d))n>1, entonces la sucesion (fn)n>1 converge en C(2),
es decir, converge uniformemente sobre compactos de §2.

EJEMPLO 5.1.7 Fijemos un dominio §). Consideremos la familia U C C(§2) de
funciones u diferenciables con diferencial continua y tales que

lu(2)| + ||Vu(2)|| < 1, para todo z € 2.

La familia U es relativamente compacta.

La familia I/ estd uniformemente acotada sobre todo 2. Veamos que U es equicon-
tinua sobre un disco D(a,r) cualquiera contenido en 2. Para z,w € D(a,r) tenemos
que

u(z) —u(w)| < méx |[Vu)|| |z —w| < [z —w|,
be[z,w)

donde [z, w] denota el segmento que conecta z con w que yace en D(a, ) y, por tanto,

en Q. &

Teorema de Ascoli—Arzela, general

El teorema de Ascoli-Arzela, tal cual se ha enunciado y verificado, se aplica al
espacio C de funciones continuas definidas en un dominio €2 y con valores en C.

Pero una revisiéon de la demostracion confirma, lector, que podemos sustituir C
por un espacio métrico (Y,dy) arbitrario y a © por un espacio métrico (X,dx)
separable. La separabilidad de X se precisa para disponer de una sucesién densa
en X sobre la que aplicar el argumento diagonal, y también para que la convergencia
uniforme sobre compactos se puede metrizar.

Denotamos por C(X,Y) al espacio de las funciones continuas de X en Y.

= Decimos que una sucesién (fp)p>1 C C(X,Y) converge a f € C(X,Y) uni-
formemente sobre compactos si para cualquier compacto K C X y cualquier
€ > 0 existe un entero N > 1 tal que

dy (fu(x), f(x)) <e paratodox € Kyn>N.

En C(X,Y) se puede definir una distancia D de manera que (fy)n>1 converge
a f uniformemente sobre compactos si y s6lo si lim, oo D(f,, f) = 0. Por
supuesto la convergencia uniforme sobre compactos es una nocién local y los
compactos se pueden reemplazar en la definicién por discos cerrados.
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Decimos que una familia F C C(X,Y) es equicontinua sobre compactos si para
todo compacto K C X y para todo € > 0 existe § > 0 tal que

dy (f(xz1), f(z2)) <e, paratodo x1,x2 € K tales que dx(x1,22) < 9.

La equicontinuidad es, de nuevo, una nocién local, y en su definicion los com-
pactos se pueden reemplazar por discos cerrados.

Decimos que una familia 7 C C(X,Y’) estd4 puntualmente acotada si para todo
x € X se tiene que

{f(x): f€F} esrelativamente compacto en Y .

Decimos que una familia 7 C C(X,Y") estd uniformemente acotada sobre com-
pactos si para todo compacto K C X el conjunto

{f(z):z € K, f e F} esrelativamente compacto en Y.

De nuevo, en este definiciéon se pueden reemplazar los compactos por discos
cerrados.

Inasequibles al desaliento, tras tanto «decimos», formulamos:

Teorema 5.12 (Teorema de Ascoli—Arzela, general) Para una familia F de
C(X,Y), las tres propiedades siguientes son equivalentes:

1) F es relativamente compacta,

2) F estd uniformemente acotada sobre compactos y es equicontinua sobre com-

pactos,

3) F esta puntualmente acotada y es equicontinua sobre compactos.

Un caso particular muy relevante para ciertos usos posteriores, véase el apar-

tado 5.6, es aquel en el que el espacio Y es compacto. En ese caso, la acotacion
uniforme y la acotacién puntual son inmediatamente validas para cualquier familia

F CC(X,Y):

Teorema 5.13 (Teorema de Ascoli-Arzela, rango compacto) Si el espacio
métrico Y es compacto, para una familia F de C(X,Y) son equivalentes:

1) F es relativamente compacta,

2) F es equicontinua sobre compactos.
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5.2. Convergencia de sucesiones de funciones holomor-
fas

Pasamos ahora a considerar funciones holomorfas en 2. Recordemos que #H(2)
denota el conjunto de funciones holomorfas en el dominio €.

Teorema 5.14 (Teorema de convergencia de Weierstrass) Sea (fy)n>1 una su-
cesion de funciones holomorfas en €.

St fn 1N f, entonces el limite f es una funcion holomorfa en Q.

. Q
Ademds, en ese caso, fl = f'.

En otros términos, el teorema de convergencia de Weierstrass afirma que #H((2)
es un conjunto cerrado de C(€2) (con la topologia de la convergencia uniforme sobre
compactos) y que la operacién de derivacion f +— f de H(€2) en H () es una funcién
continua (con la susodicha topologia).

Como contraste, y como bien sabe el lector, para funciones reales, el limite uni-
forme de funciones derivables no tiene por qué ser derivable:

1

Dibujo 5.1. h(z) = /(n2? +1)/(n + 1).

DEMOSTRACION. Ya sabemos que f € C(f2).
Para verificar que f es holomorfa en € vamos a comprobar que si cl(D(zg, 7)) C €,
entonces la funcién f cumple la férmula integral de Cauchy en el disco D(z, r).
Tomemos un margen de seguridad s tal que r < s < dist(zg, 0€2).
Cada f,, es holomorfa en 2. Por tanto, si z € D(zp,r) tenemos que

z) = 1 7fn(w> dw .
ful2) /|w_zo|s

T o2m (w— 2)
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Por tanto, para todo n > 1y todo z € D(zp,r) se tiene que

CREY =L

1 fw) 1 fn(w)
= |f(2) B fn(2)| * ’27772 /w 20|=s m o= 277” /|w—zo|S m dw‘

S -l g | [ O )

—Z

S ‘f(z)_ n(z)‘_'_;max{‘f w _fn(w)’ : weaD(ZO,S)}.

Si usamos ahora la convergencia uniforme de f,, a f sobre los compactos K = {z} y
K = 0D(zp, s), deducimos que

1 f(w)

2m (w—2)

dw, para todo z € D(zp,7).

flz) =

|w—z0|=s

Y por tanto f es holomorfa en D(zp, 7). Como 2y es un punto arbitrario de §2, tenemos
que f es holomorfa en todo €.

Veamos ahora la convergencia de las derivadas. Esta convergencia serd conse-
cuencia de que la derivada se expresa mediante la férmula de Cauchy en términos
de f.

Sea, como antes, cl(D(zp,7)) C Q y, como antes, tomemos s tal que r < s <
dist(zp, 02). Para n > 1 tenemos que

fr(z) = % /|w s M dw, para todo w € cl(D(zp,7)) .

Como f es holomorfa en €2, para f’ se tiene una expresién andloga. Restando las
expresiones integrales de f! y de f/, tomando valor absoluto, y acotando las integrales
en la forma usual, obtenemos que, para todo z € cl(D(zg,r)),

[fa(z) = f(2)] < méx {|fu(w) — f(w)] + w € OD(z0,5)} .

Y, por tanto, como f,, tiende a f uniformemente en el compacto 9D(z, s) se deduce
que f; tiende a f’ uniformemente en el compacto cl(D(zg,7)) C Q.

Como esto sucede para cualquier tal disco, se deduce que f;, 1N 1. ]

5.2.1. Criterio M de Weierstrass

Para la construccién de funciones holomorfas mediante series de funciones ho-
lomorfas (més sencillas), el siguiente corolario del teorema 5.14 es particularmente
util.
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Corolario 5.15 (Criterio M de Weierstrass.) Sea (f,), una sucesion de fun-
ctones holomorfas en un dominio €.
Supongamos que para cada compacto K C € existe una sucesion numérica Mf
tal que
|fu(2)| < ME | para todo z € K y cadan > 1,

y tal que
oo
Z ME < +oo.
n=1

Entonces
1) Fn(z) := Y07 fa(2) converge uniformemente sobre compactos de 2.

2) F(2) =200 falz
3) F'(2) = 220 falz

DEMOSTRACION. Para cada z € Q, laserie Y " | fn(2) es absolutamente convergente,

define una funcion holomorfa en Q.

para todo z € Q.

porque estd acotada término a término en valor absoluto por la serie ) 7, Miz}.
Asi que F(z) =377, fn(2) es una funcién bien definida en todo €.

Para cada N > 1, la suma parcial Fy(z) = S| f,.(2) es holomorfa en Q. Como
para cada K C €, se tiene que

pr(F—Fy) <Y MY,
n>N

tenemos que Fly :Q> F'. Por consiguiente, por el teorema 5.14 de convergencia, se
deduce que F' es holomorfa en todo €.

) Q
Ademss, Fiy = YN f/ == F’, cuando N — oo. [ ]

El criterio del corolario 5.15 pudiera parecer muy aparatoso con estas sucesiones
especificas Mff de cotas para cada compacto K C §2. Pero esta claro que basta
con disponer de esas sucesiones M para los discos cerrados contenidos en €2. Si el
dominio 2 es Q = D, bastard con que para cada R € (0,1) se tenga MP > 0,

sumable > > | M < 400 tal que
|fu(2)| < MU para cadan >1y z e D(0,R).

En apartados subsiguientes, 5.2.2 y 5.3.1, construiremos algunas funciones ho-
lomorfas de importancia capital como la funcién ¢ de Riemann, y otras, con el
criterio M de Weierstrass como herramienta béasica. En el capitulo 7 dedicado a los
productos infinitos de funciones holomorfas, el criterio M probara su valor y su valia
con gallardia verificando que ciertos productos infinitos de funciones holomorfas dan
lugar a funciones holomorfas.

En ocasiones, apelaremos a la siguiente version del criterio M de Weierstrass de
apariencia mas débil, aunque en la practica, casi equivalente.
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Corolario 5.16 (Criterio M de Weierstrass, bis) Sea ()5, una sucesion de
funciones holomorfas en un dominio €.
Supongamos que existe una sucesion numérica M, tal que

|fn(2)| < M,, paratodoz € Q ycadan>1,

y tal que
(0.9]
Z M, < +o0.
n=1
FEntonces,
1) Fn(2) :=> 72 fu(2) converge uniformemente sobre todo .

2) F(2) =300 fa(2)
3) F'(2) = 2050 fu(2)

Obviamente el corolario 5.16 se sigue del propio criterio M, pues la sucesion M,
puede usarse para cualquier compacto K C €.

define una funcion holomorfa en Q.

para todo z € €.

EJEMPLO 5.2.1 Holomorfia de series de potencias a partir de criterio M de Weiers-
trass.

Como ilustracion del criterio M en accién, y como oportunidad primera de en-
trenarnos en su uso, proponemos utilizarlo para verificar la holomorfia de las series
de potencias (en su radio de convergencia).

Supongamos que (a,)s2, es una sucesién de niimeros complejos tal que

limsup V/|an| = 1/R,

n—o0

donde R > 0. Vamos a comprobar que la serie de potencias Y 2, a,z" es una funcién
holomorfa en D(0, R)

Sea r < R. Tomemos s = (r + R)/2.

Para un cierto N, se tiene que

n\/ ‘an‘ <

—_

—, paran > N,.
s
es decir,
1\
lan| < (7> , paran > N,.
s
Tomemos como sucesién M asociada al disco cerrado cl(D(0,r)) a la sucesién
) T
numérica M\" = |ayp| ™. Entonces por una parte

lan 2" < M) | para todo z € cI(D(0,7)).

Y, por otra parte,

) %)

r\”n
ZMT(LT) = Z!an|r” < Z lan| ™ + Z (;) < +00.
n=1 n=1 n<N, n>Ny

puesto que /s < 1.
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Como cualquier compacto K C D esta contenido en cl(ID(0,r)) para algin r €
(0,1), el criterio M de Weierstrass nos dice que la serie Y 7 ap, 2™ define una funcién
holomorfa f en D.

Ademass,

o
fl(z)= Z:nan 2""1 . paratodo z € .
n=1

Teorema de la doble serie de Weierstrass

Supongamos que tenemos una sucesion (fp(z))n,>1 de funciones holomorfas en el
disco unidad D. Cada una de estas funciones tiene un desarrollo en serie de potencias
de z que es valido en todo D:

fn(2) = Za,(cn)zk, para todo z € D.
k=0

Supongamos ademads que las f,(z) cumplen las condiciones del teorema de Weiers-

trass: para cada R € (0, 1) existe una sucesién (MﬁR))nzl de nimeros reales positivos
de manera que
|fu(2)] < MO para todo z € D(0, R),

y tales que Y 7, M < o0,
La funcién F(z) = Y 02, fa(z) estd bien definida y es holomorfa en D. Nos
interesa el desarrollo de F(z) en serie de potencias de z.

Observe, lector, que apelando a las cotas de la férmula de Cauchy, podemos

acotar el coeficiente a,(cn) de f,(z) mediante

(R)

n Mn
() laf”| < ==, paran>1yk>0,

donde R € (0,1) es un radio cualquiera, pero fijo.
Esto nos dice, en particular, que

o0
Z |a,(€n)| < 400, paracadak>0.
n=1

Para cada k > 0, definamos Ay = > °° a,gn).

n=1

Teorema 5.17 (Teorema de la doble serie de Weierstrass) Con las notacio-
nes anteriores,

F(z) = ZAkzk, para todo z € D.
k=0
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En otras palabras, el k-ésimo coeficiente de Taylor de la serie > 7, fn(2) es la
serie de los k-ésimos coeficientes de Taylor de los sumandos f,(z). Podemos escribir
el teorema de la doble serie de Weierstrass, justificando asf su apelativo, en la forma

Z( aén) Zk) :Z(Zaén)> 2F . paratodo z€D.
n=1 k=0 k=0 n=1

El teorema de la doble serie es, pues, un intercambio de orden de sumacién. Po-
demos verificar la legalidad de ese intercambio comprobando que la serie doble es
absolutamente convergente. Veamos. Si |z| < R < 1, entonces, apelando a la cota (b),
tenemos que

IDBTRIEIED BpBRVILE= R BEVIL) ot e RO DAV
k=0 =1

n=1 k=0 n=1 k=0 n=1 n

Pero, con la maquinaria de que disponemos, vamos a dar como demostracién
oficial del teorema de la serie doble de Weierstrass la siguiente.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 5.17. Para N > 1, sea
N
Fn(z) = Z fn(2), paratodozeD.
n=1

Sabemos que Fiy 2. F. Por el teorema 5.14 de convergencia de Weierstrass, tenemos
que las derivadas k-ésimas F' ](f ) asimismo convergen: F ](f ) £ ), por tanto, en

particular,
lim F](f)(()) = F®(0), paracadak>0.

N—oo

Por consiguiente,

N
F®) (0
lim a,(f) = A , paracada k>0.
N—oo k!
n=1
Lo que prueba el resultado. ]

5.2.2. Funcién ¢ y algunas otras series de Dirichlet: & y T

Mas adelante, en el capitulo 11, dedicaremos detenida atencién a las series de
Dirichlet generales y sus propiedades.

Aqui, y ahora, tan sélo consideramos algunos ejemplos concretos de estas series
de Dirichlet que definen funciones holomorfas importantes que apareceran en capitu-
los sucesivos y que son particularmente relevantes en la teoria de los ntimeros, en
concreto, en el teorema 12.1 de los nimeros primos.
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Anticipamos a este apartado la presentacion de la funcién ¢ de Riemann, de la
funcion n de Dirichlet, y algunas otras por dos motivos. En primer lugar, porque su
“construccién” supone un excelente entrenamiento en el uso del criterio M de Weiers-
trass y en segundo lugar, porque asi ya dispondremos de ellas para segiin adquiramos
técnica ir desarrollando sus propiedades (las de estas funciones) pausadamente.

Comenzamos con la funcién ¢ de Riemann.

La funcién ¢ de Riemann en H;

Definamos, para z € Hj,

1 1 1
pr— — 1 —_— —_— ...
¢(2) 2 e + E + e +

Fijemos ¢ > 1. Para z en el semiplano H,, se tiene que

1 1 1
‘— = < —
n? —ng

S
TS R =M,.

Como o > 1, se tiene que >~ | M,, < +oo. Por consiguiente, por el criterio bis de
Weierstrass, corolario 5.16, la funcién ¢ es holomorfa en H,. Y como esto es cierto
para cualquier o > 1, se tiene que ¢ es holomorfa en Hj.
Ademass,
|C(2)| < (o), paratodo zcon R(z)>o.

La derivada de ( se escribe:

((2) = — Z lnTE:L) , para todo z con R(z) > 1.
n=2

y, en general, para cada entero k > 1,
[e.e] 1
B (2) => " [-In(n))* — tod 1.
¢\ (2) [—In(n)] —» para todo z con R(z) >

n=2

I’& Nota 5.2.1. &1 Quizéds convenga precisar (recordar) el significado de 1/n* en la expresién
de ¢. Si n es entero positivo:

1/n* =e ™™= paratodo z € C,

donde In(n) es el logaritmo real (usual) de n, de manera que In(n) es un nimero real y positivo
(salvo para n =1).

La funcién z — 1/n* es una funcién entera que no se anula en ningin punto. Si z es real y
positivo, entonces 1/n° es real y menor que 1.

Ademas, para todo z € C, se tiene que
d, 1, —In(n)
=) ==

En general, cuando escribamos n® con n entero positivo, como més adelante en las series de
Dirichlet, entenderemos siempre que In(n) es real. a
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La funcién ¢ restringida al semieje real {z > 1} es una funcién con valores reales
decreciente y convexa.

» limyy ((2) = 1. Para verificarlo, observe el lector que para z > 2 y para
cualquier N > 2 se tiene que

N 1

< _ _

() <1+ E - + 2
n=2 n>N

Por tanto, para cualquier entero N > 2, se tiene que
limsup ((z) <1+ Z

y, por tanto, haciendo N — oo, deducimos que

limsup ((z) <1

T—00

De donde concluimos que lim,_, () = 1, pues ((x) > 1, para todo = > 1.

= lim, |y {(2) = oo. Para verlo, observe el lector que para todo N > 1 se tiene

AN A
hmlnf ((z >hm1nf E — E —
n n’

n=1

n=1

Por tanto,

1
liminf {(z Z —

zl

3

Algunas series de Dirichlet holomorfas en H;

El mismo argumento, basado en el criterio M, que nos ha permitido comprobar
que la funcién ¢ es holomorfa en Hj, nos muestra que si (a,)22; es una sucesion
de nimero complejos que no crece rapidamente, es decir, tal que para todo ¢ > 0
cumple que

|an|

sup —s < +00,
n>1 M

entonces la serie
x
an,

n?
n=1

converge para cada z € Hy y define alli una funcién holomorfa.
Estas series son casos particulares de las llamadas series de Dirichlet.
Conviene recalcar que para cada z € Hj se tiene convergencia absoluta de la serie
y que para cada o > 1 se tiene convergencia uniforme en H,.
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Siguen a continuacién un par de ejemplos concretos.

EJEMPLO 5.2.2 La funcion ®(z) en z € Hj.

Enumeramos los niimeros primos en orden creciente: p;1 < py < --- . Definimos
la funcién ®(z) para z € H; mediante la serie

o= ¥ b)), b 0O,

p primo m=1

Podemos escribir

donde a,, = 0 si n no es un nimero primo y a,, = In(n) si n es primo. Observe, lector,
que |a,| < In(n), para cada entero n > 1. )

EJEMPLO 5.2.3 La funcion Y(z) para z € H;.

Mas adelante, en el apartado 7.2.3, comprobaremos que esta funcion T que vamos
a presentar seguidamente es, de hecho, la derivada logaritmica —¢’/¢ de la funcién (.
El uso del simbolo T para denotar a esta funcién no es convencional.

Para definir la funcién T usaremos la funcién aritmética A de von Mangoldt
dada, para cada entero n > 1, por

A(n) {ln(p), si n = p¥, para algin primo p y un entero k > 1,
n)=

0, si n no es potencia de un primo.

Definimos

o~ A(n)
T(z) = Z , para todo z € H .
n=1
La funcién Y es holomorfa en Hy, pues |A(n)| < In(n), para cadan > 1 .
La funcién A se anula si m no es una potencia de un nimero primo. Ademés,
para cada z € Hj, la serie que define Y(z) es absolutamente convergente, asi que
podemos reordenarla para reescribirla en la forma

T(z) = Zln(p) i pzlm = Z pl?(p)l , para todo z € Hy,
p m=1 P
pues para cada primo p,
i 1 11
Zepm 11/ g1
Nétese que |1/p?| = p~ R < 1. )
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Observe el lector, si le parece, cuan préximas son las expresiones de T y de @,
como series indexadas en los ntimeros primos: si z € Hy,

In(p) In(p)
) =), —>F v Y=Y %
p P p V77 1
De hecho, tenemos que:
Proposiciéon 5.18 Eriste una funcién holomorfa D en H, /; tal que
Y(z) =®(z) + D(z), para todo z € H .

En otros términos, T — ® es (se extiende a ser) holomorfa en Hy /o.

DEMOSTRACION. Para z € Hj se tiene que

D(z) = T(z) — ®() = > n(p) ( ! i) -y pzln(m

-1 p (p* — 1)

Fijemos un primo p. La funcién z — p*(p® — 1) es entera, y se anula cuando
z = 2kmi/In(p) con k € Z, es decir, en una cierta sucesién de puntos en el eje
imaginario OH. Asi que, en particular,

1
Z— es holomorfa en H.

p*(p*—1)’

Aplicaremos el criterio M a la serie de funciones que define D. Como acabamos
de ver, las funciones % son holomorfas en todo el semiplano derecho, pero la
convergencia de la serie s6lo se da, como vamos a ver, en el semiplano H; ;, Veamos.

Siz > 1/2, se tiene que p* —1 > a p® para cada primo p, donde o = 1—\@/2 > 0.
Por tanto, si #(z) > 1/2 tenemos que

p*(p* — 1) = [p*|(Ip*] — 1) = p" P (") — 1) > pR (ap™)) = apRC)

Por consiguiente, si o > 1/2 tenemos que

1 11
%‘ <= n(p)7 para todo z € H, .
pz(pz _ 1) a p2a
Como
In(p) _ <= In(n)
ZpQ" SZ n2o ST
P n=1

pues 20 > 1, el criterio M de Weierstrass (corolario 5.15) nos dice que la funcién D
es holomorfa en H,, para cada o > 1/2, y, por tanto D es holomorfa en Hj /5.
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Finalmente, para completar, observemos que la serie que define la diferencia D(z)
no es sumable en z = 1/2, pues

In(p
Z P /2(p 1(/2 2 In 22*

p

1
y sump— = +00, como comprobaremos, mas adelante, en la proposicién 7.14 del

capitulo 7.
|

5.3. Sumacién por partes

Traemos aqui a colacién la sumaciéon por partes, un truco o técnica, como
prefiera el lector, que en primera instancia va a ayudar a expandir el uso y aplicabi-
lidad del criterio M de Weierstrass. Esta técnica de sumacién por partes, aunque de
manejo sencillo, demanda en ocasiones una cierta perspicacia (o experiencia). Queda
dicho.

Recuerde el lector esa técnica, tan querida, de la integracion por partes de tamana
utilidad para el célculo de primitivas y el de integrales definidas de productos de
funciones fg;

primero se interpreta una de las dos funciones, digamos, f, como derivada f = u’ y,
siguiendo la notacién habitual, se escribe g = v. Luego que (uv)’ = v'v+uv’, y esto
hace, (con la notacién de que [ f significa una primitiva de f) que [u'v = uv— [ uv’.
De manera que el cdlculo de la primitiva de u’v queda reducido de uv’ que esperamos
que sea mas sencillo.

Vamos ya con una version general de la sumacién por partes. Describimos la
notacién previamente al enunciado de la sumacién por partes que recogemos en un
lema.

Sean (an)Y_o v (bn)2_, dos listas de niimeros complejos. Definimos la lista (A,)_,
de sumas parciales de los a,, como A, = ag+a1+---+a,, para0 < n < N. Esta suce-
sién A,, desempena el rol de primitiva de los a,. Observe, lector, que a,, = A, —An_1,
para 1 <n < N y que ag = Ayp.

Lema 5.19 (Sumacién por partes) Con la notacion anterior,

N N-1
> anby = Anby + > An(bn — bot1) .
n=0 n=0

DEMOSTRACION. Preste atencién, lector, al detalle de la manipulacién algebraica que

VARIABLE COMPLEJA 1T —versién preliminar, 14 de febrero de 2018 — jos L. FERNANDEZ



30 CaApiTULO 5. CONVERGENCIA DE SUCESIONES DE FUNCIONES HOLOMORFAS

sigue:

N N N
Z ap by = Z an, by, + agbo = Z (An - An—l)bn ~+ agbo
n=0 n=1

N N N
n — Z An—lbn + aObO = Z Anbn - Z An—lbn

N-1
ZA bn+1—ANbN_ZA (bpt1 — by) .
n=0 n=0

N
n=1
N
n=0 [ |

El lector, proclive a la afioranza y a la morrina, quizas prefiera escribir la expre-
sién anterior en la forma

N-1
Zann—ANbN Agbo — Y An(bng1 — bn)
n=1 n=0
0, incluso, para 0 < M < N, en la forma
N N-1
Z anp bn = ANbN - AMbM - Z An(bn+1 - bn)a
n=M-+1 n=M

por su semejanza con la dilecta integracion por partes.

El siguiente ejemplo del uso de la sumacién por partes, puro ejercicio inicial de
familiarizacion, es bien afin al uso habitual de la integracién por partes. Conviene
quizas hacer notar, lector, que rara vez apelaremos a la sumacién por partes invocan-
do el lema anterior, pues el detalle de la exacta expresién, con esos desplazamientos
de indices de sumacién en una unidad hacia arriba o hacia abajo, no son ficiles de
recordar, mientras que remedar el argumento del lema 5.19, con las especificidades
que cada caso requiera, es directo y efectivo.

EJEMPLO 5.3.1 Férmula cerrada para Zivzl n2".
Observe, lector, que 2" = 2*+1 — 2" para cada n > 0. Atencién:

N
PO SRR SRR DR AR W
n=2 n=2

n=1
N
:N2N+l _ZQn:N2N+1_(2N+1 _2) :(N—1)2N+1+2
n=1

Con el mismo argumento se prueba que si z € C, z # 1, entonces para todo
entero N > 1 se tiene que

N+1

f: NZNH z —z
— z—1 (z—1)?
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L’Hopital de (%) en z = 1 da directamente la férmula para la suma de los N primeros

numeros naturales
ivj _(N+1
n —_— 2 . *
n=1

I’& Nota 5.3.1. &1 La férmula () se obtiene directa y alternativamente de que

N+1 SN2
22"271, para todo z # 1,
2 —

n=1

derivando y multiplicando por z 'Y

Uno de los usos mas relevantes de la técnica de sumacioén por partes estriba en su
capacidad para dilucidar la sumabilidad de sucesiones, en concreto, en su habilidad
para trasformar sucesiones que son sélo condicionalmente sumables en sucesiones
que son absolutamente sumables con la misma suma, como ocurre en los criterios de
Leibniz y de Dirichlet.

EJEMPLO 5.3.2 Criterio de sumabilidad de Leibniz y de Dirichlet.

El criterio de Leibniz, entranable recuerdo de los iniciales escarceos del lector con
el calculo y la sumabilidad de series, afirma que

si (bp)n>0 €s una sucesion de términos positivos que decrece hacia 0,

entonces la sucesion alternada en signo ((—1)”bn)n>0 es sumable.

Veamos como abordamos su verificacion con la técnica de sumacién por partes.
Si hacemos a, = (—1)", y aplicamos sumacién por partes como en el lema 5.19,
tenemos para cada N > 1 que

N N N-1
(1) D=1 =D anby = Axby + Y An(by — bpg) -
n=0 n=0 n=0

Observe, lector, que los A,, estan acotados; de hecho, A, es 1 si nes pary A, es 0
si n es impar.

Asi que limpy o0 Anby = 0, pues los A, estdn acotados y los b, tienden a 0. La
suma de la derecha en (t) es absolutamente sumable, pues

N-1 N—-1 N-1
Z |An(bn - bn+1)| < Z |(bn - bn+1)| = Z(bn - bn+1) =bp — by < bO?
n=0 n=0 n=0

donde hemos usado que los |A,| < 1, dlgebra telescépica y que los b, decrecen.

Asi que la sumacidn por partes ha sido capaz de transformar la sucesion original,
que no es absolutamente sumable, en una sucesion absolutamente sumable. Pura
alquimia. ;Cémo ha ocurrido? Por la combinacién de dos razones: 1) porque los A,
estdn acotados, lo que a su vez sigue de que los a, oscilan en signo, 2) porque la

VARIABLE COMPLEJA 1T —versién preliminar, 14 de febrero de 2018 — josf L. FERNANDEZ



32 CAPiTULO 5. CONVERGENCIA DE SUCESIONES DE FUNCIONES HOLOMORFAS

derivada discreta b,, — b, +1 de los b, es telescépicamente sumable. En general, si sélo
usaramos que los a, estan acotados, sin su estructura especifica de signos, que es la
que da lugar a la cancelacion, sélo obtendriamos que A,, = O(n).

Observe, lector, que haciendo N — oo en (f), se tiene de hecho

i(—l)nbn = i(b% — bon+1) -

n=0 n=0

El argumento anterior se generaliza (sin apenas variacién) y nos da el que se
conoce como criterio de sumabilidad de Dirichlet:

Lema 5.20 (Criterio de sumabilidad de Dirichlet) Si

» (an)n>0 €s una sucesion de numeros complejos cuyas sumas parciales A, =
n s,
> h—o @k estdn acotadas,

» y (bp)n>0 es una sucesion de términos positivos que decrece hacia 0,

entonces la sucesion (an by)n>0 €s sumable. De hecho,

(o) o0
(*) Z ap by = Z An(bn - bn+1) )
n=0 n=0
y en consecuencia, ademds,

< bysup |Ay|.
n>0

‘ i an by,
n=0

Resaltamos el milagro alquimico contenido en (x): la serie en la izquierda es sélo
sumable, pero la serie en la derecha es absolutamente sumable.

Como ilustracién del uso de este criterio de Dirichlet, consideremos la siguiente
versién compleja (o si se prefiere extension) del criterio de Leibniz:

Lema 5.21 (Versién compleja del criterio de Leibniz) Sea (b,)22, una suce-
sion de numeros reales no negativos que decrece hacia 0.

Entonces para cualquier z con |z| = 1, salvo a lo sumo z = 1, se tiene que la
. o0 n
serie Y~ o by 2™ es sumable.
Ademds,
- 2 bo
‘ Z by 2" | < > Para todo z € cl(D) .
n=0 ‘Z_ ‘
El criterio estandar de Leibniz tan solo contempla el caso z = —1, de entre
todos aquellos z con |z| = 1. Para z = 1, el resultado es falso, como el ejemplo

b, =1/(n+ 1), para n > 0, nos muestra enseguida.
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Notemos también que si |z| < 1, entonces > -2 b, 2™ es sumable. Asi que una
serie de potencias de z con coeficientes reales decrecientes a 0 es sumable para todo
z € cl(D) \ {1}. Los a,, de la notacién general anterior son ahora los z".

DEMOSTRACION. Para verificar esta versién compleja de Leibniz, fijemos z € D, y
sea
Zn-i—l -1

sn(z):1+z+22+~-+z":ﬁ.

Para z # 1, tenemos la cota

<
sn(2)] € o

para todon > 0.

Cuando j va tomando valores j > 1, los 27, con z # 1, se van distribuyendo por el
circulo unidad de manera que su suma no se dispara. Cuando z = 1 no se distribuyen
y sp(1) = n+ 1. En cualquier caso, estas sumas parciales A4, = s,(z), con z # 1,
estan acotadas, y podemos apelar al criterio de Dirichlet, y concluir la sumabilidad
(condicional) de ) by 2". [ )

La esperanzada moraleja de la discusion de los criterios de Leibniz y de Dirichlet,
ejemplo 5.3.2, es que la sumacién por partes ha exhibido las sumas parciales de una
serie condicionalmente sumable como sumas parciales de una serie absolutamente
sumable. Y esto es importante para nosotros, aqui y ahora, lector, porque el crite-
rio M de Weierstrass para sumar series, corolarios 5.15 y 5.16, precisa y requiere
que las funciones holomorfas que se han de sumar sean absoluta y uniformemente
sumables (sobre compactos).

El siguiente apartado 5.3.1 ilustrard este uso de la sumacién por partes para
poder aplicar el criterio M de Weierstrass. Pero antes un ejemplo mas de fructifera
argumentacién por sumacion por partes.

EJEMPLO 5.3.3 Criterio de Enestrom—Kakeya.

Es este un criterio sobre ubicacién de las raices complejas de ciertos polinomios
con coeficientes reales positivos. Comenzamos con la siguiente observacién.
Sea P(z) un polinomio

N
P(z) = Z an 2"
n=0

cuyos coeficientes son numeros reales positivos que satisfacen la siguiente condicion
de monotonia

(¥) apg>a;>--->an >0.

Entonces el polinomio P no tiene raices en D.
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Para aprovechar la informacién de que los coeficientes decrecen cuando crece el
indice, multiplicamos P por (1 — z) y aplicamos sumacién por partes. Obtenemos

N N N
1=2)P(z) =) an2" =Y anz"' = (an —an-1)2" —anz"' + ap.
n=0 n=0 n=1

Si P se anulara para un cierto z con |z] < 1, entonces se cumpliria

N
ap = E (ap—1—an)z" +ayzNTL,

n=1

de donde, tomando valores absolutos, concluiriamos, usando que |z] < 1y que los ay,
decrecen, que

N N
N+1
E an—1 — ap)|Z]" +an|z]" T < E (an—1—an)+an = agp;
n=1 n=1
contradiccién que implica que no hay tal Z.

Si los coeficientes cumplieran que ay > any—1 > --- > ag, en lugar de (%),
entonces la conclusién serfa que los N ceros de P yacen en el disco cerrado cl(D).
Esto se puede ver remedando el argumento anterior, o simplemente considerando el
polinomio () volteado de P,

N
Q(z) =2VP(1/)2) = Z an—n 2"
n=0
El polinomio volteado @ tiene los mismos coeficientes que P pero en orden inverso;
las raices del polinomio volteado ) son los reciprocos de las raices de P.

Podemos enunciar un resultado mas general:

Lema 5.22 (Enestrom-Kakeya) Sea P(z) = > _,a, 2™ un polinomio con coefi-
cientes reales positivos. Denotemos
an an

M= max Y m = min
0<n<N—1 Gpa1 0<n<N—1api1

Entonces, para toda raiz z de P se cumple que
m<|z| <M.

DEMOSTRACION. Basta probar que si P(z) = 0 entonces |z| < M, porque la otra
cota se obtiene de ésta considerando el polinomio volteado Q(z) = 2V P(1/z).

Tomemos, por prudencia, M, > M. Sea w = z/M, que es raiz del polinomio
R(w) = 3N (an M)w". Como

anM" < ap M, para0<n< N -1,

(lograr el ‘<’ estricto en las desigualdades anteriores es el papel de M,), la discusién
anterior nos dice que |w| < 1y, por tanto, que |z| < M,, de donde, finalmente,
|z| < M. [ | )
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5.3.1. Funcién n de Dirichlet

Introducimos ahora la funcién 7 de Dirichlet, prima hermana, bien avenida,
de la funcién ¢ de Riemann.

Proposicién 5.23 Para cada z € H la serie

0 -1 n+1
Z (7’L)Z es sumable.

n=1

La funcion n definida en H por
o
—1)n+d 11
n(z)zzizl———k——k..., para todo z € H,

es holomorfa en H.

Si tomaramos directamente valores absolutos en la serie definitoria de n y argu-
mentaramos como en la definicién de la funciéon ¢ de Riemann, deduciriamos que 7
estd bien definida y es holomorfa (tan sélo) en el semiplano Hj.

La ganancia de holomorfia (y sumabilidad) desde H; hasta H va a venir dada
porque las sumas parciales de (—1)" estdn acotadas (fruto trivial de su cancelante
oscilacién) y, claro, de la sumacién por partes. Veamos.

DEMOSTRACION. Definamos A, = Y }_;(=1)*™! para n > 1y Ay = 0. Los A,
n > 0, valen alternadamente 0 y 1.

Fijemos un entero N > 1 y un punto z € H y sumemos por partes, como en el
criterio de Leibniz, ejemplo 5.3.2:

N N—
(_1)n+1 1
nz:l n? _AN+7L§:1A<W_ n—i—l)Z)'

El sumando primero no es problema, porque como |[Ax| < 1y R(z) > 0, tenemos
Iimy_ 00 ANN? =0.

Vamos ahora con la suma. Acotamos cada sumando 772 - W jl)z
como integral y acotando el integrando; en realidad, un argumento de acotacién por

valor medio. Como
1 1 /”“ dz
-, o
n*  (n+1)? I A

1
Z| z)+1 < | |n&e(z)+1

Ahora, si z pertenece a un compacto contenido en H, tenemos que R(z) > o >0
y |z2| £ R < 400, y por lo tanto

escribiéndolo

podemos acotar

‘1
n® (n+1

1 1 1
An<— — 7) <R .
’ n*  (n+1)7/1 = notl
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El criterio M de Weierstrass nos da que
o0
1 1
ZA”(E (n+ 1)Z>
n=1

define una funcién holomorfa en H. En suma, la funcién n es holomorfa en H. |

Extension de ( a H

La funcién n nos permite, como vamos a comprobar a continuacion, extender la
funcién ¢, que originalmente esta sélo definida en Hjy, a una funcién meromorfa en
todo H. Esta extensién serd muy importante mas adelante en conexién con el teorema,
de los nimeros primos; la obtendremos de forma alternativa en el apartado 10.3.1.

Observe, lector, que si z € H; entonces

— 1 2
1) +6) =22 g = 56
es decir,
¢(z) (1 - 2—22> =mn(z), paratodo z¢€ H;.

Como 7 es holomorfa en H y 1 — 2/2% es entera, su cociente, que es (, es una
funcién meromorfa en H. Es decir, tenemos una extensién meromorfa de ( desde el
semiplano H; al semiplano H.

. Qué polos tiene esta extensién? Sélo los ceros de 1 —2/2% pueden ser polos de la
extensién de (. Los ceros de 1—2/27 son justamente los puntos 2z = 1+(1/1n(2))2kne,
con k € Z. Estos puntos estdn todos en el eje vertical ®(z) = 1, y entre ellos se
encuentra z = 1.

Designemos por P a los polos de (la extension de) ¢ en H. Vamos a comprobar
seguidamente que P = {1}.

Por ahora tenemos que P C {z; = 1 + (1/In(2))2km, k € Z}.

Queremos verificar que zi, k # 0, es un cero de la funcién 7. No es ficil probar
esto directamente, pero lo lograremos indirectamente tras un ingenioso rodeo debido
a David (Vernon) Widder, que elaboramos a continuacién. La razén de la notaciéon P
es para iluminar este rodeo de Widder.

Consideremos la sucesion (t,)22, dada por ¢, = 1 si n no es miltiplo de 3 y
t, = —2 si t, es multiplo de 3, es decir, la sucesién 1,1,—-2,1,1,—2,.... Las sumas
parciales T},, n > 1, de los t,, estan acotadas; de hecho, T}, es el resto médulo 3 de n.

Con el mismo argumento que el usado en la demostracion de la proposicién 5.23,
se comprueba que la funcién 7 dada por la serie

[e.9]

tn
n*

7(2) =

n=1
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estd bien definida y es holomorfa en todo H. La funcién 7 tiene una relacién con ¢
analoga a la de 1 con (:
3
¢(2) (1 - §) =17(z), paratodo z¢€ Hj.
Por consiguiente,
P C {wr =1+ (1/In(3))2km, k € Z},
y, por tanto,

P C{an =1+ (1/In(2))2kms, k € Z} [ {wp = 1 + (1/In(3))2kms, k € Z} = {1}.
Esta interseccién es {1} porque si hubiera 2z, = wj, para k, j € Z, entonces k/In(2) =
j/1n(3), y, por tanto, k = j = 0, pues In(2)/In(3) es, trivialmente, irracional.

Observe, lector, que como consecuencia de que el inico polo de la extensién de ¢

es z = 1, se deduce que necesariamente 7 se anula en los puntos z; con k # 1. Esto
nos da identidades inopinadas y asombrosas como, por ejemplo, que

> (=1)7 ! n(n
Z ( 17)1 cos GniQi 27r> =0.

n=1

Resta por determinar el comportamiento de ( en z = 1.

En z = 1 tenemos que n(1) = > 2 ,(—1)"/n, el canénico ejemplo del criterio
de Leibniz. Como es una suma alternada sabemos que, por ejemplo, 1 > n(1) >
1—(1/2) = 1/2 y, en particular, que n(1) > 0. Asi que, en efecto, ¢ tiene un polo
en z = 1.

Como 1 — (2/2%) tiene un cero de orden 1 en z = 1, tenemos que ( tiene un polo

de orden 1 en z = 1. El residuo de ¢ en z = 1, viene dado por

lim(= — 1) () = i (== 1) 20
o (z—1) , (= —1) (1)
= () iy T3z = 7)) M Ty = oy

El valor de 7 en z = 1 es exactamente In(2). Esto lo estableceremos més adelante,
en el ejemplo 9.6.1. En conclusién, hemos verificado, con ayuda de la funcién n de
Dirichlet, que:

Teorema 5.24 La funcién ( de Riemann se extiende a ser meromorfa en H. Tiene
un unico polo, en z =1, y alli su residuo es 1.

Con ayuda de la transformada de Laplace, volveremos a demostrar méas adelante
este teorema de extensién, véase el teorema 10.8.

'S Nota 5.3.2. ] Si uno ya supiera, como es el caso, que la funcién ¢ extendida a todo H sélo
tiene un polo y que éste es z = 1, entonces se concluye que la funcién 1 debe anularse en los zy,
para todo entero k # 0. Edmund Landau sugirié en 1909 el interés metodolégico de una verificacién
directa, es decir, sin usar informacién sobre la funcién ¢, de que 7 se anula en estos z;. Esto se
conocié como problema de Landau hasta que Widder, circa 1940, pergeni6 el sutil rodeo que hemos
descrito més arriba '
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5.4. Herencia por convergencia

Por teorema de herencia (por convergencia) entendemos aqui cualesquiera
teoremas que afirmen que si las funciones de una sucesion (f;,)22; en H(2) gozan de

determinada propiedad y si f, :Q> f, entonces el limite f conserva esa propiedad;
la tal propiedad seria hereditaria por paso al limite, por convergencia.

Si denotamos por F la familia de las funciones en H(2) que tiene esa determinada
propiedad de interés, que la propiedad se herede por paso al limite equivale a que F
sea cerrada en la topologia de convergencia uniforme sobre compactos.

Los resultados béasicos en este contexto son debidos a Hurwitz. Le anticipamos al
lector que este conjunto de resultados conforma una suerte de variaciones sobre un
tema de Hurwitz: una Unica idea elaborada desde distintos dngulos.

Teorema 5.25 (Teorema de Hurwitz, no se anulan.) Sea (f,)72, una sucesion

de funciones en H(2) que no se anulan en Q y tal que f, N f. Entonces el limite f
asimismo no se anula en 2, o f es la funcion nula.

En otros términos, la familia F que consiste de la funcién idénticamente nula y
de las funciones en H(2) que no se anulan en ningiin punto €2 es una familia cerrada.

La sucesion de funciones f,,(z) = e€*/n de funciones holomorfas en D estd formada
por funciones que no se anulan y su limite (uniforme sobre compactos) es la funcién
nula, de manera que el limite (uniforme sobre compactos) de holomorfas que no se
anulan puede ser la funcién nula.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 5.25. Supongamos que la funcién limite f no es
idénticamente nula, pero que se anula en un cierto zg € 2. Por el principio de los
ceros aislados, existe r > 0 tal que f no se anula en cl(D(zp,7)) \ {z0}. Podemos
suponer que 7 < dist(zg, 92). Tomemos § > 0 tal que

0 <|f(2)], silz—2z|=r.

Queremos probar que f, (para n apropiado), se anula en ese disco D(zp,¢). Ape-
laremos al teorema de Rouché. La convergencia uniforme sobre el compacto 0D(zg, )
nos dice que para n suficientemente grande se tiene que

|fn(z)_f(z)|§5/2, si |Z—Zo|:’l“.
Por tanto,
[fn(2) = FRI < [f(2)], silz— 20| =7,

que por el teorema de Rouché nos da que f, y f tienen el mismo niimero de ceros en
D(zp,r). Como f se anula en zy, tenemos que f,, se ha de anular en el D(zg,7) C €,
que contradice la hipétesis de que las f, no se anulan en todo 2. |

Tenemos otros dos resultados de herencia, que se deducen como corolarios del
teorema 5.25, pero que enunciamos como teoremas.
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Teorema 5.26 (Teorema de Hurwitz, inyectivas) Sea (f,)22 una sucesion de

funciones inyectivas en H(2) tales que fp £, f- Entonces f es asimismo inyectiva,
o f es una funcion constante (de valor en cl(€2)).

En otros términos, la familia F que consiste de las funciones en H(£2) que son
inyectivas o son constantes es un familia cerrada.

La sucesion de funciones f,(z) = a+z/n, n > 1, holomorfas en D, donde a es una
constante cualquiera, estd formada por funciones inyectivas y su limite (uniforme
sobre compactos) es la funcién constante a; de manera que el limite de funciones
holomorfas inyectivas puede ser constante.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 5.26. Supongamos que la funcién limite f del enun-
ciado no es constante. Veamos que f es inyectiva.

Sea a € . Queremos ver que f(z) # f(a) para todo z € Q, z # a.

En el dominio 2\ {a}, las funciones f,, — f,,(a) no se anulan, pues las funciones f,,

son inyectivas. Ademads, como lim,,_,~ fn(a) = f(a) y fn N f, se tiene que

fo— fala) =% f — f(a).

Por consiguiente, por el teorema 5.25 se deduce que, o bien f — f(a) no se anula en
Q\ {a}, como queremos, o bien f — f(a) = 0, que dirfa que f es constante, que no
es el caso. |

Como segundo corolario del teorema 5.25, enunciamos:

Teorema 5.27 (Teorema de Hurwitz, rango dado) Sean Q y () dos dominios
de C. Sea (fn)n>1 una sucesion de funciones en H(Q) tales que f,(2) C Q y tal que

fn 1N [- Entonces el limite f asimismo cumple que f(Q) c Qo f es una funcion
constante que toma como valor un punto de cl(£).

En otros términos, la familia F que consiste de las funciones f en 7-[( ) con
F(Q) C Q, a las que anadimos las funciones constantes f = a, con a € cl(Q), es una
familia cerrada.

La sucesién de funciones f,(z) = z/n de funciones holomorfas en Q2 = H con
valores en H = ) tiene como limite (uniforme sobre compactos) a la funcién constante
0 € OHL

Observe, lector, que el teorema 5.25, de las funciones que no se anulan, es corolario
de este teorema 5.27 tomando como Q = C\ {0}.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 5.27. Sea ( f,,)n>1 una sucesién como la del enunciado
y supongamos que el limite f no es constante.

Fijemos b ¢ Q. Para cada n > 1, la funcién f, — b no se anula en (), pues
fn(92) C Q. Como f — b no es idénticamente cero (pues estamos suponiendo que f
no es constante), concluimos por el teorema 5.25 que f — b no se anula en 2. Por
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consiguiente, b ¢ f(£2). Como esta conclusién es cierta para todo b ¢ (), deducimos

que f(2) C Q. R
Si el limite f fuera constante, digamos, f = a, hemos de ver que a € cl(Q).

Pero tomando un zy € 2, observamos que los f,(z0) € £ convergen a f(zy) = a, d.e

~

manera que a € cl(2).

I’& Nota 5.4.1. &1 Un argumento que casi darfa la conclusién del teorema 5.27 reza asi.
Supongamos que f no es constante. Como para cada z € €2 se tiene que f(z) = limp— o fn(z), se

~ ~

deduce que f(z) € cl(Q), es decir, f(£2) C cl(©2). Como f no es constante, el teorema de la aplicacién
abierta nos dice que f(£2) es abierto, por tanto, f(€2) C interior(cl(R2)). Si interior(cl(?)) = Q,
ya estarfa, pero puede ser que interior((cl(2)) 2 Q. Por ejemplo, si Q = C\ [0,400), entonces

~

interior(cl(2)) = C [ )

5.4.1. Ceros y convergencia

Supongamos que tenemos una sucesion de funciones (f)n>1 en H(€2) que con-
verge uniformemente sobre compactos a una funcién f € H(2), que no es la funcién
nula. Nuestro objetivo e interés en este apartado es estudiar la relacién entre los
ceros de f y los ceros de las funciones aproximantes f,.

El teorema 5.25 de herencia de Hurwitz nos dice que si ninguna de las f, se
anula en ningin punto de (2, entonces la funcién f no se anula en ningin punto
de €. Insistimos en que hemos supuesto que f no es la funcién nula.

Tenemos una suerte de reciproco de este teorema 5.25.

Teorema 5.28 Sea ()02, una sucesion de funciones en H(SY) tal que f, N f.
Si f no se anulara en ningin punto de €, entonces para todo K compacto, K C €,
existe N tal que para todo n > N la funcion f, no se anula en ningin punto de K.

DEMOSTRACION. Si no fuera cierto, existirfa una subsucesién (ny) k>1 de indices tal
que fp, se anula en algin punto z,, € K. Por compacidad de K podemos suponer
que zy, converge a, digamos, z € K.

Dado ¢, por convergencia uniforme sobre K se tiene kg tal que, si k& > kg, entonces

|f(w) = fn,(w)| <&, paratodow € K.
Tomando w = z,,, como fy, (z,,) = 0, se deduce que
[l )| <€, sik>ko.

Por continuidad de f concluimos que f(z) = 0, lo que supone una contradiccién. W

En realidad, este resultado no usa la holomorfia de las funciones f,,, tan solo su
continuidad y la convergencia uniforme.

Asi que, un tanto imprecisamente, el limite no tiene ceros si y sélo si los aproxi-
mantes no tienen ceros. En la direccién contraria, y por consiguiente, si la funcién
limite se anula entonces las f, han de anularse. Vamos ahora a precisar un poco
donde y cuanto se han de anularse las f,.
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Proposicién 5.29 Sea (f,)02, una sucesion de funciones en H(2) tal que

fo =% f#£0.

Supongamos que f se anula en los puntos distintos z1,z2, ...,z de . Sean radios
d; > 0 tales que los discos D(z;,8;) sean disjuntos a pares y contenidos en §.

Entonces existe un entero N > 1 tal que, para cada n > N, se cumple que f
tiene al menos un cero en cada D(zj,0;) para 1 < j <n.

DEMOSTRACION. Para 1 < j <k, el teorema 5.25 de herencia aplicado en D(z;, d;)
nos dice que existe N; tal que, si n > Nj, la funcién f,, se ha de anular en D(z;,6;).
Basta tomar N = max{Ny,..., Ni}. [

Corolario 5.30 Sea (f,)02, una sucesion de funciones en H(Q2) tal que

fo =5 f£0.

Entonces, si f(z0) = 0, existe una sucesion de indices n; y de puntos z; € Q tales
que fn;(2;) =0 ylim; . 2; = 20.

Supongamos que el dominio 2 es el disco unidad D y mantengamos que (f,)5

son funciones de H (D) tales que f, 1N f, que no es idénticamente nula.
Para r € (0,1) denotemos con N(r) el nimero de ceros que f tiene en el disco
cerrado cl(ID(0,r)); andlogamente, N,,(r) para f,, n > 1.

Proposicién 5.31 Con las notaciones anteriores, si f no se anula en OD(0,7),
entonces
Ny(r)=N(r), paran>m=m(r).

En general,

lim sup Ny, (r) < N(r) Y sup N (s) < liminf N, (s).
n—o0 s<r n—o0
Este enunciado precisa y amplia el teorema 5.25 de Hurwitz, al menos en el disco
unidad: si las f, no se anulan en D, entonces para todo r € (0,1) se tiene que
N, (r) =0y por tanto N(s) =0 para cada s € (0,1).
Obsérvese que N(r) — sup,., N(s) cuenta el nimero de ceros de f en la circun-
ferencia {w; |w| = r}.

DEMOSTRACION. Si f no se anula en dD(0,r), podemos contar el nimero de ce-
ros N(r) por el principio del argumento:

_ 1 f'(w)
N =5 ap(o,r) J(w) !

Si f no se anula en 9D(0, ), entonces para un cierto n > 0 se tiene que |f(w)| > 7,
si |w| = r. Por convergencia uniforme sobre compactos, se tiene m tal que |f,(w) —
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f(w)| <n/2, paran > m y para |w| = r, de manera que |f,(w)| > n/2, para n > m
y para |w| =r,y f, no se anula en 0D(0,r), para n > m.
Por el principio del argumento, para n > m,

_ b fa(w)
No(r) =5, /8]1))(0,7") fn(w) dw

Acotamos, paran > my |w| =r,

fr(w) f’(w)‘ < ‘(fé(w) — /(W) f(w) ‘ . ‘(fn(w) — f(w)) f'(w)
falw)  flw) 1™ fn(w) f(w) fn(w) f(w)

r ") — F )l = -
gﬁmax{]fn(u) fru)l; ul ¥

+ ;maxﬂfn(u) — f(w); Ju] = r} max{| ' (u)]}

De donde, como f, £, fyfl £ /', se deduce la convergencia uniforme de
1L/ a f'/f sobre OD(0,7) y, por tanto que

lim N,(r) = N(r).

n—oo
Pero como N(r) es un nimero natural, esto significa que N, (r) = N(r) de un n en
adelante.

En general, para r fijo, tenemos que para un g9 > 0 la funcién f no se anula
sobre dD(0,7 +¢), s1 0 < € < gp, y ademds que N(r) = N(r + £9). Esto se sigue
del principio de ceros aislados. Por tanto, si fijamos € € (0, () tenemos que N, (r) <
Ny(r+¢)=N(r+¢) = N(r), para n > m(e), de manera que

lim sup Ny, (r) < N(r).
n—oo
Si s < r, tomamos ¢ € (s,7) de manera que f no se anule en 9D(0,t), y por tanto
para un cierto m se tiene que

N(t) = Nu(t), sin>m.

Por tanto,
N(s) < Np(r), sin>m,

de donde
N(s) < liminf N, (r).

n—oo

Y como esto sucede para cualquier s < r, se deduce que

sup N (s) < liminf N, (7).
s<r n—00
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5.5. Familias normales

El teorema de Montel da un criterio sencillo y muy 1til para comprobar si una
familia F de funciones de H () es relativamente compacta.

Para familias F de funciones holomorfas, en #H(2), es tradicién usar el término
de familia normal? para referirse a las familias relativamente compactas.

Teorema 5.32 (Teorema de Montel) Sea F una familia en H(S2).
La familia F es normal si y sdlo si la familia F estd uniformemente acotada
sobre compactosde €.

En otras palabras, para familias de funciones holomorfas, la equicontinuidad es con-
secuencia de la acotacién uniforme.

Como vamos a ver seguidamente el teorema de Montel se sigue de combinar el
teorema de Ascoli-Arzela con la férmula de Cauchy. La clave de esta derivacién yace
en que la férmula de Cauchy expresa la derivada de una funcién holomorfa f en
términos de la integral de f sobre un la circunferencia de un disco y, por tanto, cotas
de |f| (de la acotacién uniforme sobre compactos) se trasladan en cotas de |f’| que
implican la equicontinuidad sobre compactos: de manera que la acotacién uniforme
sobre compactos implica la equicontinuidad sobre compactos.

A la vista de los comentarios anteriores, al comparar el enunciado del teorema de
Montel con el del teorema de Ascoli-Arzela pudiera pensarse que en el teorema de
Montel se puede substituir la acotaciéon uniforme sobre compactos por la acotacién
puntual. Pero esto no es cierto. Se puede “construir” (apelando, por ejemplo, al
teorema de aproximacién de Runge) una sucesién de polinomios complejos (pp)n>1
(por tanto, sucesién de funciones enteras, de H(C)) tales que lim, oo pn(z) = 0, si
z # 0y tal que lim,, o, pn(0) = 1. Como esta sucesién converge en cada punto de
C, es a fortiori una sucesién puntualmente acotada, pero ninguna subsucesién suya
puede converge uniformemente sobre compactos porque el limite no seria siquiera
continuo.

I’ Nota 5.5.1. &1 El teorema de Montel, con respecto al teorema de Ascoli-Arzeld, nos dice
que para familias F de funciones holomorfas la equicontinuidad (sobre compactos) es consecuencia
de la acotacién uniforme (sobre compactos).

El teorema de Banach—Steinhaus (principio de acotaciéon uniforme) en la misma linea afirma que
para familias F de funcionales lineales en un espacio de Banach la equicontinuidad es consecuencia
de la acotacién puntual. Véase la nota 5.5.2 '

IS Nota 5.5.2. &1 No nos resistimos a incluir, aunque sea en una nota, la extremadamente
corta DEMOSTRACION de Alan Sokal, [42], del principio de acotacién uniforme.

La norma de un funcional lineal A en un espacio normado X es [|Al| = sup, < |A(z)| y también
[[A[[R = sup|, <r [A(2)], para R > 0. De hecho,

4Todas las familias normales se parecen unas a otras; pero cada familia que no es normal tiene
un motivo especial para sentirse desgraciada.
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Lema 5.33 Para cualquier y € X y R > 0 se tiene que sup|,_, <r [A(z)] > [|A[| R.

DEMOSTRACION. Siu € X, entonces 3 (|A(y+u)|+[A(y—u)|) = 3 (|[A(y+u)|+[A(u—y)]) > [|A(u)].
De manera que sup,_,<g [A®)] > supy, <g [A(w)] = |A]|R. |
Suponemos ahora que X es de Banach y que sup, ||An|| = +o00 Buscamos T € X tal que

sup,, |An(Z)| = +o00. Suponemos sin pérdida de generalidad que ||A,|| > 10™. Comenzando con zg =
0, usamos el lema anterior recursivamente, para obtener una sucesién z,, tal que ||z, —zn—1]] < 57",

para n > 1y tal que

1 1
Ap(zn)| > Z||AR||5" > = 5"
An(@n)] 2 1Al 57" 2 3

Los z,, forman una sucesién de Cauchy, y como X es de Banach, los x,, convergen, digamos, a . Se
tiene, de hecho, que | — x| < i5_", para n > 0.
Ahora,

1 —n — 1 —-n 1 —-n
z)| > — T — > = g — > = - = .
[An(@)] 2 [An(@n)] = [An(T = 2n)] 2 5 | An]l5 A7 = znll = [|An]l (2 5 10 )

| L)

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 5.32 DE MONTEL. Por el teorema de Ascoli—Arzela,
bastard probar que si F C H(Q) estd uniformemente acotada sobre compactos,
entonces F es equicontinua sobre compactos, o mas simplemente, por el lema 5.6,
que F es equicontinua sobre discos cerrados contenidos en ().

Sea cl(D(a,r)) C Q y tomemos s tal que r < s < dist(a, 0Q).

Como F estd uniformemente acotada sobre compactos,

M:= sup |f(w)] <oo.
JeF;

weC:lw—al=s
Sea f € F. Mediante la formula de Cauchy podemos expresar la derivada de f
en el disco cl(D(a,r)) como integral de f sobre dD(a, s):

fl(z) = 1/ (f(w)2 dw, paratodo z € cl(D(a,r)),
|lw—al|=s

271 w— z)

para acotar

If'(2)] < ﬁM, para todo z € cl(D(a,r)).

Si hacemos L := WM , tenemos entonces que

|f(z1) — f(22)| < L|z1 — 22|, para todo z1, 22 € cl(D(a,r)).

Como esto es cierto para todo f € F (la cota L no depende de f € F) tenemos,
como querfamos demostrar, que F es equicontinua sobre el disco cl(D(a,r)). n

Se sigue directamente del teorema, 5.32, de Montel y dejamos apuntado en el
siguiente corolario que la normalidad es una propiedad local.
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Corolario 5.34 Sea F una familia de H(S?). La familia F es normal en todo € si
y sdlo si, para todo a € Q, existe v > 0 tal que D(a,r) C Q y tal que F es normal
en D(a,r).

EJEMPLO 5.5.1 Sea Q un dominio cualquiera. La familia F de funciones f de H(2)
tales que f(Q2) C D es normal, pero la familia G de funciones de H(Y) acotadas en
moddulo no es normal.

Por supuesto, la familia F es normal pues, sin necesidad de descender a sus
compactos’, se tiene |f(z)| < 1, para todo z € Q y toda f € F.

La familia G no es normal, sin embargo, pues contiene a las constantes g, = n,
para cada n > 1, por ejemplo. &

EJEMPLO 5.5.2 Liouwville como consecuencia de Montel.

Vamos a derivar aqui el teorema de Liouville que dice que toda funcién entera
acotada es constante como consecuencia del teorema de normalidad de Montel.

Sea f entera y acotada. Fijemos a € C. Para cada entero n > 1 definimos la fun-
cién gn(z) = f(a+nz), digamos que para z € D. Como las funciones g,, estan unifor-
memente acotadas, el teorema 5.32 de Montel dice que para una subsucesién (ng) la
subsucesion g,, converge uniformemente sobre compactos hacia una cierta funcién g

holomorfa en D. Por tanto, gy, N g’ y, en particular,
i, f'(a) = g5, (0) = ¢'(0).

Esto implica que f’(a) = 0, y, por tanto, como a es arbitrario, que f' =0y que f es
constante. &

5.5.1. Normalidad y convergencia puntual

Para sucesiones extraidas de una familia normal, la convergencia puntual deviene
en convergencia uniforme.

Lema 5.35 Sea F una familia normal y (fn)o2, una sucesion extraida de F.

Supongamos que lim,, o frn(2) existe para todo z € C.
Definamos la funcion g en Q mediante

g(z) = lim f,(2), paratodo z € Q.
n—oo
Entonces, la funcion g es holomorfa en  y

Q
fn:>g~

5Sabemos de un colega que descendi6 a sus compactos, y no ha regresado. jCuidado!
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DEMOSTRACION. La holomorfia de g es consecuencia de la convergencia uniforme y
del teorema 5.14 de Weierstrass.
Para la convergencia uniforme damos dos argumentos, dos.

1) La sucesién (f,)n>1 tiene una subsucesién uniformemente convergente sobre

compactos de €2, digamos que f,, L he H(£2). Como la convergencia uniforme
sobre compactos implica la convergencia puntual, se tiene que h = ¢ y, por tanto,
g € H(Q). Finalmente, como de cualquier subsucesién de (fy)n>1 se extrae una
(sub-)subsucesién que converge, y necesariamente lo hace hacia g, se deduce, por el

lema 5.4, que f, LN g.

2) La familia F es equicontinua sobre compactos. La convergencia uniforme de
(fn)n>1 hacia g se deduce directamente de la proposicién 5.8. ]

El lector atento y meticuloso habra recordado en este punto que el corolario de la
proposicion 5.8 permitiria rebajar la hipotesis de convergencia puntual a convergencia
puntual para los z en un conjunto denso de 2. Pero en realidad, como vamos a
ver a continuacién, el principio de ceros aislados permite rebajar la hipdtesis de
convergencia puntual ain mas; este es el contenido del siguiente teorema.

Teorema 5.36 (Teorema de Vitali—Porter) ¢ Sea Q un dominio en C y sea A
un subconjunto de £} que tiene un punto de acumulacion en €2.

Sea F una familia normal en H(2).

Sea (fn)o2, una sucesion extraida de F tal que

lim f,(a) existe en C para todo a € A.
n—o0

Entonces f, converge uniformemente sobre compactos de 2.

Ademds, si lim, o fn(a) = 0 para todo a € A, entonces f, converge uniforme-
mente sobre compactos hacia 0.

DEMOSTRACION. Remedamos el primer argumento del lema 5.35. Para anclar el argu-
mento, tomemos una subsucesién de (f,,)22, convergente, digamos, hacia g € H(2).
Apelamos ahora al (sencillo) criterio de convergencia 5.4, a cuya consulta instamos al
lector. De cualquier subsucesion de (f,)52; podemos extraer una (sub)subsucesién
convergente, digamos hacia h. Como g(a) = h(a) para todo a € Ay A tiene acumula-
cién en €, el principio de los ceros aislados nos confirma que g = h. En consecuencia,
la sucesién completa (f,)o° ; converge hacia g.

Finalmente, si lim,_,~ fn(a) = 0 para todo a € A, la funcién limite g cumple
que g(a) = 0, para todo a € A. De nuevo, el principio de los ceros aislados corrobora
que g = 0. ]

SEl articulo de Porter a este respecto es [35].
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EJEMPLO 5.5.3 llustracion del uso del teorema 5.36 de Vitali—Porter: la convergen-
cia

n
(1—|—E> éez.
n

Partimos tan sélo, y ésta es la gracia de la argumentacion de este ejemplo, de la
mera y pura definicion del nimero e:

(x) e= lim <1+l>n.

n—oo n

Para cada n > 1 definimos el polinomio P,(z) = (1+ z/n)" y tomamos como fy,
la funcién entera dada por f,(z) = P,(z) — e?, para z € C. Tomamos como conjunto
A, del enunciado del teorema de Vitali-Porter, a A= {1/k: ke Z,k > 1} U{0}.

SikeZ, k>1, tenemos que

1 \kn
e = lim (1+f> ,

n—o00 kn
pues los kn son una subsucesién de los n en (x). En otro términos, para cada k € Z,
k > 1, se tiene que

% — 1im (1 n %)n

n

Asi que, para k € Z, k > 1, tenemos que lim,, oo P, (1/k) = e'/*, y como ademés
P,(0) = 1 = €% tenemos que

lim P,(a) —e*=0, paratodoa€c A.

n—o0

En cuanto a la acotaciéon uniforme sobre compactos (para asi verificar que las P,
forman una familia normal) observe, lector, que como 1 + x < e*, para todo z € R,

|Py(2)| < <1+ ‘Z|)n < ellFl/mm — eIzl para todo z € C,n > 1,

n

|P,(2) — €| < 2¢/*l, paratodozeC,n>1.

Observe, lector, que, de camino y como consecuencia, se obtiene que (1+z/n)" — e*,

cuando n — oo, para todo x € R. &

Le sugerimos al lector inquieto que consulte, en este punto, el ejercicio 5.6.17
donde se propone otra ilustracién interesante, un teorema de Montel, del uso del
teorema 5.36 de Vitali—Porter.
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5.5.2. Normalidad de familias en H (D)

Vamos a prestar atencién en este apartado al espacio H (D) de las funciones
holomorfas en el disco unidad D.
Supongamos que F es una familia en H (D). Para cada r € [0, 1), definimos

Mp(r) =sup{|f(2)| : f € Fylz[ <r}

Esta expresién es creciente con 7.

Es conveniente expresar la normalidad de la familia F en términos de Mx(r).

Lema 5.37 Una familia F de funciones holomorfas en D es normal si y solo para
cada r € [0,1) se tiene que Mx(r) < +oo.

DEMOSTRACION. Se sigue simplemente de que, para cualquier compacto K C I, se
tiene que K C cl(D(0,r)) para algin r < 1. |

EJEMPLO 5.5.4 Consideremos la familia D (que se dice de Dirichlet) de funciones
holomorfas en el disco unidad D tales que

Z\an |2<1

donde (an(f))n>0 es la sucesion de los coeficientes del desarrollo de Taylor de f
alrededor del origen:

= Zan(f)zn, para todo z € D.

La familia D es normal. Por cierto, la D hace honor a Dirichlet.

Si feDyzeD, se tiene, aplicando la desigualdad de Cauchy—Schwarz, que

00
r<2|an M <\ D lan(F) Zw H
n=0

Por consiguiente,

1
Mp(r)gwﬁ, para todo r tal que 0 <r < 1.
-7

El lema 5.37 nos da la normalidad de D. &

EJEMPLO 5.5.5 Teorema de Schottky y normalidad.

Fijemos A > 1. Consideremos la familia ICa de las funciones holomorfas f en D
que omiten {0,1} y tales que x < |f(0)| < A, es decir, tales que |In|f(0)|| < InA.
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Comprobemos que esta familia ICa es normal.
El teorema 4.41 de Schottky nos da que, si f € Ka y z € D, entonces

1) < A0+ @) (5

Por consiguiente,

My, (r) < exp [A(L+ m(A))G tr

4
)] Si0<r<1.
- T

El lema 5.37 nos da ahora la anticipada normalidad de K. &

;, Cual es el papel de ese A7, se estard preguntando el lector. En la prueba anterior
el papel de A est4 claro: lo requiere Schottky, pues en su cota aparece |In |f(0)|. Adn
asi; consideremos la familia F de funciones holomorfas en D) que omiten {0, 1}. Sea
(fn)n>1 una sucesion de funciones en F. Analicemos la sucesion numérica (f,,(0))p>1.
Si para un cierto A > 1 se tiene (1/A) < |f,(0)| < A, entonces las f,, pertenecen a la
familia normal Ca y por tanto las f,, admiten una subsucesién convergente en H (D).
Pero si no es ése el caso, entonces es porque hay una subsucesion (fp, )rk>1 tal que
[caso 0]: fr, (0) = 0 cuando k — oo, o tal que [caso oo]: fy, (0) = ooc cuando k — oo.

En el caso 0, consideremos g, = 1 — fp,, que asimismo son holomorfas en D y
omiten {0,1}. Como gx(0) — 1 cuando k — oo, tenemos que g € Ky/p de un k en
adelante. Y, por tanto, por normalidad, los g tienen una subsucesién convergente
en ‘H(D). El teorema 5.27 de herencia de Hurwitz nos dice que el inico limite posible

sz ; Q f . .,
ha de ser la funcién constante 1, asi que g = 1. En otros términos, la sucesion
(fn)n>1 tiene una subsucesién que converge en #H(ID) hacia 0.
En el caso ococ, consideramos las funciones hy = 1/f,,. Estas hy son funciones

holomorfas que omiten 0,1. El caso 0 nos dice que hy 2 0. En otros términos, la
sucesion (fy,)n>1 tiene una subsucesién que converge uniformemente sobre compactos
hacia ococ.

Asi que de cualquier sucesién (fy)n>1 de F se puede extraer una sucesién que
converge uniformemente sobre compactos hacia una funcién holomorfa en D que
omite {0, 1}, hacia la constante 0, hacia la constante 1, o...hacia ococ.

En puridad no podemos decir que F es normal, pues esa posible convergencia
a 00¢, no lo permite’. Pero, en realidad, ;verdad, lector?, la familia F cumple el
requisito de ser relativamente compacta, sélo que hay que anadir la constante oo
como posible limite. La nocién de familia normal de funciones meromorfas abarcard
sin mayores dificultades ese limite especial, véase el apartado 5.6 y, en particular, el
teorema 5.46 de Montel-Carathéodory.

EijEMPLO 5.5.6 Sea C la familia de las funciones f holomorfas en D que tienen
parte real positiva y tales que f(0) = 1. La familia C es normal. La C hace honor a
Carathéodory.

Y somos obedientes.
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Si f € C, entonces f estd subordinada a z — (14 2)/(1 — z), y el lema 4.23 nos
dice que

1
lf(2)] < 1 + ;Z: , paratodozeD.
— |z
En otros términos,
1
Mec(r) < 1—1—7"’ sio<r<1,
lo que, por el lema 5.37, nos da la normalidad. &

Conviene insistir en que si no se exige que f(0) = 1, la familia resultante F de las
funciones holomorfas en D con parte real positiva no es normal, pues, por ejemplo,
las funciones constantes f,, = n, para n > 1, pertenecen a F.

Normalidad y series de potencias

Consideremos una familia F de funciones holomorfas en el disco unidad D. Para
f € Fy entero n > 0 denotamos por a,(f) al n-ésimo coeficiente del desarrollo de
Taylor de f alrededor de z = 0. Definimos ademas

Ay, = sup |an(f)|, paran > 0.
feFr

Proposicion 5.38 La familia F es normal si y sélo st

1) A, < 400, para cada n > 0.
2) limsup,,_, VA, <1.

DEMOSTRACION. Supongamos que F es normal. Para r € (0,1) sea
Mz(r) =sup{|f(z)| : |z <r, f € F}.

Para cada r € (0,1), se tiene que Mz(r) < 4o0.
La férmula de Cauchy nos dice que si r € (0,1), f € F y n > 0, entonces

LoJe),

a = —
n 211 Jypmp 20 H
y por tanto que
Mx(r)
an(f)] < =5
Por consiguiente,
M.
A, < fn(r), parar € (0,1) yn>0.
T

Esta acotacién nos dice primero que cada A, < +oo y ademas que, tomando raiz
n-ésima y luego aplicando lim sup, que

1
(%) limsup /A, < . limsup v/ Mxz(r) <

n—oo n—oo

S| =

, parare (0,1).
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Note, lector, que si Mz(r) = 0 (que corresponde a la situacién trivial en que F
sélo contiene a la funcién 0), entonces limsup,,_,., ¥/ Mxz(r) = 0, mientras que en

cualquier otro caso, limsup,,_,., Y/ Mrz(r) = 1.
Como (x) es vélida para todo r € (0,1) se deduce que

limsup v/ A, <1.

n—oo

Supongamos, para la comprobacién de la implicacién reciproca, que se cumplen
las condiciones 1) y 2). Sea f € Fy |z| <r <1:

@< lan(HI =" < Anr™
n=0 n=0

Por tanto, para r € (0,1) se tiene que
o
Mxz(r) < ZAnr".
n=0

Fijemos r € (0,1) y sea t > 1 tal que ¢tr < 1. Existe un entero N > 0 tal que si
n > N entonces A, < t". De manera que

N 0o
Mr(r) <Y Apr™+ >0 (tr)",
n=0 n=N-+1
y esta cota es finita puesto que tr < 1y A, < +oo para 0 < n < N.
Por tanto para cada r € (0, 1) se tiene que Mz(r) < 400, de manera que F esta
uniformemente acotada sobre compactos de D, es decir, F es una familia normal. H

Sea F una familia normal de funciones holomorfas en el disco unidad D y sea
Apn = supyser lan(f)|, para n > 0. La serie de potencias

o

n
E Ap 2"
n=0

tiene radio de convergencia al menos 1, pues limsup,,_,., VA, < 1, asi que la serie
de potencias define una funcién holomorfa F' en ID. Adema4s se tiene que

(1) |f(2)] < F(|z|), paracadaze€Dycada f€F.

Reciprocamente, si para una familia F de funciones holomorfas en D existe una
funcién F' holomorfa en D dominante en el sentido de que la acotacién (}) se cum-
ple, entonces la familia F es normal. Compare, lector, estas observaciones con el
lema 5.37.

Estas observaciones invitan, y hasta incitan, ;verdad, lector?, a intentar especi-
ficar los A, de una familia F normal dada. Pero le advertimos, lector, de que ésta
no es, en general, una tarea facil. Veamos unos cuantos ejemplos al respecto.
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EJEMPLO 5.5.7 Para la familia B de funciones f en H(D) tales que f(D) C D, se
tiene que A, =1 para cada n > 0.

La férmula de Cauchy nos da directamente que |a,(f)| < 1,si f € Bysin > 0.
Por tanto A, < 1, para cadan > 0. Paran > 1, la funcién z" nos dice que, de hecho,
A, = 1. Para n = 0 las constantes f = a € D nos dan asimismo que Ay = 1.

La funcién F(z) => 2 Anz" =1/(1 — z), en efecto, cumple como debe que

1
1— |z’

1f(2)] < F(z]) = para todo f € By z € D.

Pero obviamente esta acotacién es (muy) holgada. &
EJEMPLO 5.5.8 Para la familia C de funciones en H(D) con parte real positiva y
con f(0) =1, se tiene Ag =1y A, =2, para cada n > 1.

Por cierto, estas cotas para C son un resultado de Carathéodory, a quien alude
la notacién C.

El ejemplo 5.5.6 nos dice que la familia C es una familia normal. Como todas las
funciones f € C satisfacen f(0) = 1, es obvio que Ay = 1.

La funcién
142 = .
g(z)zl :1+2§ 2", parazeD
-z
n=1

es de la familia C. Por tanto, A,, > 2, para n > 1.
Sea ahora g € C y supongamos que g es holomorfa en D(0, R), para un cierto
R > 1. Probaremos que |a,(g)| < 2, para n > 1. Con esto bastard, porque si f € C
y si r € (0,1) entonces g(z) = f(rz) también estd en la familia C, pero ademds es
holomorfa en (0, 1/7), y por tanto se tendria que
an() = - lan(9)] <2+

haciendo 7 1 1 se obtendria que |a,(f)| < 2, paran > 1.
El siguiente lema es la clave:

Lema 5.39 Sea g holomorfa en D(0, R) para un R > 1. Denotemos: u = R(f) y

v =S(f), de manera que g = u+ w. Entonces, paran > 1,

1 27( (3 —mn
an(9) = o i g(e”)e ™ dy

2 °n 3\ —wnd 21 °n 1y —nd
= — u(e)e dy = — v(e™)e dg .
2T 0 2 0

Este lema es en realidad reflejo directo de las ecuaciones de Cauchy—Riemann en
el calculo de los coeficientes de Taylor mediante la formula de Cauchy.
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Antes de dar la demostracién del lema, completemos el andlisis del presente
ejemplo. En ese caso en que g € C, la funcién u = R(g) es positiva. Ademds, como
ag = f(0) = 1, se tiene que

1 2

1 u(e) dv .

zgo

Por el lema 5.39, y usando que u es positiva, tenemos entonces

2 2 9 9 2 21 9
. 7 —n < 2 7 —9
0n(@)] = 55 [ wlee i) < o [Tty an =2,

que da el resultado buscado para concluir que en la familia C se tiene que A, = 2,
para n > 1.
DEMOSTRACION DEL LEMA 5.39. Aplicando la férmula de Cauchy a g en 9D, obte-
nemos que

27
%) anlg) = — 9W) 4y = 1

92 ntl g(e®ye ™ dy, paran>0.
T Jjw|=1 W

Note, lector, que esta expresién es valida para n > 0.
Para n > 1, la funcién g(z)z"~! es holomorfa en D(0, R), asi que su integral
sobre JD ha de anularse, por el teorema de Cauchy, es decir,

1

n—1
d = —
g(w)w w= o

w|=1

) 0=

= )

2m
/ g(e®ye™ dy, paran>1.
0

Observe, lector, que esta expresion (f) es vélida para n > 1.
Fijemos n > 1. Si a la identidad (%) le sumamos el conjugado de la identidad (7),
obtenemos que

T or

9 2m
an(g) /0 u(e®) e ™ dy .

Si a la identidad (%) le restamos el conjugado de la identidad (}), obtenemos que

9 2m
an(g) = Z/o v(e?) e ™ 4y .

T on
|
I’ Nota 5.5.3. &1 Sumando y restando las expresiones(x) y (1) obtenemos, adicionalmente,
2 27 o
an(g) = — g(e"”) cos(nd) dv,
2m Jo >1
o ' for paran > 1.
wan(g) = — g(e”)sen(nd) d 9,
21 J,
[ )
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Observemos que, para la clase C, la funcién dominante

> > 1 142
F(z):EoAnz":1+2§lz":1+2<lZ—l)zlz,
n= n—=

pertenece a la familia C. Asi que en este caso

z€eD,

Mec(r)=F(r), para0<r<1.

Continuando, si, lector, con este ejemplo, damos ahora una demostracién alter-
nativa, pero, como dirfa® Littlewood, en el espiritu de y de corte de la teoria de
funciones, de que A,, < 2, para n > 2. Regodéese, lector, apreciando la sutil elegan-
cia del argumento.

Si f € C, entonces f estd subordinada a la funcién F(z) = (14 2)/(1 — 2), para
z € D. Y, por tanto, para cualquier f € C se tiene que que

IF(O)] < [F'(0)] = 2.

Fijemos N > 1y sea wy = >™/N la raiz N-ésima de la unidad. Consideremos la
funcién

N
1 :
gn(z) = N E f(zwk), parazeD.
=1

Esta gy es holomorfa en D, y de hecho gy € C. Pero ademas, para los coeficientes
de Taylor de gy se cumple que

(aw) 0, si n no es multiplo de N,
a =
g an(f), simn es multiplo de N.

Por tanto, podemos escribir
gn(2) = hn (=),
donde hy es una funcién holomorfa en D, que ademés cumple que hy(0) = gn(0) =
f(0) =1y que R(hn(2)) > 0 para todo z € D. Es decir, hy € C.
Observe, lector, que a1 (hy) = an(gn) = an(f), y que, por consiguiente,

lan(f)] = lai(hn)| < 2,

que es justo lo que se queria comprobar. &

EJEMPLO 5.5.9 La clase® S de funciones en H(D) inyectivas y normalizadas con
f(0)=0y f(0)=1.
En el argot de los aficionados a la variable compleja, a las funciones inyectivas se

les dice univalentes. La clase se denota S en referencia a «schlicht el calificativo en
aleman para designar a las funciones univalentes.

8Como dirfa, no; como dice Littlewood. Véase [9], pagina 115.
9iTradicién! Esta es la clase S y no la familia S. No se diga mds.
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La funcién K, conocida como funcion de Koebe, y definida por

K(z) = = para z € D,
es de la clase S y lleva biyectivamente el disco D sobre el dominio C \ (—o0, —1/4],
es decir, el plano al que le hemos quitado el intervalo real semiinfinito que va desde
—oo hasta —1/4. De hecho, K es la composicién

ze€Dr— 1412 eH
(L5 e o
— i<(ii—z)2—l) _ K(2) € C\ (=00, —1/4],

donde cada uno de los pasos es biyectivo.
El desarrollo en serie de potencias de la funciéon K alrededor de z = 0 es

o0
K(z) :an", para z € D.
n=0

Esto se deduce de que como
oo

1
1_2:22",
n=0

entonces

(1—12)2 - (1iz>lz7;nzn_l'

Como K € S, se deduce que
A, >n, paran>0.

Ludwig Bieberbach prob6 en 1916 que Ay = 2 y conjeturé que A, = n para
n > 3. Tras verificacion de algunos casos particulares, como n = 3, n = 4, con
técnicas de interés mas general que la mera confirmacién de estos casos, la conjetura
de Bieberbach se transformé en el teorema de Louis de Branges en 1984. &

EJEMPLO 5.5.10 La clase B* de funciones en H(D) tales que f(D) C D\ {0}, es
decir, funciones holomorfas en D acotadas en mdodulo por 1 y que no se anulan.

Obviamente B* es una familia normal, pues estd uniformemente acotada.

Es claro que Ag =1y que A, <1, para cada n > 1, pues B* C B.

La funcién f definida por f(z) = exp((z — 1)/(z + 1)), para z € D, es de la
familia B*, pues la transformacién de Mébius z — (2 — 1)/(z + 1) lleva el disco
unidad D sobre el semiplano izquierdo. Ademds f(0) =1/ey f'(0)) = 2/e.
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Para cada n > 1, consideremos la funcién g, (z) = f(2"), para z € D, que también
es de la familia B*. Observe, lector, que

2
an(gn) = a1(f) =—-, paracadan>1.
e

Por consiguiente, A,, > 2/e, para cada n > 1y, por tanto,

QN

<A, <1.

No se conocen los valores de los A,, (por lo menos, en el momento actual en que el
humilde escriba de estas notas las estd transcribiendo). La conjetura de Jan Krzyz,
de 1968, es que para cada n > 1 se cumple que A,, = 2/e. &

Normalidad y subordinacion

Sea g una funcién holomorfa en . Definamos la clase F4 en H(ID) que consta de
todas aquellas funciones holomorfas en D subordinadas a g.
La familia F, es normal. Basta observar que para toda f € F, tenemos que

f(el(@(0,7))) € g(cld(0,7)))

por tanto,
Mg, (r) = méx{|g(2)]; |z[ =},

y estamos en la situacién del lema 5.37.

Supongamos que €2 es un dominio simplemente conexo y que a € (). El teore-
ma 6.1 de la aplicacién de Riemann nos dice que existe una funcién g holomorfa en D
y biyectiva sobre 2 y tal que g(0) = a € Q. Por consiguiente, la familia F = F(q 4):

F=A{f e H(Q); f(D) CQ, f(0)=a}

es una familia normal.

El siguiente lema nos dice que la subordinacién es una operacién cerrada respecto
de la convergencia uniforme sobre compactos.

Lema 5.40 Sean (fn)n>1, (gn)n>1, dos sucesiones de funciones holomorfas en D
tales que

. fngf ygn:Q>g, cuando n — oo,
s f,(0) = gn(0), para cada n > 1,
= fn < gn, para cada n > 1.

Entonces f < g.
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DEMOSTRACION. Para cada m > 1, podemos escribir f, = ¢, o w,, donde w, es
holomorfa en D y es tal que w,(D) C Dy w,(0) = 0.
El teorema de Montel nos da que para una sucesién creciente (ny)x>1 se tiene que

D
Wy, = w, cuando k — o0,

donde w es una funcién holomorfa en D. Nétese que w(0) = 0 y que w(D) C D.
Para cada z € D y k > 1 se tiene que

fnk(z) = Gny, (wnk (Z)> :

Fijemos z € D. Como gy, N gy wn(2) & w(z) € D, cuando k — oo, se
tiene que

y como

. fn, (2) = f(2),

k—o0

se concluye que
f(z) =g(w(2)), paratodozeD,

y, en particular, que f < g. [ |

5.5.3. Familias compactas

Una familia F C H(2) es compacta si es relativamente compacta, es decir, nor-
mal, y ademas es cerrada.

El teorema de Montel nos dice cudndo se tiene la compacidad relativa.

Para que una familia sea cerrada se requiere que la propiedad definitoria de la
familia F se herede por paso al limite. Los teoremas de Hurwitz dan ejemplos de
varias tales propiedades: el limite o hereda esa propiedad o es constante; asi que
hara falta que la propiedad definitoria de F prevenga que los potenciales limites
sean constantes.

Aqui, por su relevancia ulterior, vamos considerar en el siguiente ejemplo, la
propiedad de inyectividad.

EJEMPLO 5.5.11 Sea © un dominio, a un punto a €  y un nimero § > 0. Sea
F = F(Q,a,9) la familia de funciones holomorfas en § tales que

1) son inyectivas,
2) f() CD,
3) f(a)] = 6.
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La familia F es compacta.

La familia F estd uniformemente acotada sobre todo €2, asi que es relativamente
compacta. Por Hurwitz, teorema 5.26, tenemos que si (f,)02; C F es tal que f, :Q>

g € H(Q), entonces g es inyectiva o es constante. Pero como f], LN g, se tiene que

l9'(a)| = lim_|f;(a)] =0,

n—oo

y, por tanto g no es constante y, ademds, g € F. &

En la demostracion del teorema 6.1 de la aplicacién de Riemann, estas familias
F probaran més alla de toda duda su gallarda valia y su noble linaje.

5.6. Funciones meromorfas: convergencia y normalidad

Vamos a abordar a continuacién la convergencia de funciones meromorfas y la
nocién de normalidad de familias de funciones meromorfas. Respecto del estudio
que ya hemos llevado a cabo para funciones holomorfas, el que sigue para funciones
meromorfas es muy paralelo con una serie similar de teoremas, y a la vez muy
subsidiario de aquél.

Habida cuenta de este subsidiario paralelismo, el ritmo de la presentacion sera
algo mas ligero que el habitual. Le prestaremos somera atencién a ciertos detalles me-
nores, firmemente convencidos de que sin mayores dificultades los podra ir perfilando
segun los va encontrado.

Sea € un dominio en el plano complejo C. Consideremos el conjunto M(2) de las
funciones meromorfas en 2. Recordemos que f es meromorfa en {2 si f es holomorfa
en 2\ P, donde P es un conjunto sin acumulacién en 2 tal que en cada uno de los
puntos de P la funcion f tiene un polo. Es decir, f solo tiene singularidades aisladas
en {2, ninguna de las cuales es una singularidad esencial.

Recordemos que el conjunto M(€2) es un cuerpo, pues si f # 0 entonces 1/f es
meromorfa, con ceros en los polos de f y polos en los ceros de f.

5.6.1. Plano extendido ((A:

El plano extendido Cesel plano complejo C al que «se anade»ooe, es decir,

A C le dotamos de la topologia de compactificaciéon de un punto, que se construye
a partir de la de C anadiendo como base de entornos de oo a las regiones

{z € Cs|z| > r} U {ooc}

para r > 0. Con esta topologia, C es compacto.
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Podemos considerar, y consideramos, a las funciones meromorfas en {2 como
funciones continuas de €2 en C.

La proyeccion estereografica II, tomada desde el polo norte (Q, 0,1) € S?, lleva la
esfera unidad S? de R? biyectivamente sobre el plano extendido C. En ecuaciones, la
proyeccién II viene dada por

@
r = ,
(04757’}’)ESQHH(a,ﬂ,V)zx—i—lyEC, donde 1gfy
Yy :1—7
-7

y ademads, con
I1(0,0,1) = ooc .
(0,0,1)

z=(a+18)/(1

AW

77
AN =

(0,0,—1)

Esta biyeccién II permite identificar la esfera unidad S? de R? con C. La pro-
yeccién estereogréafica es un homeomorfismo de S? sobre C: la imagen mediante II
de los casquetes polares (del polo (0,0,1)) son la base de entornos de C que hemos
introducido més arriba.

Al plano extendido C se le conoce también, en ambiente complejos, como esfera
de Riemann.

Distancia esférica y distancia cordal

En el plano extendido C definimos la distancia cordal mediante

2z —w
c(z,w) = i |l|2 \/1|+ M , paraz,w e C,
y
c(z,00¢) = \/%W, para z € C.
20|

Notemos que ¢(z,0) = e para cada z € C. Y que ¢(0, coc) = 2.
z

La razén del nombre es que c(z,w) es la longitud del segmento en R? que conecta
~1(2) con IT~!(w), es decir, la longitud de la cuerda que conecta IT~!(z) con II~*(w).
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La topologia dada por esta distancia cordal en Cesla topologia de la compacti-
ficacién de un punto que hemos descrito mas arriba.

I’Z Nota 5.6.1. &1 La distancia cordal no es una distancia riemanniana. __ '

Si proyectamos la métrica riemanniana usual de S? de curvatura +1 via la pro-
yeccién estereogréafica IT desde la esfera S? a C, se obtiene la métrica riemanniana,
conforme con la métrica euclidea, y dada por la densidad

2

ds = —=
y 1+ |22

|dz|.
(E=G = (4/(1+|2/*)? y F = 0 en la notacién clésica.) La distancia esférica
s(z,w) entre dos puntos z,w € C es la distancia en C calculada con ese elemento
de longitud. La proyeccién estereogréfica es una isometria desde S? con su distancia
geodésica sobre C dotado de la distancia esférica.

Las distancias esféricas y cordales son comparables:

—s(z,w) < c¢(z,w) < s(z,w), paratodo z,w € @,
T
de hecho,
c(z,w) = 2sen(s(z,w)/2) y s(z,w)=2arcsen(c(z,w)/2), para todo z,w e C.

Ademas,
lim %)

w—z $(z,w)

=1, paratodoze(a.

En compactos de C, las distancias cordal y euclidea son comparables. De hecho,
si R > 0, entonces

2
(5.1) (1 . 32) 2 — w| < ¢(z,w) < 2|z —w|, para todo z,w € cI(D(0, R)).

Transformaciones de Mo6bius y C. Conviene dejar apuntado que toda trans-
formacién de Mobius es un homeomorfismo de C sobre si mismo.

Las isometrias de C (dotado de la distancia cordal o de la distancia esférica)
que ademas conservan orientacién son las transformaciones de Mobius de la siguiente
forma especial:

T(z) = ﬂ, para todo z € C,
Bz+w@
donde , 3 € C y |af?> + |3]* = 1. Entre estas isometrfas estdn los giros (planos),
T(z) = ¥z, alrededor de z = 0 y la inversién, T(z) = 1/z (que corresponde a o = 0
y B =1). Las isometrias de la distancia esférica son justamente las rotaciones de S?
que conservan orientacién (el grupo ortogonal SO(3)).
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Al grupo de las isometrias T" de C con distancia cordal o esférica (y que conservan

~

orientacién) lo denotamos por Zso(C).

Para la distancia esférica tenemos la siguiente férmula explicita:

(x)  s(z,w) = 2arctan (‘ 1Z —v

D, siz,wE@.

+ zw
En particular,
(f) s(0,z) =2arctan|z| y s(z,00¢) =2arctan(l/|z]), size€ C.

La expresién de s(0,z) en (f) se obtiene directamente de que las rectas por el
origen son geodésicas en la métrica esférica de @, pues son imagenes mediante la
proyeccion estereografica II de grandes circulos, meridianos, de hecho, de manera
que

|2 1
s(0,2) = / 2 ——5dt = 2arctan |2].
o 1+t

La expresion de s(z,00¢) en (}) se obtiene andlogamente

(2, 000) /+°°2 L /Wl L4t — 2arctan(1/]2))
s(z,00¢c) = ——dt = ———dt = 2arctan(1/|z]),
- 2| 1+t 0 1+ ¢2

donde se ha hecho el cambio de variables ¢t — 1/t.

& Nota 5.6.2. &1 Observe, lector, que para 7 € (0, +00),

+oo
E:/ N
2 Jy 142

r 1 +oo 1 1/r 1
=] 1re Trpd= di = 1/r).
/0 e dt + /r T dt = arctan(r) + /O e dt = arctan(r) + arctan(1/r)

De manera que
m = 2arctan(r) + arctan(1/r), para todo r € (0,+00).

[ )

Podemos obtener la férmula (%) utilizando las isometrias de C como sigue. Si
20, wp € C, tomemos T' € Zso(C) que lleve zy en 0. Basta para ello con que azy = f.
Observe, lector, que en ese caso

20 — Wo
) = | 2710
T wn)| = |2
Por tanto,
Zo — Wo
s(z0, wo) = s(0, T (wp)) arctan |T'(wo)| arctan | - o~
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Derivada esférica de una funciéon meromorfa

Sea f una funciéon meromorfa en un dominio €2 C C.
La derivada esférica f* de f se define como

fiy — AP
L+ |f(2)?
(Hay quien prefiere!? no poner el valor absoluto en la derivada usual que aparece en
el numerador.)
En realidad, esta expresiéon define la derivada esférica si z € {2 no es un polo de f.
Si 2z € Q es un polo podemos definir f#(z) como

F(z) = Jim. fi(w).

Observe, lector, que si zg es un polo de orden 1, entonces f#(zg) = 2/| Residuo( f, z0)|,
mientras que si zg es un polo de orden al menos 2, entonces f jj(ZO) = 0.

para todo z € €.

Conviene remarcar que para cualquier funcién meromorfa f en (2 se tiene que
fi(2) < 400, para todo z € , sea z un polo de f o no.

Usaremos repetidamente que la funcién (real)
ze Qs f(2) € ]0,+00),

es continua de € en [0, +00); y también que para una funcién f meromorfa en un
dominio se tiene que ff =0 siy sélo si f es una constante.

Note, lector, que

f4(z) = lim e(f(2), F(w)) = l{im s(f(2), f(w))

, para todo z € €.

w—z ‘z—w‘ Ww—z |z—w|
Esta expresion es valida incluso cuando z es un polo de f, y como no distingue casos,
es, como definicién de la derivada esférica ff, un poco més elegante que la dada més
arriba. Asi que f¥(z) mide la distorsién de distancia euclidea a distancia esférica
que f produce Qnﬁnitesimalmente) cerca de z.

Si T € Zso(C), entonces T o f es meromorfa en 2 y

(Tof)f = f*.
La inversién T'(z) = 1/z lleva coc en 0. Si zp es un polo de f, entonces zp es un
cerode 1/f y

FH(z0) = (1/f)F(z0) = 2|(1/ ) (20)] -

Hacemos notar que si para una funcién meromorfa f en un disco D(a,r) se tiene
que

M :=sup f¥(2) < +o0,
2€Q

entonces
s(f(2), f(w)) < M|z —w|, paratodo z,w € D(a,r).

Nos restringimos en este comentario a un disco por su convexidad.

0Hay gente pa t6, ya se sabe.
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5.6.2. Los espacios C(Q,C) y M(Q)

Denotemos por C(£2 Al al conjunto de las funciones continuas de €2 en C. Observe,
lector, que M(2) C C(€2, C). Por cierto, la funcién constante f = oo¢ es un elemento
de C(Q,C).

Sea (fn)n>1 una sucesién de funciones en C (©,C) y sea f € C(€,C). Decimos
que f, C-converge uniformemente sobre compactos de {2 hacia f si para cada
compacto K C €2 se cumple que

lim méaxc(fn(z), f(z)) =0.

n—oo zeK

O, equivalentemente, que

lim méx s(fn(2), f(2)) =0.

n—oo ze K

Hemos supuesto de partida en esta definicién que f € C (Q, (C) pero si una suce-
sion (fn)n>1 (C—converge uniformemente sobre compactos a una funcién f : Q — (C
entonces esa funcién limite f es necesariamente continua.

Hemos calificado a esta convergencia de @—convergencia, en la que usamos la
distancias de C (cordal o esférica), para distinguirla de la convergencia usual de
funciones con valores en C en la que usamos la distancia euclidea. Hablamos de
C- convergencia, C—eqmcontlnuldad C- uniforme, etc; semanticamente pesado y gra-
maticalmente abusivo, pero, jqué se le va a hacer!, preciso.

Recuerde, lector, que el teorema de Ascoli-Arzela para familias en C(£2) se extien-
de, mutatis mutandis casi verbatim, a familias en C(X,Y’), donde X es un espacio
métrico separable e Y es un espacio métrico arbitrario: teorema 5.12. Y que, ademas,
si el espacio Y es compacto, del enunciado del teorema desaparecen, por innecesarias,
las condiciones de acotacién puntual o de acotacion uniforme sobre compactos de la
familia: teorema 5.13.

El teorema de Ascoli—Arzela para familias F C C((, @), habida cuenta de la
compacidad del espacio métrico C, dotado de la distancia esférica, reza entonces asi:

La familia F C C(2, @) es relativamente compacta para la @—convergencm uni-
forme sobre compactos si y solo si la familia F es C-equicontinua sobre compac-
tos.

La @—equicontinuidad sobre compactos de F significa que para cada compacto
K C Q y para todo € > 0 existe § > 0 tal que

o(f(2), f(w)) <e, sizweKylz—w <4

Como de costumbre, la @—equicontinuidad sobre compactos de € equivale a la
C-equicontinuidad sobre discos contenidos en ().
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C-convergencia de funciones meromorfas

El teorema de 5.14 de Weierstrass sobre convergencia uniforme de funciones holo-
morfas tiene un analogo para C-convergencia uniforme sobre compactos de funciones
meromorfas.

Teorema 5.41 (Convergencia de Weierstrass para funciones meromorfas)
Sea (fn)n>0 una sucesion de funciones meromorfas en  que @—converge uniforme-
mente sobre compactos a f € C(Q,((A:).

Entonces la funcion limite f es meromorfa en todo 2, f € M(Q), o es f = ooc.

En otras palabras, la familia que consta de las funciones meromorfas en {2 ademds
de las constantes de C es una familia cerrada en C (€, C) Por supuesto, basta con
anadir a M(Q) la constante ooc para tener una familia cerrada, pero queda maés
simétrico de esta manera y mas en consonancia con los teoremas de herencia. Ademés
le quita hierro a ese papel de que el limite pueda ser oo: es una funcién constante
mas.

DEMOSTRACION. Sea zg € ). Distinguimos dos casos, segiin f(2g) sea 0 no coc.

a) Supongamos que f(zp) # coc. Vamos a comprobar que en un disco alrededor
de zp las funciones f,,, de un N en adelante, son holomorfas y que convergen uni-
formemente sobre compactos (en el sentido euclideo) a f. Por el teorema 5.14 de
Weierstrass de convergencia holomorfa, el limite f serd holomorfo en ese disco.

Por continuidad, tenemos un disco D(zg, ), con 0 < r < dist(zg, 9€2), donde |f|
estd acotada digamos por R, asi que

f(D(z0,7)) C D0, R) .

Tomemos un poco de margen. Sea 7 = ¢(R, 0o¢)/2, que es la mitad de la distancia
entre ooc y el disco D(0, R), y sea S > R tal que ¢(S, 00c) = ¢(R, 0oc) /2.
Por C-convergencia uniforme sobre compactos tenemos que hay un N tal que

c(fn(2), f(2) <n, sizec(D(z,r))ysin>N.

Por tanto,

c(fn(2),00¢) > ¢(S,+00), sizec(D(zg,r)) ysin>N,

|fn(2)| <8, sizec(D(z,r)) ysin>N.

Esto, en particular, nos dice que para cada n > N la funcién f,, es holomorfa en
el disco D(zp, 7).
Por la comparacién (5.1) en el disco cl(ID(0,.S)) se tiene que

14 52

Fn2) = £ < (757 elfn(2), (), sz € A(D(zo, ) y sin > N
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Por consiguiente, la C-convergencia de las f,, hacia f implica la convergencia

usual f, Dg) f, v el teorema 5.14 de Weierstrass nos dice que f es holomorfa en el
disco D(zp, 7).

b) Supongamos que f(zp) = ooc. En este caso vamos a comprobar que f tiene
un polo en zg o que f es idénticamente oo en un entorno de zg.

Aplicando la inversién T'(z) = 1/z, que es una isometria para la métrica esférica,
se tiene que la sucesion (1/f,)n>1 C-converge a 1/f. Nétese que (1/f)(z0) = 0. El
caso a) anterior nos da que 1/f es holomorfa en un disco D(zg,r) C 2. Caben ahora
dos posibilidades: o bien 1/f = 0 en D(zp,7), y, por tanto, f = ococ en D(zp,7), 0
bien 1/f tiene un cero (aislado, claro), en zy y, por tanto, la funcién f tendria un
polo en z.

Con estos apartados, a) y b), hemos completado la descripcién de los posibles
comportamientos (en D(zo, 7)) locales alternativos de la funcién limite f: la funcién f
en D(zg,7) es, o bien meromorfa en D(z,7), o bien = co¢ en D(zg, 7).

Completamos (con meticulosidad) ahora la demostracién de que f es o bien me-
romorfa en todo €2 o bien = oco¢ en todo €2, partiendo de la informacién local anterior.
Querriamos apelar al principio de ceros aislados para que la posibilidad de ser oo
localmente se transforme en serlo globalmente. Necesitariamos haber constatado ya
que 1/f es meromorfa para poder invocar ese principio. Lo que sigue es el regate
pertinente para alcanzar la conclusion.

Sea F = {z € Q: f(z) = +ooc}. Como f es continua de 2 en @, el conjunto F
es un cerrado de €. Si E es un conjunto vacio, la parte a) nos dice ya que f es
holomorfa en €2, y habriamos terminado. Si £ = €2, entonces f = oo¢, y también
habriamos terminado.

Supongamos que ) # E ¢ Q. La parte a) nos dice que f es holomorfa en el
abierto Q \ E.

La funcién f no puede ser idénticamente nula en un disco contenido en Q \ E,
porque entonces, por el principio de ceros aislados, lo serfa en una componente conexa
de 2\ E, cuya frontera intersecaria E, contradiciendo que f es continua de €2 en C

Consideremos la funcién g = 1/f.

Esta funcién g es meromorfa en Q \ E, pues f no es idénticamente nula en
ninguna componente suya. Por otro lado, si zg € E, la parte b) nos dice que en un
disco D(zp,7) la funcién f o tiene un polo en zp o es idénticamente coc. De manera
que g es holomorfa en D(zp,7) o bien g = 0 en ese disco; en cualquier caso g seria
holomorfa en D(zg, r).

En conclusién, g es meromorfa en ). Pero entonces, si fuera g = 0, se tendria
que f = oco¢ y si fuera g #Z 0, entonces f seria meromorfa en €. |

Como complemento al teorema 5.41 de convergencia, para las derivadas esféricas
tenemos:

Lema 5.42 (Lema de Marty) Sea (fn)n>1 una sucesion en M(S2).
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a) St (fn)n>1 C-converge uniformemente sobre compactos hacia f € M(S), en-
tonces (fﬁ)nzl converge uniformemente sobre compactos a f*.

b) St (fn)n>1 C-converge uniformemente sobre compactos hacia f = ooc, enton-
ces (fﬁ)nzl converge uniformemente sobre compactos a 0.

Note, lector, que las funciones f}i y la f* son funciones reales (de hecho no-
negativas).

DEMOSTRACION. a) Verificaremos que esas derivadas esféricas convergen localmente
uniformemente hacia f*.

Sea a € D. Distinguimos dos casos, segiin a sea polo o no de f. Si a no es polo
de f, entonces, como hemos visto en la prueba del teorema 5.41, existe un radio r > 0
y un entero N tal que para n > N la funcién f,, es holomorfa en D(a,r) y ademads,
las f,, tienden a f uniformemente (en el sentido euclideo) a f en el disco D(a,r).

Por el teorema 5.14 de convergencia de Weierstrass para funciones holomorfas,
tenemos que

(fn)n>n tiende uniformente a f en D(a,r),

')n>n tiende uniformente a f’ en D(a, r),
n =

de donde se deduce de inmediato que f,g tiende a f* uniformemente en D(a,r).

Supongamos ahora que a es polo de f. Podemos suponer que las f, no son idénti-
camente nulas de un N en adelante, porque si hubiera infinitas f,, = 0, entonces f
seria idénticamente nula. Este comentario nos permite considerar para n > N las
funciones meromorfas g, = 1/f, y ademds la ¢ = 1/f. Como la inversién z — 1/z
es una isometria de ((A:, las gp @—convergen uniformemente sobre compactos a la g.
Como g(a) = 0, el caso anterior nos dice que para un cierto r se tiene que gfl converge
uniformemente hacia ¢* en D(a,r). Y como ffl = gTﬁL y f# = g%, se concluye también
en este caso, que fﬁ converge uniformemente hacia f* en D(a,r).

b) Las f, no son idénticamente nulas de un N en adelante, asi que podemos
suponer, y suponemos, que ninguna de las fn es idénticamente nula. Consideramos las
funciones meromorfas g, = 1/ f,, que C-convergen uniformemente sobre compactos
a la funcién nula g = 0. Por la parte a), se tiene que

i = gﬁl converge uniformente sobre compactos hacia ¢* = 0. -

@—convergencia para funciones holomorfas. Para funciones holomorfas po-
demos considerar dos nociones de convergencia uniforme sobre compactos: la C-
convergencia y la convergencia usual. Conviene que las comparemos.

En primer lugar, si una sucesion (f,)n>1 de H(2) converge uniformemente so-
bre compactos a f € H(£2), entonces por la comparacién entre distancia cordal y
distancia euclidea de la ecuacién (5.1) tenemos que la sucesion (fp)n>1 @—converge
hacia f.
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Ahora, en la otra direccién. Supongamos que tenemos una sucesion de funciones
holomorfas (sin polos) en un dominio 2 que C-converge uniformemente sobre com-
pactos a una funciéon f. El teorema 5.41 nos dice que f es meromorfa o f = ooc.
Pero, en el primer caso, jpuede el limite f tener polos? Pues no.

Veamos. Supongamos que la funcién limite f es meromorfa y que tiene un polo
en un punto zg € . Para cadan > 1, sea g, = 1/f, y sea g = 1/f. La funcién
meromorfa ¢ tiene un cero en zg. Como las g, @—Convergen uniformemente sobre
compactos a g, la discusién del teorema 5.41 nos dice que en un disco D(zp,7) C Q2
las gy, son holomorfas y convergen uniformemente sobre compactos (en sentido usual)
a g. Las g, no se anulan en D(zg,r), pues las f,, no tienen polos. El teorema 5.25 de
herencia de Hurwitz nos dice entonces que, o bien g no se anula (que no es el caso),
o bien g = 0 (que no es el caso).

En resumen,

Lema 5.43 Sea (fn)n>1 una sucesion de funciones holomorfas en un dominio .

a) Si (fn)n>1 converge uniformemente sobre compactos hacia f, entonces f €
H() y (fr)n>1 C-converge uniformemente sobre compactos.

b) Si (fn)n>1 @—converge uniformemente sobre compactos hacia f, entonces o
bien f =ooc o0 bien f € H(Q) y (fn)n>1 converge uniformemente sobre compactos.

Asi que, excepto por ese papel de la funcién constante ocog, las dos nociones de
convergencia son, para funciones holomorfas, equivalentes.

5.6.3. C-normalidad

Decimos que la familia F C M(2) es C-normal si es relativamente compacta
en la @—convergencia uniforme sobre compactos, es decir, si de cualquier sucesién
(fn)n>0 de elementos de F se puede extraer una subsucesién que @—Converge unifor-
memente sobre compactos de §2.

El teorema 5.41 de Weierstrass nos dice que cualquiera que sea el limite de una
tal (sub-)sucesion la funcién limite f es, o bien meromorfa en todo €2, o bien idénti-
camente oo¢.

El teorema de Ascoli-Arzela aplicado a una familia 7 C M(€2) de funciones
meromorfas en {2 nos dice que la familia F es relativamente compacta si y sélo si la
familia F es @—equicontinua sobre compactos; le recordamos, lector, que el que no
haya condicién sobre acotacién puntual o uniforme sobre compactos en el teorema
de Ascoli-Arzela se debe a la compacidad de @, repase si le parece el (comienzo del)
apartado 5.6.2, asi como el teorema 5.13.

En lo que sigue vamos a ver dos caracterizaciones (criterios) bien ttiles de C-
normalidad, a saber, el criterio de Marty, teorema 5.44, y el lema 5.48 de Zalcman.
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5.6.4. Criterio de Marty

El siguiente teorema de Frédéric Marty!! expresa la C-normalidad en términos
de la acotacién uniforme local de las derivadas esféricas.

Teorema 5.44 (Teorema de Marty) Sea F una familia de funciones meromor-
fas en un dominio Q). La familia F es C-normal si y solo si

() sup sup fH(z) < +oo, para cualquier disco cerrado cl(D(a,r)) C 9.
fEF zecl(D(a,r))
La condicién (*) significa que las derivadas esféricas de los miembros de F estan

uniformemente acotadas sobre compactos, o, equivalentemente, que la familia F? de
derivadas esféricas de los elementos de F esta localmente uniformemente acotada.

DEMOSTRACION. Supongamos que se cumple (x). Fijemos a € Q y r > 0 tales que
cl(D(a,r)) C Qy sea
M:=sup sup fi(z).
feF zecl(D(a,r))

Entonces
S(f(2), Fw)) < M|z —w|, sizweDa,r)ysifeF,

que da la C-equicontinuidad de la familia F en el disco cl(D(a,r)). Es decir, la familia
F es C-localmente equicontinua y, por tanto, C-normal.
En la otra direccién, supongamos que F es C-normal. Fijemos a € Q y sear > 0

tal que cl(D(a,r)) C Q. Comprobemos (x). Supongamos que no, es decir, que

sup  sup  fH(z) = +00.

feF zecl(D(a,r))
Entonces existe una sucesién de funciones (fy)n>1 de F y una sucesién de puntos
(zn)n>1 de cl(D(a,r)) tales que

, 8 _
lim f(2n) = +o0.

Como F es C-normal y como cl(D(a,r)) es compacto, podemos suponer que (fr)n>1
es C-convergente hacia una cierta f y que (z)n>1 converge a un cierto punto w €
cl(D(a,r)). El limite f es, o bien una funcién meromorfa en 2, o bien f = ooc.

Si f es meromorfa en €, el lema 5.42 de Marty nos dice que ( fﬁl)nzl converge
uniformemente sobre compactos hacia f¥, de manera que

+oo = lim fi(z) = Fi(w).

" Este teorema aparece en el primer capitulo de la tesis doctoral, [32], que Frédéric Marty (1911-
1940) realiz6 bajo la direccién de no otro que Paul Montel y que fue publicada en 1931. Marty fue
uno de los miembros habituales de aquel seminario de jévenes matematicos franceses que devino en
el grupo Bourbaki. Marty, oficial de aviacién, murié en acto de guerra en 1940. Su padre, Joseph
Marty, también matemaético, habia muerto en acto de guerra en 1914.
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lo que no puede ser y ademads es imposible porque la derivada esférica de cualquier
funcién meromorfa en cualquier punto es finita.
Si f = 0o¢, una nueva invocacion al lema 5.42 de Marty, pero ahora a su parte b),
daria
+oo = lim f(z,) =0,
n—oo

de nuevo, contradiccién. Por consiguiente,

sup  sup  fH(z2) < 400.
fEF zecl(D(a,r))

En suma, la condicién (x) se cumple para todo los discos cl(D(a,r)) C Q. [

Se sigue del teorema, 5.44, de Marty que, como recogemos en el corolario siguien-
te, la C-normalidad es una propiedad local:

Corolario 5.45 Sea F una familia en M(SY). La familia F es C-normal en el do-
minio Q si y sélo si para todo a € ) existe r > 0 tal que cl(D(a,r)) C Q y tal que F
es C-normal en D(a,r).

Teorema de Montel-Carathéodory
Sin més:

Teorema 5.46 (Montel-Carathéodory) La familia F de las funciones holomor-
fas en D que omiten {0,1} es una familia C-normal.

Este teorema se conoce también como teorema de Montel a secas. Nos viene bien
este doble epénimo para diferenciarlo del teorema 5.32 de Montel, caracterizando
normalidad.

DEMOSTRACION. Revise lector, ante de seguir y si lo tiene a bien, el ejemplo 5.5.5,
sobre normalidad y el teorema de Schottky, que invocaremos a continuacion.

Sea (fn) una sucesién de funciones de F. Buscamos una subsucesién C-conver-
gente. Nos fijamos en la sucesién f,(0).

a) Si liminf, o |fn(0)] > 0 y limsup,,_,. |fn(0)] < 400, entonces para un A
tenemos que la coleccién {f, : n > 1} esta contenida en la familia normal Ka, y por
tanto una subsucesién ( fy, ) converge uniformemente sobre compactos a una cierta f
holomorfa en D. El lema 5.43 de comparacién de convergencias nos da que (fy,)

C-converge uniformemente sobre compactos hacia f.

b) Si liminf, o |fn(0)] = 0, entonces hay una subsucesién (fy,)r>1 tal que
limy_yo0 | fn,,(0)] = 0. Consideremos la sucesién de funciones g = 1 — f,,, para
k > 1. Estas g siguen siendo de F, pues omiten {0,1}; el apartado a) nos dice
que admiten una subsucesién, que seguimos denotando por (gx)r>1, que converge
uniformemente sobre compactos a, digamos, g holomorfa en D. Como ¢(0) = 1, el
teorema 5.27 de herencia de Hurwitz nos dice que g = 1. Las correspondientes f,
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convergen uniformemente sobre compactos a 0 y rematamos el argumento en este
caso b) como en el caso a).

¢) Si limsup,,_,, | fn(0)] = +o0, entonces hay una subsucesion (fy, )r>1 tal que
limy o0 | fn, (0)] = +o00. Consideremos la sucesién de funciones gy = 1/f,,, para
k > 1. Estas g siguen siendo de F, pues omiten {0, 1} y son holomorfas, puesto que
las f,, no se anulan; el apartado b) nos dice que estas g admiten una subsucesion,
que seguimos denotando por (gx)r>1, que converge uniformemente sobre compactos
a, digamos, g holomorfa en D. Como ¢(0) = 0, el teorema 5.27 de herencia de
Hurwitz nos dice que g = 0. Como en el caso a), estas g (@—convergen uniformemente
hacia 0. Finalmente, como la inversién z — 1/z es una @—isometrfa, concluimos que
las correspondientes f, @—convergen uniformemente hacia ococ. ]

EJEMPLO 5.6.1 Demostracion del teorema de Picard como consecuencia del teorema
de Montel-Carathéodory.

Compare lector, por favor, el presente ejemplo, con el ejemplo 5.5.2.

Sea f una funcién entera que omite {0,1}. Vamos a demostrar que f'(a) = 0,
para cualquier a € C.

Denotemos con F a la familia de funciones holomorfas en el disco unidad y que
omiten {0, 1}.

Fijemos a € C y para cada entero n > 1, sea g, la funcién

gn(2) = f(a+nz), paratodozeD.

Las funciones g, pertenecen todas a la familia F. Por el teorema de Montel—-
Carathéodory existe una sucesién ny tal que (gn, )rx>1 converge uniformemente sobre
compactos hacia g holomorfa en D o hacia oco¢c. Esta segunda opcién es imposible,
pues gn,, (0) = f(a) € C\{0,1}.

Por tanto

ny, f'(a) = g, (0) = ¢'(0) € C
y, por tanto, f’(a) = 0.

No estd de mas senalar que el teorema de Montel-Carathéodory, tal y como lo
hemos presentado, es consecuencia del teorema de Schottky, asi que la demostracion
del teorema de Picard de este ejemplo depende asimismo en ultima instancia del
teorema de Schottky. &

Corolario 5.47 Sea © un dominio en C y sean a,b,c tres valores distintos de C.
La familia F de las funciones meromorfas en 2 que omiten {a,b,c} es C-normal.

Respecto del teorema 5.46, en este corolario se ha reemplazado el disco unidad
D por un dominio general y los valores omitidos {0, 1, coc} por tres valores {a, b, c};
asi que el corolario es una versién mas general del teorema. Notemos, en cualquier
caso, que una transformacién de Mébius lleva tres valores dados en {0, 1, 00¢}, y que
una familia es normal si y sélo si lo es para cualquier disco D(a,r) contenido en €.
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DEMOSTRACION. Mediante una transformacién de Mobius, si falta hiciera, podemos
suponer que esos tres valores son {0, 1, 0oc}. (Recuerdg lector en este punto que las
transformaciones de M&bius son homeomorfismos de C en si mismo.) En ese caso,
los miembros de la familia F son funciones holomorfas, que omiten {0,1}.

Vamos a comprobar que la familia F satisface el criterio de Marty.

Sea D(a,r) un disco tal que cl(D(a,r)) C Q. Sea s > r tal que D(a,s) C €.
Por el teorema 5.46 de Montel-Carathéodory, con una reescalado pertinente y obvio,
tenemos que la familia F restringida a D(a, s) es C-normal.

Y, por tanto, por el criterio de Marty aplicado a esa familia de restricciones y a
cl(D(a,r)) C D(a, s), se deduce que

sup  sup  fH(z2) < 400.
feF zecl(D(a,r))

Como esto es cierto para cualquier disco cl(D(a,r)) C Q, el criterio de Marty, de

nuevo, pero ahora en direccidon contraria, nos confirma que, en efecto, la familia F
es C-normal. ]

5.6.5. Lema de Zalcman

El lema de Lawrence «Larry»Zalcman, [48], es un criterio de normalidad (que se
enuncia como de no-normalidad); cosas veredes.

Lema 5.48 (Lema de Zalcman) Sea 2 un dominio en C y sea F una familia de
funciones meromorfas en D.
Si la familia F no es C-normal entonces existe

e una sucesion de puntos (an)n>1 C Q que convergen a, digamos, a € €2,
o una sucesion de funciones (fn)n>1 C F,
e una sucesion de radios p, — 0,

y una funcion meromorfa f en todo C y no constante tal que

9n(2) == fulan + pn2) @—converge a f(z),

y, ademds,
fi2) < f50) =1, para todo z € C.

Y reciprocamente, si hay sucesiones de puntos (an)n>1, de funciones (fn)n>1 Y
de radios (pn)n>1 y funcion limite f que cumplen lo que acabamos de especificar,
entonces la familia F no es C-normal.

Nos hemos permitido, lector, un ligero abuso terminolégico en el enunciado an-
terior. Para cada n > 1, la funcién g, (z) := fn(an + pnz) estd definida si |z| < R, :=
dist(ay, 0Q)/pn. Como a, — a € Qy p, — 0, se tiene que R, — +o0o0. Dado un
compacto K C C se tiene que g, estd definida en K si n > N para un cierto N,
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y se entiende, en el enunciado (y luego en la prueba, claro) que (gn)n>n converge
uniformemente hacia f en K.

Note lector que si la familia F consiste de funciones holomorfas entonces, como
consecuencia del lema 5.43 se obtiene que la funcién limite f, del lema de Zalcman,
es una funcién holomorfa en todo C, es decir, una funcién entera.

La idea de la demostracion que detallaremos a continuacién es la siguiente: si
la familia F no es normal tendremos f, € F y a, € €2 donde f,g(an) — 00. Pero
ademads, y ésta es la clave, de manera que ffb tenga un maximo local en a,. Asi que
las fn(an 4+ pnz) tendran derivada esférica con un méximo local en 0 y con valor 1,
si se escoge p, — 0 adecuado. Como los p, — 0, el dominio de estas f,(an, + pnz)
tiende a ser todo C, y un argumento final de familias normales nos da la convergencia
a la f del enunciado.

DEMOSTRACION. Supongamos que JF no es C-normal en Q. El criterio de Marty, y
un inocuo y pertinente reescalado y traslado, si fuera preciso, nos da que podemos
suponer que cl(D) C Q y que

sup  sup fﬁ(z) = 400 para un cierto 0 < r < 1.
fEF zecl(D(0,r))

Sea fn, € Fy zn € cl(D(0,r)) tal que fﬁ(zn) — +00. Definimos

M, = ix (1= [22)f5(2).
chlle(wﬂgg))( 12|%) fr(2)

Para cada n > 1, la funcién z € cl(D) — (1 — |z|2)fg(z) es continua y se anula en
OD; y esto garantiza su maximo en el interior.
Para cada n > 1, tomemos a,, € D tal que

M, = (1- |an‘2) fﬁ(an)

Insistimos en que |a,| < 1, pues el maximo ha de alcanzarse en un punto de I, pues
en 0D la funcién (1 — |z|2)f7ul(z) se hace 0.
Definamos p, = 1/ fﬁ(an), para cada n > 1. Ya tenemos todos los ingredientes.
Pasando a una subsucesién, si acaso fuera preciso, podemos suponer que a,, con-
verge: a, — a € D.

Vamos ya con las comprobaciones.
Observe, lector, que

My > (1= |zaf®) fi(z0) = (1=72) fi(zn) |

de manera que
M, — oo, cuandon — c©.

Como

Pn = = S ar 0
" fﬁ(an) Mn Mn
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tenemos que p, — 0, como es preceptivo; de hecho,

Pn

m—m, cuando n — 0.

Definamos la funcién g, (z) = fn(an + pnz). Esta funcién esta definida al menos
en D(0, R,,), donde
R, = 1_7|a”| 7
Pn
y alli es meromorfa. Nétese que R,, — oo cuando n — 0.
Para cada n > 1, se tiene que

95(0) = pn fi(an) = 1.

Fijemos R > 0y sean tal que R < R,,. Para z € D(0, R) se tiene que z € D(0, Ry,)
y, por tanto, que a,, + pz € cl(D), de manera que

M,
G4(2) = b il + 20) < pu S+ pin) < pup— o
1-— 2 1— 2

S 1- |lan +Pn2|2 ~ 1 (|an] +PnR)2 .

Esta C,(R) es una cota uniforme de g% en todo D(0, R). Para cada R, la suce-
sién Cy,(R) estd acotada, y de hecho, tiende a 1 cuando n — co.
Veamos. Si a = lim,,_, ay, es tal que |a| < 1, entonces, como p, — 0, tenemos que

1— 2
lim C,(R) = ~ 19 _

n—o00 - 1-— |CL’2
Si |a] = 1, entonces L’Hopital, el marqués, nos da que

, o 1 — |ay| S ¥ 1 =
lim Cp(R) = A T T lan — B AT RIR,

Noétese que, en particular,

(%) limsup gf(z) <1, paratodo z € C.

n
n—oo

Como para cada R > 0, la sucesién C,,(R) estd acotada, concluimos por el criterio
de Marty que {gn}n>1 es un familia C-normal en todo C.

Pasando a una subsucesion, si fuera necesario, podemos suponer que la suce-
sién gy, @—converge uniformemente en todo C a, digamos f.

Como gfl(O) = 1, para cada n > 1, el lema 5.42 de Marty nos da que f es
meromorfa en todo C (es decir que f # co¢) y no constante, y que, de hecho,

FA0)=1.
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Maés atn, por (x),
i) < 1= f40), para todo z € C.

Vamos ahora con la demostracion del reciproco. Supongamos que F es C-normal
y que tenemos a, € Q con a, > a € Q, p, >0y fn, gn y f como en el enunciado.
Buscamos una contradiccion.

Sea 0 < r < dist(a, 092). Podemos suponer que a,, € D(a,r) para cada n > 1.

Como la familia F es @—normal, el criterio de Mary nos dice que

M:=sup sup fi(z) < +oo.
n>1zecl(D(a,r))

Pero entonces
gg(O) = Pnffz(an) <pnM — 0,

y, por tanto,

Prueba de Ros del teorema de Montel-Carathéodory

Este apartado estd dedicado a una demostracién debida a Antonio Ros'? del
teorema de Montel-Carathéodory y del teorema de Picard, basada en argumentos
de familias normales.

Los ingredientes de la demostraciéon son el criterio de Marty y el lema de Zalcman;
este ultimo, repase, lector, se dedujo de aquél.

Es una demostracién astuta, ingeniosa y elegante. No se apela como en la de-
mostraciéon que hemos visto del teorema de Montel-Carathéodory al teorema de
Schottky. Apuntamos ademaés que el teorema de Picard se dedujo ya del de Montel—
Carathéodory en el ejemplo 5.6.1 con un sencillo argumento de cambio de escala.

Las comentarios precedentes de corte metodolégico pretenden senalar que los
ingredientes de esta demostracién de Ros del teorema de Picard son de naturaleza
bésica, lo que lo hace particularmente atractiva.

DEMOSTRACION DE A. ROS DEL TEOREMA DE MONTEL-CARATHEODORY. Vamos
a demostrar, de hecho, la versién, ligeramente mas general, que se enuncia en el coro-
lario 5.47, del teorema de Montel-Carathéodory. Como ya vimos en la demostracion
de este teorema, podemos suponer que los valores omitidos por los miembros de la
familia F son {0, 1, coc }. Bastara con que probemos que para cualquier disco D(a, )
con cl(D(a,r)) C 2 se tiene que F es C-normal en D(a, 7). Esto es asi, por ejemplo,
por el criterio de Marty. Con una traslacion y cambio de escala inocuos podemos
suponer que D(a,r) = D.
Como omiten oog, las funciones de la familia / son holomorfas en §2.

12Matemético murciano nacido en 1956. Catedratico de Geometria de la Universidad de Granada.
Uno de los més importantes y relevantes geémetras de la historia de la matematica espafola.
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Para cada n > 0, creamos la familia F,, de aquellas funciones g holomorfas en el
disco unidad D tales que g" € F. Nétese que F; = F.

Cada familia F,, es no vacia, pues si f € F, entonces f no se anula en D y por
tanto se puede escribir f = ¢”, donde g es holomorfa en D, y, claro estd, g € F,.
Observe, lector, que si g € F,,, entonces g omite las raices n-ésimas de la unidad

{e2™k/n .1 <k <n}.

Si para algin n > 1 la familia F,, fuera @—normal, entonces la familia F seria
C-normal. Veamos. Fijemos n y sea (fx)r>1 una sucesién en F, de la que queremos
ver que tiene una subsucesion que @—converge uniformemente sobre compactos. Para
cada k > 1, sea gi, € F,, tal que g = fi. La sucesion (gx)r>1 tiene una subsucesién
((A:—convergente hacia g. Para esta g caben dos posibilidades: o bien g = co¢, o bien
g es, de hecho, holomorfa y la convergencia es uniforme sobre compactos en sentido
usual. En el primer caso, fi @—converge a 0o¢ v en el segundo a g".

Vamos a argumentar por reduccién al absurdo. Supongamos que F no es C-
normal; de manera que, como acabamos de ver, ninguna de las familias F,, es C-
normal.

Para cada n > 1, apelando al lema 5.48 de Zalcman y al teorema de herencia de
rango 5.27 de Hurwitz, obtenemos G,, entera tal que G, omite las raices n-ésimas
de la unidad y, ademés, tal que

(%) Gh(2) <GE(0)=1, paratodozeC.

El teorema de Hurwitz contempla la posibilidad de que G,, sea constante, pero como
GEL(O) = 1, éste caso no puede darse.

Por (%) y el criterio de Marty, la familia G que consiste de la sucesién de funciones
enteras G,, n > 1, es una familia C-normal.

Tomemos una subsucesion de estas G, que ((/i—converja uniformemente sobre com-
pactos y sea G su limite. Esta funcién G es, o bien entera, y en este caso, por el
lema 5.43, la convergencia de la subsucesion es uniforme sobre compactos en el senti-
do usual; o bien idénticamente ococ. En virtud del lema 5.42, esta tltima posibilidad
no puede darse puesto que G%(O) =1, para cada n > 1.

Asf que G es entera y ademas G*(0) = 1, de manera que G no es constante.

Como cada g, omite las raices n-ésimas de la unidad, el teorema de herencia
de rango 5.27 nos dice que G omite todo el circulo unidad. Por tanto, G(C) C D o
G(C) c C\ cl(D). El teorema de Liouville, aplicado en el primer caso a G y en el
segundo a la funcién entera 1/G, nos dice que G es constante, lo que supone una
contradiccién. Por consiguiente, la familia F es normal. |

El lector se habra percatado sin duda de cierto regate metodoldgico (y pedagdgi-
co) en la demostracién anterior. Para cualquier n > 1 la funcién entera G,, omite las
raices n-ésimas de la unidad, ademas de 0, y por el teorema de Picard, son constan-
tes. Y esto ya es una contradiccién, pues GEL(O) = 1. Pero no se ha querido utilizar
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el teorema de Picard para demostrar el teorema de Montel-Carathéodory, sino con-
quistar este dltimo teorema armados tan sélo con la nocién de normalidad y el lema
de Zalcman; para luego deducir el teorema de Picard del de Montel-Carathéodory.
Esta es parte de la gracia de esta demostracién.

5.6.6. Principio de Bloch
Bloch [17] dice:

Nihil est in infinito quod non prius fuerit in finito.

Eso es, asi lo dice Bloch, y dice, bien. «No hay nada en el infinito que no haya
sido antes en lo finito». Bloch parafrasea, segin él mismo dice, el apotegma, tan
aristotélico, de Tomas de Aquino que reza:

Nihil est in intellectu quod non prius in sensu.™

Puro empirismo.
Tenemos varios teoremas que nos dicen que las funciones enteras que gozan de
determinada propiedad P han de ser constantes. Por ejemplo,

= ¢l teorema de Liouville y la propiedad de ser acotada,

» 0 el teorema de Picard y la propiedad de omitir {0, 1}.

Lo que propone Bloch es que si ese es el caso, es decir, si
(entera + propiedad P) = constante,

entonces debe haber un teorema finito del que éste proviene, es decir, ha de haber un
teorema para funciones holomorfas en el disco unidad D que diga que si una f € H(DD)
tiene la tal propiedad P, entonces la derivada en z = 0 debe tener una cota.

Por ejemplo:

= El teorema de Liouville, inocuamente normalizado, dice que si f es entera y
f(C) C D entonces f constante. El lema de Schwarz es una tal contrapartida
finita. Pues si f € H(D) cumple f(D) C D, entonces |f'(0)| < 1. (Recuerde el
lector que no hace falta suponer f(0) =0.) Si f es entera y aplicamos el lema
de Schwarz a la funcién z € D — f(a+ Rz), paraa € Cy R > 0, se deduce que

[f'(a)l < 1/R;
como esto es cierto para todo a € C y todo R > 0, se concluye que f es
constante.

= El teorema de Picard tiene esa versién finita de Landau: teorema 4.43, del que
con el mismo argumento que acabamos de ver, se deduce el teorema de Picard.

13Nada surge en nuestro intelecto que antes no haya sido percibido por los sentidos; es decir, de
lo empirico al modelo abstracto, mental,. .. matematico.
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El propio teorema 4.33 de Bloch (para funciones holomorfas en el disco uni-
dad D) surgié (en la mente de Bloch) como versién finita del siguiente teorema sobre
funciones enteras.

Teorema 5.49 (Teorema de Valiron) Sea f entera, no constante. Entonces, pa-
ra todo R > 0 existe un disco D(a, R) que f cubre biholomorfamente.

O, contrarreciprocamente, si f es entera y para un cierto Ry < 400 la funcién
entera f no cubre ningin disco de radio Ry biholomorfamente, entonces f es cons-
tante.

Veamos la DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE VALIRON, en su versién contra-
rreciproca, como corolario del teorema de Bloch siguiendo la pauta de céomo se de-
duce el teorema de Liouville a partir del lema de Schwarz, o el teorema de Picard a
partir de la version finita de Landau.

Sea f entera y Rg como en el enunciado contrarreciproco. Queremos ver que f es
constante. Fijemos b € C y consideremos la funcién holomorfa g(z) = f(b+ z) para
z € D. Por el teorema 4.33 de Bloch biholomorfo, la funcién g cubre biholomorfa-
mente un disco de radio |¢’(0)|/6 = |f/(b)|/6. De manera que |f'(b)] < 6Rg. Como
esto es cierto para todo b € C, el teorema de Liouville nos dice que f’ es constante,
y por tanto que para ciertos a y (8 se tiene que f(z) = az + f para todo z € C.
Si « # 0, entonces f es biholomorfa de C sobre C, lo que es contrario a hipotesis.
Asi que a =0y f es la funcién constante 3. |

En la misma linea, o mejor, en paralelo, se entiende que Bloch estd proponien-
do asimismo que estos teoremas «si f entera satisface la propiedad P, entonces f
constante” deben tener una contrapartida en familias normales en D, a saber, que
la familia F de funciones holomorfas en D que cumplen esa tal propiedad P ha de
ser normal. Al teorema de Liouville, normalizado como antes, le corresponderia el
teorema de que la familia de F de funciones de H(D) con valores en D es normal,
como es el caso. Y al teorema de Picard, donde la propiedad P es la de omitir {0, 1},
le corresponderia el teorema de Montel-Carathéodory, donde de rondén, se cuela la
C-normalidad para asi abarcar el posible limite coc.

El lema de Zalcman fue ideado por Zalcman precisamente para trasladar este
principio heuristico, esta guia metodolédgica, y formalizarlo en un teorema-teorema.

Es conveniente en lo que sigue indicar junto a la funcién el dominio al que nos
referimos; asi, (f,2) se refiere a la funcién meromorfa f en el dominio €.

Decimos que (f,Q) € P si la funcién f meromorfa en Q cumple (en ) la pro-
piedad P. Por ejemplo, si P es la propiedad de estar acotada, y si f(z) = 1/(1 — 2)
entonces (f,D(0,7)) € P, sir < 1, pero (f,D) ¢ P.

Decimos que P es una propiedad de Zalcman si cumple las siguientes tres
requisitos naturales:

[1.- RESTRICCION] Si (f,Q) € P, entonces (f,Q') € P, para cualquier ' C .
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[2.- NORMALIZACION] Si (f,Q) € P,y si ¢(z) = az + b, con a # 0, entonces
(fod, o (Q)) € P.

[3.- CONVERGENCIA MONOTONA] Si (fy,€2,) € P para cada n > 1 son tales que

= los dominios §2,, son crecientes, es decir, 21 C Q9 C -+,

= y las f, C-convergen uniformemente sobre compactos a f,
entonces (f,C) € P.

La propiedad P dada por (f,2) € P si f(2) C D cumple los tres requisitos,
pero la propiedad de ser acotada no cumple el tercer requisito. La propiedad de
tener dominio contenido en D, es decir, (f,2) € P si Q C D, no cumple el segundo
requisito.

La propiedad P dada por (f,Q2) € P si f(©2) C C\ {0,1} es de Zalcman.

Teorema 5.50 (Principio de Bloch/Teorema de Zalcman) Sea P una propie-
dad de Zalcman. Entonces son equivalentes:

«) Las funciones enteras (meromorfas en C) que cumplen P son constantes.

B) Para cualquier dominio la_familia F de funciones holomorfas (meromor-
fas) en Q que cumplen P es C-normal.

v) Para un dominio ), la familia F de funciones holomorfas (meromorfas) en
que cumplen P es C-normal.

DEMOSTRACION. «) = (). Sea 2 un dominio y sea F la familia de funciones holo-
morfas (meromorfas) en Q2 que cumplen P. Si la familia F no fuera normal, el lema
5.48 de Zalcman, y el hecho de que P es propiedad de Zalcman, nos daria una funcién
entera (meromorfa en C) no constante (pues cumplirfa f#(0) = 1), y que satisface P.

v) = «). Sea el dominio dado en ) y sea a € {2 cualquiera. Sea f una funcién
entera (meromorfa) que cumple P en C. Queremos probar que f es constante. Fijemos
b € C y comprobemos que f(b) = 0.

Para cada entero n > 1, la funcién f,(z) = f(n(z—a)+b), para z € C, cumple P
en C, por la segunda condicién de la propiedad de Zalcman. Por la primera condicién
de propiedad de Zalcman de P, la familia F que consiste de la f, cumple en 2 la
propiedad P. Por ), F es una familia C-normal en C. En particular, la sucesién
(f"(a))n>1 ha de estar acotada, lo que implica que f¥(b) = 0, como querfamos. M

El lector habréd observado cémo el argumento para ver que ) = «) es de hecho
el mismo que hemos usado en los ejemplos 5.5.2 y 5.6.1, que son casos particulares.
Asimismo, observe, lector, que en la demostracién de la implicacién ) = «) no ha
hecho falta la tercera condicién de la propiedad de Zalcman.
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EJERCICIOS DEL CAPITULO 5

CONVERGENCIA

5.6.1 Sea Q un dominio en C. Demuéstrese que una sucesion (fy), de funciones
holomorfas en 0 converge a f (holomorfa en ) uniformemente sobre compactos
de Q si y solo si (fn)n converge a f uniformemente en cada circunferencia {z €

C:|lz—a|l=r}CQ.

5.6.2 Compruébese que la sucesion (fn)n de funciones holomorfas en D dadas por

nzn—{—l

1— 22’

fn(z) = para todo z € D,
no converge uniformemente en D, aunque si converge (a 0) uniformemente sobre
compactos de .

5.6.3 Demuéstrese que la sucesion de funciones (tan(n z))y,>1 converge a la cons-
tante —1 uniformemente sobre compactos de Q = {z € C: Iz < 0}.

5.6.4 Sea (f,)o2, una sucesion de funciones en H(2) tal que f, N f. Demuéstrese
que si f tiene k ceros (contando multiplicidades) en ), entonces para un N > 1 se
tiene que f, tiene al menos k ceros en §2, para cada n > N.

5.6.5 Sea w una funcion holomorfa de D, con w(D) C D y tal que w(0) = 0 (es
decir, w es un subordinador). Sea wy, la composicion de w consigo mismo n veces:
w1 =W Y wy, = wp—10w, para n > 1. Demuéstrese que si |w'(0)| < 1, entonces wy,
converge a 0 uniformemente sobre compactos.

5.6.6 CONVERGENCIA DE PARTES REALES EN D. Sean (fy,)02, una sucesion de
funciones holomorfas en D, f una funcion holomorfa en D y zg un punto cualquier

(fijo) en D.

Supongamos que
D
1) R(fn) = R(f).
2) fu(z0) = f(20) cuando n — oo.
Compruébese que fr, N f. Dése un ejemplo para demostrar que la condicion 2)

es necesaria.

El ejercicio 5.6.6 afirma que la convergencia uniforme sobre compactos de las par-
tes reales implica la convergencia uniforme sobre compactos de las propias funciones,
si al menos hay convergencia puntual en un punto.

VARIABLE COMPLEJA 1T —version preliminar, 14 de febrero de 2018 — jos L. FERNANDEZ



80 CApPiTULO 5. CONVERGENCIA DE SUCESIONES DE FUNCIONES HOLOMORFAS

SUGERENCIA: Reducir al caso zp = 0. Aplicar el lema de Borel-Carathéodory (ejer-
cicio 4.8.6) a f, — f.

En el siguiente ejercicio 5.6.7 se extiende el resultado del ejercicio 5.6.6 a dominios
generales.

5.6.7 CONVERGENCIA DE PARTES REALES EN UN DOMINIO Q. Sea Q0 un dominio
en C. Sean (fn)02, una sucesion de funciones holomorfas en Q, f una funcidn
holomorfa en Q y zg un punto cualquiera (fijo ) en 2.

Supongamos que

Q
1) R(fn) = R(f),
2) fu(z0) = f(20) cuando n — oo.
Compruébese que fp LI f-
SUGERENCIA: Denotemos por A el subconjunto de §2 formado por los puntos z € §2

D 9, 7/ . 7’ . .
tales que fj, (:Z;) f para algin 0 < r < dist(z,092). Compruébese, usando el ejerci-
cio 5.6.6 que zg € A. Compruébese que A es abierto y cerrado.

Espacio C(f2). ASCOLI-ARZELA

5.6.8 Sea (an)22, una sucesion acotada de nimeros complejos. Demuéstrese que
existe una sucesion creciente de indices (ny)p tal que

lim ap4p, existe en C para todo n € Z.
k—o0

Se entiende que para n < 0 la sucesion (an4n,) estd definida para los k tales que
n+ng > 1.

5.6.9 Demuéstrese que si 2 es un dominio, entonces el espacio métrico (C(S2), D)
es completo, y en consecuencia, (H(Q2), D) es asimismo completo.

5.6.10 Sea 2 un dominio en C y zg un punto fijado de ). Considérese la familia Fr,,
con L > 0, de funciones en C(S2) tales que

|f(2) — f(w)| < L|z—w|, paratodoz,w e,

y tales que
[f(z0)] < 1.

Compruébese que la familia Fr, es relativamente compacta en C(£2).

5.6.11 TEOREMA DE ASCOLI-ARZELA EN ESPACIOS METRICOS. Sea (X,dx) un
espacio métrico separable. Sea F una familia de funciones continuas en (X, dx) con
valores en un espacio métrico (Y, dy). Demuéstrese que si F es equicontinua y si para
todo x € X el conjunto {f(x) : f € F} es relativamente compacto, entonces de toda
sucesion ()02, de F se puede extraer una subsucesion que converge uniformemente
sobre compactos de X.
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FAMILIAS NORMALES

5.6.12 Sea Q un dominio en C. Sea F una familia de funciones holomorfas en €
y sea F'={f": f € F} la familia de derivadas de funciones en F.

1) Demuéstrese que si F es una familia normal, entonces F' es asimismo normal.

11) Dése un ejemplo para comprobar que el reciproco de la afirmacion anterior no
es cierto.

1) Compruébese que si F' es normal y si para un cierto zy € ) se tiene que
sup e #11f(20)|} < +o00, entonces F es normal.

5.6.13 Determinese si son normales o no cada una de las siguientes familias de
funciones holomorfas en D:

Fi1 = {f holomorfa en D : ‘f(z) — ’ <1, para todo z € D}

1— 22

F2= {f holomorfa en D :|f(z)- (1 —2%)| <1, para todo z € ]D)}
fé:{fhwmwﬁb”‘D:f@%zoyV%@Klfkﬁ)Sl,gmmtwozeD}
Fy= {f holomorfa en D : f(0) =1y Rf(z) >0, para todo z € ID)}

75 = {f holomorfa en D: f(0) =0y [f"(2)|(1 = |2[*) <1, para todo z € ]D)}

5.6.14 Sea ) un dominio en el plano complejo tal que 0 € Q). Se considera la familia
F = {[ holomorfa en € : 1F™0)| <1, para cada n > 0}.

1) Demuéstrese que para toda funcion f € F, eviste una funcion entera f tal que
= fia-

11) Demuéstrese que la familia F es normal.

5.6.15 Sea F una familia de funciones holomorfas en el disco unidad D. Para cada
f € F denotemos por a,(f) al n-ésimo coeficiente del desarrollo de Taylor de f
alrededor del origen.

Demuéstrese que F es normal si existe una sucesion de numeros reales positi-
vos M, tales que

1) limsup,,_,. VM, <1,
1) |an(f)| < M, para cada f € F y cadan=1,2,3,....
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5.6.16 Sea F una familia normal de funciones holomorfas en D. Compruébese que
la familia H de funciones h que se expresan en la forma

B(z) = e f(2) - (ff”‘;)g

es normal.

5.6.17 UN TEOREMA DE MONTEL. Sea f una funcion holomorfa en la banda B =
{z € C:|Sz| < 1} y con valores en D. Supdngase que

Ii =0.
Jim - f(x)
T—>+00
Demuéstrese que para todo y € R tal que |y| < 1 se tiene que
lim f(x+iy)=0.
z€R;
T—>+00
SUGERENCIA: Considérese A = {z =z +iy € C:0 < 2 < 2,]y| < 1} y la suce-

sién (fy)n de funciones holomorfas en A dadas por f,(z) = f(z + n). Apélese al
teorema 5.36 de Vitali-Porter.

5.6.18 Sea Q un domino en C. Sea (fn)n>1 una sucesion de funciones holomorfas
en §) tales que f,(Q) C D\ {0}, para cada n > 1. Supdngase que existe zy € S tal
que limy, o frn(z0) = 0. Demuéstrese que entonces f,, converge uniformemente sobre
compactos de 2 a 0.

SUGERENCIA: Hurwitz.

5.6.19 Sea Q un domino en C. Sea (fn)n>1 una sucesion de funciones holomorfas
en § tales que fn(Q2) C D, para cada n > 1. Supéngase que existe zy € ) tal que
lim,, o0 fn(20) = 1. Demuéstrese que entonces f, converge uniformemente sobre
compactos de € a la constante 1.

5.6.20 Sea 2 un dominio, a € Q y o > 0. Sea F la familia de funciones holomorfas
en §Q, tales que

1) f(©)CD,
11) f no se anula en todo €,

) |f(a)] > 4.

Demuéstrese que la familia F es compacta.

SUGERENCIA: Hurwitz.

5.6.21 Sea F la familia de funciones f holomorfas en D que cumplen las siguientes
tres condiciones:
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) 1/2<[f(0)] <2,
) D(=2,1)\ f(D) # 0,
) D(2,1)\ f(D) # 0.
Compruébese que F es una familia normal. ;Es F compacta?

SUGERENCIA: Schottky.
5.6.22 Sea F una funcion biholomorfa de D sobre un dominio convexo ). Sea

F(0) =a € Q ysea A=|F'(0)]. Compruébese que para toda funcién f holomorfa
en D con f(0) = a se tiene que

lan(f)| <A, para cadan>1.

FAMILIAS NORMALES DE FUNCIONES MEROMORFAS

5.6.23 Sea f una funcion holomorfa en D\ {0}. Para cada w € D\ {0} se define
la funcién f, en D\ {0} dada por f,(z) = f(wz) para todo z € D\ {0}. Comprbar
que la familia F = {fy : w € D\ {0}} no es C-normal si y sdlo si f tiene una
singularidad esencial en z = 0.

5.6.24 H. ROYDEN Sea F una familia de funciones meromorfas en un dominio €.
Si para todo compacto K C § eziste una funcion creciente hy : [0,400) — [0, +00)
tal que

I (2)| < h(|f(2)]), paratodoz€ K.

Solucién. [39]

5.6.25 Sea Q un dominio en C. Sea 6 > 0 y sea Ps la familia de las funciones f
meromorfas en Q0 que omiten al menos tres puntos {as,by,cr} de C tales que

clag,by) >0, c(cs,bg) > 6, claf,cp) > 6.

Compruébese que Py es una familia C-normal.

5.6.26 Sea f una funcidn entera. Fijemos un anillo
A={zeC:c<|2z| <d},

donde 0 < ¢ < d < 4o00.

Para cada n > 1, sea f, la funcion holomorfa f,(z) = f(nz), para z € A.
Compruébese que F es normal si y solo si f es una constante y que F es C-normal
si y solo si f es un polinomio.
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