Capitulo 2

Principio del médulo maximo

ALGUNOS HEROES: Schwarz, Phragmén, Lindelof, Hadamard, Hardy, Denjoy, Ahlfors,

Esto es lo que (el gran) Ahlfors, [1], tiene que decir como presentacién del prin-
cipio del médulo méaximo:

Because of its simple and explicit formulation it is one of the most useful
theorems in the theory of functions. As a rule all proofs based on the
mazimum principle are very straightforward and preference is quite justly
given to proofs of this kind.
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2 CAPITULO 2. PRINCIPIO DEL MODULO MAXIMO

2.1. Principio del médulo maximo

El principio del médulo méximo afirma que el médulo |f| de una funcién holo-
morfa f no puede tener puntos donde alcance maximos, salvo en el caso trivial en el
que f sea constante.

Enunciaremos primero una versién de este principio cuando este maximo putativo
sea global, y luego otra cuando sea local.

Teorema 2.1 (Principio del médulo méaximo, global) Sea f una funcién ho-
lomorfa en un dominio Q0 y sea zg € 2. Si

(x) |f(2)] <|f(20)], para todo z € 2,
entonces f es constante.

En otros términos, si para una funcién holomorfa f en un dominio €2, la funcién
real |f| (médulo de f, definida en © y con valores en [0, +00)), tiene un méximo
global en un punto zy € €2, entonces f es constante.

Deducimos a continuacién este principio del teorema de la aplicacion abierta.

DEMOSTRACION. Supongamos (con afan de contradiccién) que f no es constante. El
teorema de la aplicacién abierta nos dice entonces que la imagen f(2) es un conjunto
abierto.

Denotemos R = |f(zp)|. Obsérvese que R > 0, porque si fuera R = 0 se tendria,
por (%), que f =0.

La condicién (%) se traduce en que f(Q) C D(0,R) y ademés que f(z) €
dD(0, R), asi que f(zp) € 99, que contradice que f(2) sea abierto. [ |

I’= Nota 2.1.1. &1 Obsérvese que un uso analogo del teorema de la aplicacién abierta nos dirfa
que si R(f) o S(f) o R(f) +S(f) o R+ IS(f)] o [R(f)S(f)] o ... tuviera un méximo global en
un punto interior de €2, entonces f seria constante ®

La versién local del principio del médulo maximo que sigue a continuacion es un
corolario de la global, aunque su enunciado (con menos hipdtesis e igual conclusién)
sea mas potente.

Teorema 2.2 (Principio del médulo méximo, local) Sea f una funcién holo-
morfa en un dominio 2 y sea zy € . Si para 0 < 6 < dist(zg, OD) se tiene

[f(2)] < |f(20)l,  para todo z € D(z0, ),
entonces f es constante.

En otros términos, si la funcién real |f| tiene un méximo local en zy € €2, enton-
ces f es constante.
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2.1. Principio del médulo maximo 3

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.2. Por el principio del médulo méximo global,
teorema 2.1, aplicado a la funcién f restringida al disco D(zp,d), se concluye que

f = f(z0) en ese disco. Por el principio de unicidad se deduce que f = f(zp) en todo
Q. [ |

Al siguiente teorema, en realidad un corolario directo del teorema 2.2, apelaremos
con harta frecuencia.

Teorema 2.3 (Cota del borde pasa a interior) Sea 2 un dominio acotado. Sea
f una funcién holomorfa en Q2 y continua en cl(Q). Si para un cierto M se tiene que

If(2)] < M, para todo z € 99,

entonces
lf(z)| < M, para todo z € cl(Q).

DEMOSTRACION. |f| tiene méximo en cl(Q2). Si el mdximo se alcanza en zy € Q
entonces, por el teorema 2.2, f es contante en todo 2 y por tanto, por continuidad,
en cl(2), y el médulo de ese valor constante no ha de exceder a M. Si ese méximo
se alcanza en zp € 0S, entonces |f(z)| < |f(20)] < M, para todo z € 2. [

Obsérvese que cl(€2) compacto equivale a  acotado. En otros términos, el enun-
ciado afirma que maxc i) |f(2)| = méx.epq |f(2)]. Ambos méximos existen y son
finitos por la compacidad de cl(2) y la continuidad de f en cl(£2).

En formulacién alternativa, el teorema 2.3 dice que una cota de |f| en 0Q se
propaga a, y es vdlida en, todo el interior de ).

En ciertos ambientes, al teorema 2.3 es a quién se conoce como principio del
modulo méximo.

A. Sobre las hipétesis de acotacion, dominio y funcién, en el principio del
modulo maximo

Los dos ejemplos que vamos a exhibir seguidamente mostraran la necesidad en
las hipotesis del enunciado del teorema 2.3 de que el dominio ) sea acotado y de que
la funcién |f| esté acotada en todo el borde 0.

EJEMPLO 2.1.1 Para un dominio §2 no acotado, la conclusion del teorema 2.3 no
es cierta aunque f esté acotada en todo el borde 02 (si no se anaden hipdtesis
adicionales). De hecho, de ser |f| acotada en el borde de Q2 no se deduce que |f]| lo
esté en €.

Tomemos como (2 el semiplano superior @ = H (que es no acotado). Sea f
la funcién entera dada por f(z) = e %*. Si z € OH, es decir, si 2 € R, entonces
|f(2)| = 1. Para y real, y > 0, se tiene f(iy) = €Y, pero iy € H y |f(iy)| — +oo,
cuando y — +00. &
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4 CAPITULO 2. PRINCIPIO DEL MODULO MAXIMO

Los teoremas de Phragmén—Lindel6f son versiones del principio del médulo méaxi-
mo en dominios acotados con hipdtesis adicionales sobre 2 y sobre f, védlidas para
dominios €2 no acotados y para funciones holomorfas f no acotadas en todo el borde.
El apartado 2.2 estd dedicado a describir el «método» de Phragmén—Lindeldf.

EJEMPLO 2.1.2  Sila funcion f no estd acotada en todo el borde de 2, la conclusion
del teorema 2.3 no es cierta aunque el dominio € esté acotado (si no se anaden
hipdtesis adicionales). De hecho, no se puede concluir que |f| esté acotada en SQ.

Tomemos como dominio €2 al disco unidad 2 = D. Y como funcién f a la dada por

1
f(z):exp<1+z>, para todo z € D.
—z
La funcién f es la composicién de la transformacién de Mobius U(z) = ifj, que lleva,

el disco unidad D en el semiplano de la derecha, seguida de la funcién exponencial.
La transformacién U lleva 0D \ {1} en el eje imaginario R y U(1) = ooc. La
funcién f es continua en 0D \ {1} y para z € 9D\ {1} se tiene que |f(z)| = 1. Pero,
por ejemplo,
lim | f(r)] = +o0. &
11

El lector atento, jcémo no!, se habra percatado sin duda de que los dos ejemplos
anteriores son en realidad uno solo con la transformacién de Mobius U actuando en
el papel de traductor.

En el teorema 2.15 el lector podra encontrar un teorema del médulo méximo
para dominios €2 no acotados con la hipétesis adicional de que |f| se supone acotada
ab initio. Mds ain el método de Phragmén—Lindel6f, que nos ocupard a lo largo
del apartado 2.2, da lugar a todo un ciimulo de resultados de médulo maximo para
dominios §2 no acotados, en los que se impone una restriccién adicional (especifica)
sobre el crecimiento de |f(z)| cuando z — oo¢.

B. Unas primeras aplicaciones del principio del médulo maximo

Del principio del médulo maximo se deduce que la convergencia uniforme en el
borde se traslada en convergencia uniforme en el interior del dominio, como ilustra
el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 2.1.3  Sea (fn)n>1 una sucesion de funciones holomorfas en un dominio
acotado Q0 y sea f una funcion holomorfa en Q. Si la sucesion (fp)n>1 tiende a
f uniformemente en (el compacto) 02, entonces f, tiende a f uniformemente en

todo ).

Este hecho se sigue directamente de que el teorema 2.3 nos da que

mix [a(2) — £o(2)] = mix|fo(2) ~ £(2)] .

zecl(Q
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2.1. Principio del médulo maximo 5

Disponemos asimismo de un principio del mdodulo minimo, con un matiz, como
se recoge en el siguiente ejemplo:

EijeMpPLO 2.1.4 Principio del médulo minimo. Sea f una funcion holomorfa
en un dominio ). Supongamos que |f| tiene un minimo local positivo en un punto
zo € . Entonces f es constante.

En otros términos, la hipétesis exige que |f(z)| > |f(z0)] > 0, para todo z €
D(zp,9), para un cierto 0 < § < dist(zg, D).

Por supuesto, si no exigimos que |f(z9)] > 0, no se puede concluir que f sea
constante, porque la hipdtesis de minimo local se cumpliria en todo cero de la funcién
f. Por ejemplo, la funcién f(z) = z, para z € D, cumple |f(z)| > 0 = |f(0)], para
todo z € D.

Para verificar este principio de médulo minimo, consideremos la funcién g = 1/ f.
Esta funcién g es meromorfa en Q y holomorfa en D(zp,d) pues f no se anula en
ese disco. En ese disco, |g| tiene un méximo local, asi que ¢ y, por consiguiente, f,
es constante en ese disco. Pero entonces la funcién holomorfa f, por el principio de
unicidad, es constante en todo el dominio ). &

EJEMPLO 2.1.5 Una demostracion de E. Landau (de una version) del principio del
modulo mdzimo.

Supongamos que f es una funciéon holomorfa en un dominio €2 y que v es un
camino simple cerrado rectificable contenido en € y con interior Int(y) C Q. Supon-
gamos que para una cierta constante M > 0 se tiene |f(w)| < M para todo w € 7.
Vamos a comprobar que entonces |f(z)| < M para todo z € Int(7y).

Fijemos, por ahora, un entero n > 1. Fijemos z € Int(~y). Si aplicamos la férmula
de Cauchy a la potencia f™ obtenemos

w1 " (w)
f (Z)_Qm/v(z—w)dw'

Si denotamos con d > 0 a la distancia de z a 7y, podemos acotar

1 long(y)
") < —M" ——=,
o) < 5o um B
Manteniendo fijo a z, tomando raices n-ésimas, y haciendo limite cuando n 1 oo se
deduce que

[f(2)| <M,

pues lim,,_ oo a'/™ = 1, para todo nimero real a > 0. &

C. Médulo maximo sin continuidad en el borde

En el teorema 2.3 se pasa de una cota para | f| en 092 a una cota de |f| en todo €2.
La funcién f del enunciado se ha supuesto continua hasta el borde 9€2. Como vamos
a ver a continuacién, esta hipdtesis es innecesariamente restrictiva.
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6 CAPITULO 2. PRINCIPIO DEL MODULO MAXIMO

Corolario 2.4 Sea 2 un dominio acotado y sea f una funcion holomorfa en €.
Si

limsup |f(2)| < M, para todo w € O,
Z—W
entonces
lf(z)| < M, para todo z € ().

La idea es sencilla: en subdominios 2. de € con clausura contenida en 2 que
cada vez cubran més (cuando € — 0) de Q tendremos |f(w)| < M + ¢ para todo
w € 0f); aplicamos el teorema 2.3 a €. y luego hacemos £ > 0. Veamos.

DEMOSTRACION. Fijemos zg € Q y sea d = dist(z,09) > 0. Vamos a probar que
|f(20)| < M.

Tomemos ¢ > 0. Para cada w € 99 existe 7, > 0 (que tomamos ya 1, < d)
tal que |f(2)] < M + ¢, si z € QN D(w,ry,). Por compacidad de 09 obtenemos un
conjunto finito wy, wo, ..., w, tal que

o0 C U D(wj, 7w, /2) -
j=1

Sea €, la componente de Q \ j_; D(wj, 74, /2) que contiene a zo. La clausura
de €, esta contenida en €2, asi que f es holomorfa en €2, y continua hasta su borde.
Ademas, si w € 99, tenemos que |f(w)| < M + ¢; para esto hemos dividido por 2
los radios 1, al cubrir 9. Por el teorema 2.3 se deduce que |f(z)| < M + ¢, para
todo z € (). En particular,

[f(20)| < M +¢.

Como esto es cierto para todo & > 0, concluimos que |f(zo)| < M. [ |

2.1.1. Comportamiento local de |f| y principio del médulo maximo

Podemos calificar, y si el lector no manifiesta inconveniente alguno, calificamos,
la demostraciéon del principio del médulo méaximo basada en el teorema de la aplica-
cién abierta como «geométrica». Seguidamente verificaremos el principio del médulo
maximo desde un punto de vista alternativo, digamos, «analitico»; de nuevo, si el
lector lo tiene a bien.

Supongamos que f es una funcién holomorfa no constante en un dominio €.
Sea zp un punto de €. Sea R > 0 tal que cl(D(zp, R)) C Q.

Denotemos por k£ > 1 el orden de la primera derivada de f en zy que no es nula.
Hay un tal k, pues si fU)(z) = 0, para todo j > 1, entonces el desarrollo en serie de
potencias de f alrededor de zp nos daria que f(z) = f(z0) para todo z € D(zp, R),
lo que a su vez y por el principio de ceros aislados implicaria que f(z) = f(zo) para
todo z € (L.

En el disco D(zp, R) se tiene que

) (5
(1) f(2) = f(z0) + fk(!o)(z —20)* + O(|z — 2/**1), para z € D(2, R).
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2.1. Principio del médulo maximo 7

Como |f(2)|? = f(2) f(2), se deduce de (§) que
[f(2)F = |£(z0)I”
(48) k),
+ 2§R(f(Z0)fk('0)

Si f(z0) # 0, escribimos

(2 —20)*) + O(|z = 20|*™"), para z € D(2, R).

f(ZO) T = sp e'LO'O

y ponemos z = zp + 7 ¢*?, de manera que (i) deviene
(8i)  |£(2)|? = | f(20)]* + 2507 cos(ag + kO) + O(r* ™), para0<r < Ry#fcR.

Esta expresion (b)) nos dice que si k > 2, entonces |f(z)| tiene en zy un punto
de silla, (para k = 2 una silla de montar, para k = 3 una silla de mono, en la jerga al
uso, etc) y que si k = 1, entonces la funcién |f(2)|?> no tiene ni méximo, ni minimo
ni punto de silla en zj.

La conclusién de este andlisis local de |f(z)|%, en el asunto del principio del
moédulo maximo que nos traemos entre manos, es que si f(zp) # 0 entonces |f(z)|
no tiene en zp ni méximo local ni minimo local. Por supuesto, si f(z9) = 0, entonces
|f(2)] tiene un minimo absoluto.

%,

Imagine lector un suave bucdlico y ondulante paisaje en el que no hay ni maximos
ni minimos, asi es la grifica del médulo de una funciéon holomorfa que no se anula
en ningin punto.

2.1.2. Productos de Blaschke (finitos)

Sigue un ejemplo de rigidez, tan propio de la teoria de funciones de variable
compleja:

EJEMPLO 2.1.6 Si f es holomorfa en cl(D) y |f| =1 en 0D, entonces, o bien f es
una constante (de mddulo 1), o bien f(D) =D.

Supongamos que f no es constante. Por el teorema 2.3 tenemos que |f(z)| <1
para todo z € D, y como f no es constante, se tiene, de hecho, que |f(z)| < 1 para
todo z € D, es decir, f(D) C D.

Resta comprobar que D C f(ID). Primero, verificamos que f tiene al menos un
cero en D, es decir, que 0 € f(D).

Veamos. Si f no se anulara en D entonces 1/ f serfa asimismo holomorfa en cl(D) y
|1/f(2)| = 1, para todo z € dD. Por tanto, aplicando a 1/f el mismo argumento que
a f deducirfamos que [1/f(z)| < 1, para todo z € D, lo que supone una contradiccién.
Asi que f toma el valor 0 en algtin punto de .

Sea ahora a € D, cualquiera. Consideremos la transformacién de Mdbius S, (z) =
(z —a)/(1 — za) que lleva D sobre D, 0D sobre 0D y a en 0. Definamos g, como la
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8 CAPITULO 2. PRINCIPIO DEL MODULO MAXIMO

composicién g, = S, 0 f. Esta funcién g, es holomorfa en cl(D) y ademas |gq(2)| = 1,
para todo z € dD. Por tanto g, toma el valor 0 en algiin punto z, € D, de manera
que f(z,) = a. Es decir, f(D) =D. &

Las funciones f del ejemplo 2.1.6 anterior: f holomorfa en cl(D) y con |f| =1
sobre JID, son de hecho muy especiales y admiten una representaciéon explicita y
concreta. Vamos con ella.

Como f es continua en cl(D) y tiene médulo 1 en 9D, la funcién f sélo puede tener
un numero finito de ceros en D, porque si tuviera un ntmero infinito éstos habran
de acumularse: no pueden hacerlo en D, porque entonces f = 0, y no pueden hacerlo
en 0D porque sobre JD se tiene que |f| = 1 continuamente. Pongamos entonces
que los ceros de f en D son ai,as,...,a, repitiéndose (si falta hiciera) segin su
multiplicidad; asi que el niimero total de ceros de f contando multiplicidad es n. Sea
B la funcién holomorfa:

B(z) =[] Sa;(2).
j=1

Obsérvese que |B(z)| = 1 para cada z € JD. La funcién g(z) = f(z)/B(z) es
holomorfa en cl(D) pues tiene singularidades evitables en los a;, no se anula en
D, y ademas |g(z)| = 1 para todo z € 9D. Por el ejemplo 2.1.6 anterior, si g no
fuera constante, g tendria que anularse. Asi que g es una constante (de médulo 1),
digamos €. De manera que para todo z € D se cumple

z—aj

) ) =€¢"]1]
j=1

1 — za;

Reciprocamente, toda funcién f dada por (x) es holomorfa en cl(DD) y cumple que
|f(2)| =1 para todo z € 9D. &

Siai,...,a, son puntos cualesquiera (quizas con repeticiones) del disco unidad D,
a la funcién racional dada por

n
— ]
B(z)_Hl_ZOTj

J=1

se le conoce como producto de Blaschke (finito). Mds adelante encontraremos
productos de Blaschke infinitos. Estos productos de Blaschke van a ser muy tutiles
(tanto los finitos como los infinitos) en lo que sigue. Obsérvese que el producto de
Blaschke B es una funciéon meromorfa en todo C, tiene ceros en los puntos ai, ..., a,
y polos en los inversos de sus conjugados: 1/ag,...,1/a,. Obsérvese que para todo
a € C, los puntos a y 1/a son simétricos respecto del circulo unidad.

Un producto de Blaschke B es holomorfo en cl(D) y cumple que |B(z)| = 1 para

todo z € OD. Un tal B es una funcién racional en C y cumple la simetria (respecto
de 9D) siguiente:

B(z)B(z) =1, para todo z € C.
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2.1. Principio del médulo maximo 9

Resumiendo:

Lema 2.5 Las funciones f holomorfas en cl(D) y tales que |f(2)| = 1, para todo z
con |z| =1 son exactamente aquellas que se expresan como

f(z)=€B(z), paratodo z €D,

donde 0 es un cierto nimero real y B un producto de Blaschke finito.

I Nota 2.1.2. &1 Sea B un producto de Blaschke finito. Como |B(z)] < 1si |z| < 1y

|B(z)| > 1si |z| > 1, por el teorema fundamental del dlgebra se tiene que para todo w € D existen

n puntos z1, 22, ..., 2N (que pueden repetirse) en D y que son solucién de la ecuacién B(z) = w.
En otros términos, B(D) cubre D exactamente n veces o

2.1.3. Principio del maximo y del minimo para funciones armoénicas

Se dispone asimismo de un principio de maximo y de minimo (sin médulo ni valor
absoluto) para funciones arménicas que vamos a deducir a continuacién del principio
de moédulo méximo para funciones holomorfas.

Usaremos en su deduccién que si u es una funcién arménica en {2 entonces

» localmente, en discos D(zp,d) C 2, la funcién u es la parte real de una funcién
holomorfa f,

= globalmente, la funcién du = d,u — 19,u es holomorfa en todo .

Proposicién 2.6 (Principio del maximo/minimo para funciones armdnicas)
Sea u una funcién arménica en un dominio Q. Si u tiene un mdzimo local (o un
minimo local) en un cierto zp € S, entonces u es constante.

El resultado para minimo local se obtiene del de maximo local sin més que
considerar —u en lugar de wu.
En la demostracién de la proposicién 2.6 usaremos el siguiente

Lema 2.7 Sea u una funcion arménica en un dominio ), si u es constante en un
disco D(zg,0) C 2, con 6 > 0, entonces u es constante en todo Q.

Asi que si dos funciones arménicas u,v en un dominio 2 coinciden en un disco
contenido en {2, entonces u = v en todo §2. Recuérdese que para funciones holomorfas
f,g en Q. basta con que f,g coincidan en una sucesiéon con punto de acumulacién
en () para poder concluir que f = g en €); pero para funciones arménicas se requiere
la coincidencia en un disco, no basta con que coincidan en una sucesion con punto
de acumulacién en Q. Por ejemplo, u(z) = R(z) es armoénica en todo C y coincide
con v = 0 en todo el eje real.

DEMOSTRACION DEL LEMA 2.7. Para verificar este lema vamos a dar dos argumentos.
El primero de ellos es rapido y mortal; el segundo quizas sea mas natural.
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10 CAPITULO 2. PRINCIPIO DEL MODULO MAXIMO

a) Consideremos la funcién f definida en © dada por
f(2) = Oyu(z) — i0yu(z), para todo z € 2.

Noétese el signo “menos” en la parte imaginaria. La funciéon f es holomorfa; de hecho
Au = 0 equivale a que se verifican las ecuaciones de Cauchy—Riemann para f. Ahora
f =0en el disco D(zp, ), pues u es alli constante. Por el principio de unicidad para
funciones holomorfas se deduce que f = 0 en todo 2. y, por tanto, que u; = 0 = u,
en todo 2. De donde se deduce que u es constante en ).

b) Para un segundo argumento de demostracién supongamos sin pérdida de ge-
neralidad que u = 0 en D(zp, d).
Consideremos el conjunto

A= {z € Q;existe r > 0 tal que D(z,7) C Qy Ul ) = 0}.

El conjunto A es no vacio; esta es la hipé6tesis del lema. El conjunto A es obviamente
abierto en ). Si vemos que A es cerrado en 2, la conectividad de €2 nos garantizaria
que A = Q y, en consecuencia, que u = 0 en .

Para verificar que A es cerrado en €2, tomemos z € QN IJA. Hemos de comprobar
que z € A. Sea 0 < r < dist(z,09). Como AND(z,7) # 0, pues z € A, podemos
tomar a € AN D(z,7). Elijamos ahora s > 0 tal que D(a,s) C D(z,7) y tal que
u =0 en D(a, s). Sea v una funcién arménica conjugada de u en D(z,r) (que existe
pues D(z,7) es simplemente conexo) y sea f la funcién holomorfa f = ¢“*%. Como
|f| =1 en D(a,s), el teorema de la aplicacién abierta nos da que f es constante en
D(a, s) y por el principio de unicidad, tenemos que f es constante en D(z, 7). Pero
entonces |f| = 1 en todo D(z, 7). Es decir, u = 0 en D(z,r), y, por tanto, z € A. Asi
que A es, como queriamos ver, cerrado en ). ]

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 2.6. Consideremos primero el caso particular
en que ) es simplemente conexo. En ese caso, la funciéon u es la parte real de una
funcién holomorfa g en €2; la funciéon f holomorfa en 2 y dada por f = €9, tiene
moédulo | f| = e*. Por tanto, | f| tiene un méximo local en zg, de donde, f es constante,
y, por consiguiente, u es constante.

Volvamos al caso general. Por hipétesis, en un cierto disco D(zp,d) C €2, con
0 > 0 la funcién u alcanza un méaximo absoluto en zy. Este disco es simplemente
conexo y con el argumento anterior deducimos que u es constante en ese disco. Si
apelamos ahora al lema 2.7, deducimos finalmente que u es constante. |

2.1.4. Principio del médulo maximo. Varias funciones

Supongamos que fi, ..., f, son funciones holomorfas en D y continuas en cl(ID).

Proposicién 2.8 Sila funcion continua z € cl(D) — 377, [f;(2)] alcanza un mdxi-
mo en ID entonces todas las f; son funciones constantes.
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2.1. Principio del médulo maximo 11

Como consecuencia, se obtiene que

0€[0,27] =

Z |fi(2)] £ miax Z |fj(e’6)| , para todo z € cl(D).
j=1

Por ejemplo,
142+ 1 —2] <2v2, silz| <1.

El maximo de |1 + z| es 2 y se alcanza en z = 1 y el maximo de |1 — 2| es 2 y se
alcanza en z = —1. Pero el maximo de |1 + z| 4+ |1 — 2| se alcanza en z = +1.

DEMOSTRACION. Por hipétesis, existe a € D tal que
n n
Z Ifi(2)] < Z |fi(a)l, para todo z € cl(D).
j=1 j=1

Componiendo con una transformacién de Mobius, si hiciera falta, podemos su-
poner, por comodidad de referencia, que a = 0. Ademas, rotando las funciones f; si
fuera menester, podemos suponer asimismo que f;(0) > 0, para 1 < j < n.

Consideremos la funcién h(z) holomorfa en D y continua en cl(D) dada por

h(z) = Z fi(z), para todo z € cl(DD).
Observe lector que
(%) h(@)] <D 1HENS Y10 =D £5(0) = h(0) = [(0)].
j=1 j=1 Jj=1

Por el principio del médulo méximo la funcién h(z) es constante en D. De hecho,
h(z) = h(0), para todo z € cl(DD).
De (%) se deduce entonces que

(%) ‘ ij(z)‘ = Z |fi(2)], para todo z € cl(DD).

Supongamos que f; no es idénticamente cero. Sea U un entorno en D donde
fi(z) # 0 para z € U. Las condiciones para que se tenga igualdad en una desigualdad
triangular como la que se recoge en (%*), nos dicen que en el entorno U y para
1 < j < n se tiene que f;(2)/fi(z) es real (y positiva) para todo z € U. Por el
principio de la aplicacién abierta, se deduce que f;(z)/f1(z) es constante en U. Es
decir, existe X\; > 0, tal que fj(z) = \;fi(z), para todo z € U. Observe lector que
A1 = 1y que, por tanto, 3 7 _; Aj > 1.
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12 CAPITULO 2. PRINCIPIO DEL MODULO MAXIMO

La funcién h(z) en el entorno U se escribe entonces
n
= (Z)\]) fi(z), para todo z € U .
j=1

Como Z?:l Aj # 0y h es constante se deduce que f1(z) es constante en U, y, por el
principio de unicidad se concluye que fi(z) es constante en D.

De manera que para fi hay dos opciones o es idénticamente nula o es constante.
En suma, f; es constante en D. Andlogamente, para las demds fs, ..., fn. ]

Proposicién 2.9 Si la funcion continua z € cl(D) — 377, |fi(2)? alcanza un
mdximo en D entonces todas las f; son funciones constantes.

En particular,
Z | f(z eg[loa;{ ] Z |fi(e 19 , para todo z € cl(D).

DEMOSTRACION. El argumento es andlogo al de la demostracién de la proposicién 2.8.
Se usa la funcién auxiliar

z) = mej (z), paratodo z € cl(D),

y la desigualdad de Cauchy—Schwarz en lugar de la desigualdad triangular. ]

[’& Nota 2.1.3. &1 En general, con las notaciones anteriores, para p € [1,+00) se tiene que

Z |fi(z mAax Z I£;(e*®)|P, para todo z € cl(DD).

eeoz]

Para p = 400 se tiene que

< .
mix |fi(z)l < g[loagﬂ (lrgjagcnlfg( )

2.2. El método de Phragmén—Lindelof

El método que da titulo a este apartado tiene su origen en un articulo de (Lars)
Edvard Phragmén' y Enrst Lindelof que bajo el titulo Sur une extension d’un prin-
cipe classique de l’analyse de 1908. La introduccién de este articulo [34] reza asi:

!Tres items de interés de la biografia de Phragmén: sustituyé a Sofia Kowaleskaya en la citedra
en la Universidad de Estocolmo, fue editor de Acta Mathematica durante 48 afios, y a sus cuarenta
anos abandoné el mundo académico y se dedicé profesionalmente al &mbito de los seguros.
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2.2. El método de Phragmén—Lindelof 13

Les résultats que l'un de nous a fait connaitre dans ce journal son suscep-
tibles d’étre notablement étendus et précisés, en méme temps qu’on peut
les rattacher auzr principes élémentaires de I’Analyse. On arrive ainsi
certains théorémes nouveaur d’un caractére assez général, qui semblent
appelés a jouer un réle dans ’étude des fonctions monogéenes dans le
voisinage de leurs points singuliers.

Con “principio elemental del andlisis” se refieren al del médulo méximo. Las
funciones mondgenas (uniformes) a las que aluden son nuestras dilectas funciones
holomorfas (o meromorfas). El “uno de ellos”es Phragmén. A fe que Phragmén y
Lindel6f, con ese comentario, no iban muy descaminados.

El principio del médulo méaximo, teorema 2.1 o el corolario 2.4 requieren un
dominio 2 acotado y una funcién f holomorfa que estd acotada en todo su borde.

El método de Phragmén—Lindel6f es una técnica que para funciones f ho-
lomorfas en un dominio {2 que estdn acotadas no en todo (pero si en casi todo) el
borde 0f) de ) permite obtener conclusiones como las del principio del médulo maxi-
mo o similares, y casi de la misma utilidad. También permite gestionar dominios no
acotados, simplemente, como veremos, considerando a ooz como un punto mas de su
borde.

Los ejemplos, o mejor, los no-ejemplos 2.1.1 y 2.1.2 ilustran el tipo de situaciones
que queremos abordar. Repaselos, lector, si lo tiene a bien.

2.2.1. Phragmén—Lindelof en semiplanos, en sectores y en bandas

La idea basica del método es la siguiente: aunque | f| a priori no esté acotada en {2,
puede ocurrir, y asi sera, que tras dividirla por una funcién funcién F' holomorfa en
el dominio €2 (y que no se anule) resulte una funcién cociente f/F (holomorfa en §2)
tal que a) si esté acotada en todo Q2 y b) de manera que tengamos una cota para
|f/F| en el borde 0. A esta funcién f/F le aplicariamos el principio del médulo
méximo para a partir de las cotas obtenidas (para |f/F|), deducir una acotacién
para f en ).

Proponemos, lector, analizar seguida y sucesivamente una serie de ejemplos de
dominios, a saber, semiplanos, sectores y bandas, que nos ilustren (y entrenen) en
la eleccién juiciosa y pertinente de estas funciones compensatorias F', comenzando,
claro, con las situaciones de los mellizos ejemplos 2.1.1 y 2.1.2.

A. Semiplanos

Recordemos que en el ejemplo 2.1.1 exhibfamos una funcién F'(z) holomorfa en H,
continua hasta su borde 9H y tal que |F(z)| < 1, para todo z € JH, pero tal que, sin
embargo, F' no estaba acotada en (). La funcién en cuestién no era otra sino nuestra
muy estimada F'(z) = e*.

En la discusién que sigue vamos a suponer que f es una funcién holomorfa en H
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14 CAPITULO 2. PRINCIPIO DEL MODULO MAXIMO

tal que
limsup |f(2)| <1, para todo w € OH.

zZ—w

Por comodidad referencial denotaremos a la clase de funciones que cumplen estas
condiciones por F. Queremos investigar posibles hipdtesis adicionales sobre f € F
que permitan concluir acotaciones de |f| sobre todo H. Por cierto, la cota impuesta
de 1 en la definicién de F es tan sélo una normalizacién, si la cota fuera M > 0
aplicarfamos los resultados obtenido cuando M =1 a la funcién f/M.

Una primera idea para formular una tal condiciéon proviene de tratar sin
mayores miramientos a coc como un punto mds de la frontera de H. Supongamos
pues, adicionalmente, que

limsup |f(z)| < 1.

z€H,
Z—00C

Asi que en ese punto frontera especial |f| tampoco excede 1.

Para aprovechar esta hipétesis adicional y llevar el argumento al ambito mas
confortable de dominios acotados, argumentamos como sigue. Para cada R > 0,
consideremos el dominio Hr = H N D(0, R). Fijemos ¢ > 0. Entonces existe R.
tal que

lf(z)|<1+4+e, sizeHy|z| > R..

Para R > R., la funcién f es holomorfa en el dominio acotado Hpg, y cumple que

limsup |f(z)] < 1+¢, para todo w € 0Hp .

zZ—w

Por el corolario 2.4 del principio del médulo maximo, se concluye que, si R > R,
entonces
lf(2)] <1+¢, para todo z € Hp.

Si mantenemos fijo z € H y tomamos R > méax(|z|, R.), concluimos que
|f(2)] <1+e, paratodoz e H,
y, por tanto, como esto es cierto para todo € > 0, que
|f(2)] <1, paratodoze€ H.

La moraleja del argumento que acabamos de desarrollar es que para un dominio §2
no acotado oo es un punto méas de su frontera y que para invocar el principio del
médulo maximo basta con acotacidn en co¢c analoga a la que se impone en los demas
puntos finitos de 9.2

Una segunda idea proviene de analizar el (no-)ejemplo F(z) = e®. Para z € 0H
se tiene que |F'(z)| = 1; mientras que cuando R(z) — oo tenemos que |F(z)| — oo.
Ademaés F' no se anula en todo H.

Zicoc es un amigo!, quizds un adversario, pero leal donde los haya.
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2.2. El método de Phragmén—Lindelof 15

Supongamos que para una funcién f € F dada sabemos a priori que |f| esta
acotada en todo H por, digamos, M, pero que desconocemos el valor de M.

Ahora nos apoyamos en F'(z) = e?. La funcién g = f/F es holomorfa en H, pues F’
no se anula. Para w € 0H se tiene que limsup,_,,, |g(z)| < 1, pues |F(w)| = 1 para
tales w, y en oo cumple que

) Im o le@l= lm Ty =0,
R(z)—00 R(z)—o00

puesto que |f| estd, por hipétesis, acotada. Para ¢ casi tenemos la situacién descrita
en el punto anterior; pero no del todo, jverdad?, lector, porque (x) requiere que
R(z) — oo y nos gustaria (hace falta) que ese limite se cumpliera simplemente con
|z| = oco. Esta jcarencia? no es culpa® de f, no, sino de F.

Pero, fijemos 0 < a < 1. La funcién z — z¢ es holomorfa y lleva H en un sector
de amplitud wa simétricamente ubicado dentro de H. De hecho, si z = re*’, con

|¥] <7y r >0, entonces
R(2%) = |2|* cos(ad) > [2]* cos(am).

Noétese que como a € (0,1) se tiene que cos(am) > 0, y que, por tanto, si |z| — oo
en H U OH, entonces R(z%) — oo.

Definamos para a € (0,1) la funcién F,, holomorfa en H, continua hasta 0H y
que no se anula en H, dada por

Fo(z) = F(2*) = exp(2®), paratodo z € H.
Acabamos de ver que
|Fy(2)] = R > el eos(am) — para todo z € H U OH.

Fijemos a € (0,1) y consideremos g = f/F,, con Fy, en lugar de F' como en el
intento inicial.
Por tanto, como cos(ar) >0y a > 0, se tiene que

{ .G
1 =1 -0
Co) My lo)l = 1w 12y
Z2—>00C Z—0o0C
Ademas, si w € OH entonces
limsup |g(z)| < 1/|Fa(w)| < e~ 1wl coslem) < 1

Z—w

pues cos(am) > 0.
Podemos entonces concluir, apelando al punto , que |g(z)| < 1 paratodo z € H
y, €n consecuencia, que

1F(2)] < |Fa(z)] = ") = e cs(e?) " para todo z = re € H.

3{Pobrifial
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16 CAPITULO 2. PRINCIPIO DEL MODULO MAXIMO

Si fijaramos z € H e hiciéramos tender « | 0 concluiriamos que |f| esta acotada por
el nimero e en todo H.

Podemos (y queremos) mejorar esta acotacién (que no estd tan mal, lector).
Fijemos como hasta ahora « € (0, 1), pero ademds tomemos € > 0 y en lugar de F,
consideremos

F, c(z) = exp(ez®), para todo z € H.

Esta funcién F,, . es holomorfa en H y no se anula en todo H. Ademas
|Fo,c(2)] > g€l2l® cos(am) , para todo z € HU 9H.

El mismo argumento que acabamos de desarrollar, pero con Fy . en el papel
de F,, permite concluir que

1£(2)] < |exp(ez®)] = ™) | para todo z € H.

Esto es cierto para cualquier € > 0 y cualquier « € (0, 1). Si fijamos z € H y hacemos
€ | 0 concluimos que
|f(2)] <1, paratodo z € H.

iVoilal

Todavia una vuelta de tuerca mds. El lector perspicaz habra observado cémo
en el argumento del punto anterior la clave ha sido la transicién sucesiva de F' a Fy,
y después a Fi, ..

En cuanto de f, tan s6lo hemos usado la hipétesis de que f estaba acotada sobre
todo H para concluir (xx); y aqui hay mucho margen de maniobra porque estas Fy,
se van rapidamente a coc cuando z — 0O¢.

Supongamos, en lugar de la hipétesis tan exigente de que |f]| estd acotada en
todo H, tan solo que para un cierto 8 € [0,1) se cumple que

|f(2)] < Bel?’ , para todo z € H,
donde B > 0 es una cierta constante, o si se prefiere? més compactamente, que
In(In|f(2
s 2202 £ )

e, In(|z])
|z]—+o0

<1.

Para a > 3, la funcién F,, . crece mas rapidamente que f cuando z € H tiende
a 0oc. Asi que para o € (5,1) y € > 0, se tiene

[/ (2)

limsup ———— =0,
cel, |Fae(2)]

|z]—o0

4{Hay gente p4 t6!
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2.2. El método de Phragmén—Lindelof 17

de donde como antes se deduce que

|f(z)| <1, paratodo z e H.

La conclusion de esta discusidn es ya es un teorema de corte Phragmén—Lindelf
que merece registrarse.

Teorema 2.10 Sea f holomorfa en H y tal que

» para M >0 se tiene que limsup,_,,, |f(w)| < M, para todo w € OH,
» [PL]: para un cierto B tal que 0 < 3 <1 (y para B > 0) se cumple que

|f(2)] < Bel” | para todo z € H.

Entonces
1f(z)] <M, para todo z € H.

Las dos condiciones de este teorema son de naturaleza diversa.

La primera es una condiciéon de acotacion del médulo en el borde, propia de un
teorema, del corte del principio de médulo maximo.

La segunda es una condicién de crecimiento en el infinito que permite gestionar
el obstaculo de que el dominio no es acotado o, si se prefiere, que la condicién primera
de acotaciéon no abarca todos los puntos de la frontera en el plano extendido. Esta
segunda condicién es puramente una condicién [PL], territorio Phragmén-Lindelof.

Observe lector que la restriccién 8 < 1 en la condicién [PL] es necesaria, pues la
funcién e® cumple esta acotacion cuando 8 = 1 en H, estd acotada en mdédulo por 1
en JH, y, sin embargo, no estd acotada sobre H.

Repasemos, con afan conceptualizador, los puntos esenciales de esta técnica de
Phragmén—Lindel6f. Tenemos un dominio 2 simplemente conezxo, acotado o no, y
un punto destacado p de su frontera o oo¢ si 2 es no acotado. Ademaés disponemos
de una funciéon F' holomorfa en €2, que no se anula en ningin punto de 2 y tal que

. h’n;inf |F(z)| > 1, para cada w € 9Q \ {p},

» lim [F(2)] = +o0.
Z—p
Supongamos ahora que f es una funcién holomorfa en €2 acotada en médulo en
su borde:

» limsup |f(2)| < M, para cada w € 9Q\ {p}.

Z—w

Consideremos la funcién g = f/F holomorfa en Q. Si la funcién f crece, si acaso,
al acercarse a p, mds lentamente que F' de manera que lim,_,,|g(z)| = 0 (ésta es la
condicién [PL]), entonces se concluye que

(*) |f(2)] < M|F(z)], para todo z € Q.
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18 CAPITULO 2. PRINCIPIO DEL MODULO MAXIMO

La conclusién (*) se obtiene en el caso en que € es acotado y p un punto cualquier de
su borde aplicando el corolario 2.4 y en el caso 2 no acotado y p = oo¢, considerando
componentes conexas de los abiertos auxiliares 2ND(0, R) para R que tiende a +oc.

Si para cualquier € > 0 se tiene que F*° es capaz de obliterar a la f dada, en el
sentido de que lim,_,, |f(2)|/|F(2)|° = 0 entonces en lugar de (%) se obtendria

|f(z)] < M|F(2)|7, para todo z € .
Y ahora, si, haciendo ¢ | 0 se concluye que

|f(2)] < M, para todo z € .

La hipdtesis de conexién simple de €2 es la que permite escribir F' = exp(h),
donde h es una funcién holomorfa en todo €, y luego considerar F© = exp(ch).

B. Sectores y bandas

Consideramos a continuacion funciones f holomorfas definidas en sectores o en
bandas.

La amplitud angular del sector y el ancho de la banda seran, como veremos, deter-
minantes en la especificacion de la condicion Phragmén—Lindel6f sobre el crecimiento
permitido a la funcién f cuando z — ococ.

Procedamos.

Para ¢ € (0, 7] sea S; el sector
Ss={z=re” €C;r>0, |9 <d}.

Para § = 7/2, se tiene Sz = H, mientras que para 6 = m, se tiene que Sp =
C\ (—00,0], es decir, el plano complejo al que le hemos retirado el semieje real no
positivo.

Supongamos que f es holomorfa en S, y que es tal que, para un cierto M > 0,
se cumple que

limsup |f(w)| < M, para todo w € 9Sy,

zZ—w
o, simplemente, que f es ademds continua en cl(Ss y |f(w)| < M, para todo w € JSy.
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Dibujo 2.1. PHRAGMEN-LINDELOF, SECTORES.

;, Qué restriccion sobre el crecimiento de la funcién f cuando z — oo¢ es preciso
imponer para poder concluir que |f| estd acotada por M en todo el sector Ss?
Podriamos remedar los argumentos del caso de H, pero es méas directo obtener, como
vamos a presentar a continuacién, la pertinente condicién con un cambio de variables
que nos traslade (a nosotros y sobre todo a f) de Sy a H.

Fijemos 6 € (0,7] y denotemos A = (2/7)d. La trasformacién ¥(z) := 22 lleva
biholomorfamente el semiplano H sobre el sector Ss. En cuanto a la accién de ¥ en
el borde: si § < m, esta funcién ¥ es biyectiva entre OH y JSs, mientras que para
6 = m la transformaciéon ¥ es 2 a 1 desde 0H sobre 0S;.

Consideremos la funcién g holomorfa en H dada por g(z) = f(z2), para todo
z € H. Observe, lector, que

limsup [g(z)] < M, para todo w € 9H.

z—w

La requerida condicién de crecimiento para g del teorema 2.10 se traduce en la
exigencia para f de que para un cierto f < 1/A se cumpla

1f(2)] < Bell”

para todo z € S;.
Asi que:
Teorema 2.11 Sea § € (0,7]. Sea f holomorfa en S tal que

» para cierto M > 0 se tiene que limsup,_,,, |f(w)| < M, para todo w € 9 S,

» [PL]: para un cierto B tal que 0 < B < w/(26) (y un B > 0) se cumple que
|f(2)] < Bel*’ | para todo =z € S;.
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20 CAPITULO 2. PRINCIPIO DEL MODULO MAXIMO

Entonces
|f(z)] < M, para todo z € Sy .

Cuanto menor es §, y mas estrecho es el sector Sg, menos exigente es la condicién
de crecimiento.

Consideremos ahora la banda (horizontal) B que consta de aquellos z € C tales
que —1 < J(z) < L.

La banda B tiene dos infinitos: uno cuando R(z) — +oo y otro cuando R(z) —
—00. Asi que vamos a estudiar primero la semibanda

Bt={z=z4+weC:2>0, [y <1}.

Fieles y leales al espiritu de Phragmén—Lindel6f buscamos funciones F' holomorfas
en BT, que no se anulen en punto alguno de B', que estén acotadas inferiormente (en
modulo) por 1 en la frontera de BT y cuyo médulo tienda a +o0o asaz rapidamente
cuando z € BT tienda a ooc.

La funcién z — exp (7/2)z lleva la semibanda B biholomorfamente sobre H \
cl(D). Sea F(z) la funcién entera

F(z) =exp (exp ((7r/2)z)) , para todo z € C.

iSic!, una doble exponencial.
Para w en la frontera horizontal de B se tiene que |F(w)| = 1. Para w = 1y, con
ly| <1, es decir, para w en la frontera vertical de BT, se tiene que

|F(w)| = exp(cos((r/2)y)) > 1,

pues cos((7/2)y) > 0.

Como en los bordes horizontales se cumple que |F| = 1, no podemos tener que
|F(2)] — oo cuando z € BT tiende a oo, asi que modificamos F, de manera andloga
a como hicimos en el caso de H, e introducimos funciones Fy,.

Para a € (0,7/2), sea F,, la funcién entera

F,(z) = exp (exp(az)) , para todo z € C.
Como para z = x 4+ 1y € C se tiene que
|Fa(2)] = exp (exp(az) cos(ay))
tenemos que |Fy(w)| > e(® > 1, para w € OB*, y ademds
|Fo(z)] > exp (exp(aR(z)) cos(a)), para todo z € BT,

que tiende a infinito rdpidamente cuando R(z) — +o0, pues cos(a) > 0.

Ya tenemos todos los ingredientes:

Proposicién 2.12 Sea f holomorfa en BT tal que
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= para M > 0 se cumple que limsup,_,,, |f(w)| < M, para todo w € OB,

» [PL]: para un cierto B tal que 0 < 8 < 7/2 (y un B > 0) se cumple que

|f(2)| < Bexp (exp(BR(2))), para todo z € BT.

Entonces |f(z)] < M, para todo z € BT.

Para verificar esta proposicién 2.12 basta tomar « € (8,7/2) y € > 0, aplicar el
principio del médulo maximo a la funcién f/(F,)® holomorfa en el dominio

{z=2+weC0<z<X, |y <1}
para X grande, y hacer X 1 400 para concluir que
1f(2)] < M|F,(2)|7, para todo z € B .

Para finalmente, con z fijo hacer € | 0 y deducir que, en efecto, |f(z)| < M, para
todo 2z € BT.

Para la banda completa B, en lugar de la semibanda BT, usamos como funciones
de compensacién a las funciones enteras F,, dadas por

F,(z) = exp (acosh(z)) para todo z € C.
Como para z = z + 1y € C se tiene que
|Fo(2)| = exp (cosh(az) cos(ay)) ,
vemos que |F,(z)| — oo tanto cuando R(z) — +oo como cuando R(z) — —oo
y argumentando como en el caso que acabamos de discutir de la semibanda, pero
aplicando el principio del médulo maximo en las subbandas {z = x + 1wy € C; |z| <
X, |y| < 1}, se concluye que:
Teorema 2.13 Sea f holomorfa en B tal que
» para M >0 se cumple que limsup,_,,, | f(2)| < M, para todo w € 0B,

» [PL]: para un cierto B tal que 0 < 8 < /2 se cumple que

|f(2)| < Bexp (exp(B8|R(2)])), para todo z € B.

Entonces |f(z)| < M, para todo z € B.
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limsup,_,, |f(z)] < M

! \
\ N
\ \

A
\ ) }2
y

Dibujo 2.2. PHRAGMEN-LINDELOF, BANDAS.

Quizés, paciente lector, convenga por completitud mencionar que para una banda
B, = {z € C;|S(2)| < a},

donde a > 0, la condicién de crecimiento requerida para obtener acotacién ha de ser
que para un cierto 8 < (2/m)/a se cumpla que

|f(2)| < Bexp (exp(ﬂ |§R(z)])) , para todo z € B,

para una cierta constante B.

Registramos a continuacién un caso particular del teorema 2.13 para mejor refe-
rencia ulterior, pues apelaremos a €l en algunas ocasiones.

Corolario 2.14 Sea f un funcion holomorfa en una banda B, donde a > 0. Supon-
gamos que para M >0

limsup |f(z)| < M, para todo w € OB, .

Z—w

Supongamos adicionalmente que f esta acotada sobre todo B, entonces
lf(z)| <M para todo z € By, .

Este corolario se sigue de que si |f| estd acotada, entonces sea cual sea el ancho
de la banda a > 0, la funcién f cumple la condicién de crecimiento [PL] del teorema
2.13.

2.2.2. Mas ejemplos del método de Phragmén—Lindelof
Vamos a aplicar el método de Phragmén—Lindel6f en algunas situaciones concre-

tas y hasta peculiares que van mas alld de los especificos sectores y bandas.

VARIABLE COMPLEJA 1T —versién preliminar, 11 de febrero de 2018 —jost L. FERNANDEZ



2.2. El método de Phragmén—Lindelof 23

A. Un principio del médulo maximo «modestamente universal» para do-
minios no acotados

Pongamos en lo que sigue que €2 es un dominio (en general) no acotado, sobre el
que no imponemos restriccion alguna, y que f es una funcién holomorfa en € tal que

limsup |f(w)| < M, para todo w € 9Q.

zZ—w

El objetivo de este apartado es comprobar que con cierta condicion adicional sobre
el crecimiento de la funcién f entonces |f(z)| < M para todo z € Q.

A la vista del tropel de resultados Phragmén—Lindel6f de condiciones [PL] de
crecimiento de f en dominios concretos, si queremos, como es el caso, un resulta-
do «universal», es decir, que no dependa del dominio concreto 2, la condicién de
crecimientos obre f habra de ser bien restrictiva. Y a fe que lo es.

He aqui el teorema: un principio del médulo maximo «universal» para dominios
no acotados:

Teorema 2.15 Sea 2 un dominio no acotado y f una funcion holomorfa en Q tal
que para M > 0

» limsup,_,,, |f(2)| < M, para todo w € OS2,
= [PL]: limsup, . |f(2)] < +oo.

Entonces
|f(z)| < M, para todo z € ).

La condicién [PL] del enunciado equivale a suponer que |f| estd acotado en
todo 2. Desde luego, si |f| estd acotado entonces se tiene [PL]. Si se tiene [PL]
y |f| no estuviera acotada existirfa una sucesién (zj)n>1 de puntos de Q donde
|f(zn)| > n, para cada n > 1. La sucesion (zy),>1 no se puede acumular en 92 pues
limsup,_,,, | f(2)] < M, para todo w € 0f2, ni en co¢ por la condicién [PL], ni en
pues f es holomorfa en 2.

Observe lector que el corolario 2.14 aparece ahora como caso particular del pre-
sente teorema 2.15.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que D N = (. Luego veremos cémo desem-
barazarnos de esta restriccién técnica.

En este caso en que DNQ = (), la funcién f(z)/z es holomorfa en €2 y, en general,
para entero k > 1, la funcién gx(2) £ f(2)*/z es holomorfa en Q.

Pongamos que limsup, .. [f(z)] = S. Y sea Ry tal que () [f(z)] < 25 para
todo z €  tal que |z| > Ry.

Fijemos zy € Q arbitrario. Vamos a verificar que |f(z9)| < M. Fijemos k > 1y
ademds R tal que R > Ry y R > |z9|. Sea Qg la componente de Q NID(0, R) que
contiene a zg.
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Vamos a aplicar seguidamente el corolario 2.4 a la funcién gi en el dominio Qp.
Partimos 0Qr en a = 0Qr N OD(0, R) y = 0Qr \ a. Observe lector que 8 C 9S.
Como D N = (), se tiene que

limsup |gr(z)| < M*, para todo w € 3.
zEQR;z—W

Ademds, por () y como R > Ry, se tiene

limsup |gr(2)| < (28)*/R, para todo w € a.

zEQR;z—W

El corolario 2.4 nos da en particular que
lgk(20)| < méx (Mk, (2S)k/R) , para todo R < max(Ro,|20]) -
Liberando R y haciendo R — oo, se deduce que
lgk(20)] < M*, para todo k > 1,

es decir,
|F(20)| < M|zo|"*, para todo k > 1.

Ahora, liberando k y permitiendo k 1 oo, obtenemos como queriamos |f(zp)| < M.

Ya tenemos el resultado del enunciado bajo la hipétesis adicional de que DNQ = (.
En la situacién general, fijemos zg € 2 y € > 0. Una traslacién y una dilatacién nos
permiten suponer sin pérdida de generalidad que 0 € 99, que |f(z)] < M + ¢ si
zeDy que |z] > 1. Sea Q la componente de QN {|z| > 1} que contiene a zy. Si O
es no acotado, el resultado ya obtenido nos da |f(zo)| < M + ¢, y haciendo ¢ | 0 se
deduce |f(z0)| < M. Si Q fuera acotado, basta aplicar el corolario 2.4 para concluir
igualmente que |f(z0)| < M +e. [ |

B. Cotas no acotadas

El siguiente lema 2.16 de conspicuo enunciado y cuya verificacion desarrollamos
discursivamente antes de formular su enunciado, equivale al lema 9.32 que sera clave
en la demostracion del teorema tauberiano de Fatou, teorema 9.54, o mejor, del
teorema de Fatou, teorema 9.31, sobre series de potencias.

De este lema interesa tanto la técnica, una muestra mas del método de Phragmén—
Lindel6f, como la conclusién tan especifica.

Sea K el cuadrado® unidad:
K={z=z+w;lz| <1yl <1}.

., Coémo, el cuadrado unidad? Esto es nuevo, dird el lector. No se preocupe, le decimos,
es tan s6lo una normalizaciéon; aqui la técnica y el método, y no la forma o el tamano,
son lo que importa.

% ;kuadrado?
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Supongamos que f es holomorfa en K y que disponemos tan sélo de la acotacién
siguiente:

(2.1) If(z)] <

, para todo z € K.
3(2)]
Observe, lector, que si z =z € (—1,1) C K entonces |f(z)| es finito, claro, pero que,
sin embargo, la cota (2.1) se hace infinita. En el borde de K la acotacién controla con
qué velocidad | f| se puede ir a 0o cuando nos aproximamos a 1 o a —1 verticalmente,
sobre el borde.
Consideremos la funcién
1 1

F(z):(l—z)(l—i—z) =12 para z € C.

Esta funciéon F' es meromorfa en C, con polos simples en +1, y holomorfa y no nula
sobre todo K.
En todo cl(K) se tiene que

1

OIS e

para todo z € cl(K).

Para verificarlo, observe, lector, que basta, por simetria, comprobarlo si z € cl(K)
con R(z) > 0, pero entonces se tiene que que |1 — z||1 + z| > |1 — z| > |S(2)].
Asi que esta funcién F' particular cumple la condicién (2.1) con M = 1.

Ademsds, en OK se tiene

|F(w)| > para todo w € 0K,

1
V5 [S(w)|
porque si w pertenece a los segmentos horizontales de JK se tiene que
11— w||l+w| <2=2[F(z),
mientras que si w pertenece a los segmentos verticales de K entonces
11— wl|[1+w| < V5|3(2)].

Enunciamos ya el lema anunciado.

Lema 2.16 Se f una funcion holomorfa en K tal que

M
|f(2)] < SO para todo z € K,
entonces
1£(0)] < VEM.
De hecho,
5M
1f(2)] < L para todo z € K.

1=z
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DEMOSTRACION. Para t € (0,1) La funcién z — f(¢z) es holomorfa en K, continua
hasta su borde y verifica la acotacién (2.1) con M/t en lugar de M, asi que sin
pérdida de generalidad podemos suponer que la propia f es continua hasta JK.

En puro espiritu Phragmén—Lindeldf consideramos ahora la funcién g = f/F,
que es holomorfa en K y continua hasta su borde, donde se anula en z = +£1.

Para w € 0K se cumple la acotacién

Wl M g
)] = P < e VIS ()] = VAL

Por el principio del médulo méximo en la versién del teorema 2.3 concluimos que

lg(2)] <V5M, paratodo z € K,

es decir,

VB M

_— ara todo z € K,
== P

f(2)] <

y, en particular, que

|£(0) < V5 M. n

Analizamos a continuacién el papel de la hipétesis (2.1). Supongamos que

() If(Z)ISWAjW, para todo = € K,

donde « es un cierto exponente a > 0. ;Podemos obtener una buena acotacién de
|£(0)]? Como en todo K se tiene que |(z)| < 1, el caso @ < 1 es una instancia
particular del lema 2.16, y obtendriamos en ese caso (o < 1) la misma acotacién
|£(0)] < /5 M. Para o > 1, la hipétesis (1,) es més débil.

Pero argumentemos en general con o > 0. Replicando el argumento de la prueba
del lema 2.16 pero usando en lugar de F' la funcién holomorfa F'“ holomorfa en K
con F*(0) = 1 (donde usamos que F no se anula en K y la conectividad simple
de K), se obtiene que

M /5"

|1 — 22|’

1£(0) < MVEY vy |f(2)| < para todo z € K.
De manera que para cualquier a > 0 se obtendria una conclusiéon andloga a la del

caso o = 1.

['& Nota 2.2.1. €1 Para a < 1 podemos argumentar alternativamente usando la férmula de
Cauchy. Supongamos f es continua en TK con 7' > 1. (Al tomar f(z/T') la constante de la cota en
(t,) seria MT* y luego harfamos tender T" | 1.) La férmula de Cauchy da que

101 g [ Fi oo < o [ il < 521 [132) = 5 G25).

donde hemos usando que |w| > 1 si w € IK.

Esta es una cota universal, pero que explota si hacemos o 1 1. El exponente a = 1 es pues
critico. Sirva esta comentario de piedra de toque para comparar la acotaciéon de Cauchy con el
método de Phragmén—Lindel6f [ )
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C. Teoremas de Lindelof

Vamos ahora a usar el método de Phragmén—Lindel6f para analizar ciertas cues-
tiones de comportamiento frontera de funciones holomorfas acotadas en el disco
unidad D.

Proposiciéon 2.17 Sea f una funcion holomorfa en D y acotada en médulo. Supon-
gamos que f es continua en cl(D)\ {1} y que limy_o f(e"’) = a € C. Entonces

11 = .
im f(z) =a

La hipdtesis nos da informacién sobre cémo f se comporta en la frontera D y
la conclusién nos dice cémo f se comporta en el interior .

DEMOSTRACION. Podemos suponer, y suponemos, sin pérdida de generalidad, que
a=0yque f(D) CD.
El objetivo es probar que

(1)  limsup|f(z)| =0.

z—1;
zeD

Vamos con ello. Para cada 0 > 0, denotemos por §25 al dominio
QG ={zeD:|1-2/<d} =DND(1,0),

y sea
1(6) = sup{[f(w)| : w € ID; 0 < |1 —w[ < 5}.

Por hipétesis, lims | 7(d) = 0.

Vamos a aplicar el principio del maximo a f en €)s.

Nos ponemos en modo Phragmén—Lindelof: ayudandonos de funciones auxiliares
que permitan aprovechar la informacién de que |f| es pequeno cerca de w = 1y que
nos permitan a su vez controlar la aproximacién hacia w = 1.

Fijemos K > 0 y consideremos la funcién holomorfa en D dada por
gi(2) = f(2)e® ™1 para todo z € D
Observe, lector, que
lgx (2)| = |£(2)|eXRE=D - para todo z € D,
Yy que, por tanto,
ltmsup |gx ()| = limsup | f(z)|

z—1; z—1;
2eD zeD

Analicemos el comportamiento de gx en la frontera de .
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Si w € 995 ND, entonces R(w) < 1 — (62/2) y, por tanto,
(k1) lgr(w)] < e KOV
Siw e Qs NOD y w # 1, entonces

(x2)  lgr(w)| <n(d).

Si, lector, falta el punto w = 1. Pero, hagamos, lector, caso omiso, por un momento,
de esta carencia. Si pudiéramos aplicar el principio del médulo maximo a gx en
(obviando, si, que no tenemos cota en 1) tendriamos que

lgi (2)] < e K@*/2 L p(5),  para todo z € Qs ,
y, por tanto, tendriamos que

limsup | f(z)| = limsup |gx (2)| < e KO/ 4 n(s) .
z—1; z—1;
zeD zeD

Si tomaramos K = 1/6* e hiciéramos § | 0, deducirfamos el resultado (7).

Pero nos falta el punto w = 1. De nuevo, més funciones auxiliares Phragmén—
Lindeldf. Paray > 0 (y K > 0 como hasta ahora), consideremos la funcién holomorfa
en D dada por

hik~(2) = gk (2)exp (—~U(z)), paratodo z € D.

donde ) 12
U(z):<1+z> , paratodo z € D.
—z
Como z — 2= lleva D en H, la funcién U lleva D en el dngulo |arg(z)| < /4,

y tenemos que
\hx~(2)| <9k (2)|, paratodo z € .

De manera que las cotas (x1) y (*2) se siguen manteniendo para hg . Pero ahora
para el punto w = 1, que restaba por domar, acotamos como sigue:

|hiey(2)] = [f(2)| exp (K (R(2) — 1)) exp (= 1R(U(2))) < exp (= 1R(U(2))) ,

pues |f(z)] estd acotado por 1y R(z) < 1, para z € D. Pero ahora, cuando z — 1
tenemos que R(U(z)) — +oo la cota anterior tiende a 0 (ese es el papel, muy Ph-
ragmén—Lindel6f del exponente 1/2; valdria cualquier exponente < 1).

En conclusién, con el argumento que antes hemos detenido porque faltaba infor-
macioén en w = 1, ahora si podemos concluir que

\hi~(2)] < e K*/2) 1 (5), para todo z € Q.
Si mantenemos z € )5 fijo y hacemos « | 0 obtenemos que
9k ()] < e KE/D 1 y(5), para todo 2 € 9,

y, con esto, como ya indicdbamos antes, concluimos (7). ]
Como corolario de la proposicién 2.17 tenemos el siguiente complemento.
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Corolario 2.18 Sea f una funcion holomorfa en D y acotada en modulo. Suponga-
mos que f es continua en cl(D) \ {1} y que

, Wy . Wy
léirolf(e)—OéEC y %%f(e)—ﬁeﬂ

Entonces estos dos limites laterales coinciden: o = (3.

Una vez que sabemos que estos limites coinciden entonces ya estamos en la si-
tuacién de la proposicién 2.17 y f(z) converge hacia ese valor comin o = 3 cuando
z € D tiende a 1.

DEMOSTRACION. Si no fuera o = 3, con una transformacion lineal, si fuera preciso,
podemos suponer sin pérdida de generalidad que o = 1 y que 8 = —1. Buscamos,
claro, una contradiccion.

Consideremos la funcién g dada por

9(2) = f*(2).
La funcién g es holomorfa en D continua en cl(D) \ {1} y estd en la situacién de la
proposicién 2.17. Asi que

It =1.

lim g(2)

z—1
Tomando, por ejemplo € = 1/4, podemos elegir § > 0 tal que en Q5 = DND(1,0) se
cumple que

lf(z) = 1|f(z) + 1| =|g(z) — 1] < (1/4), para todo z € Qs.
Entonces f(Qs) C D(—1,1/2) UD(1,1/2). Como f(£25) es conexo, se tiene que
f(Qs) cD(-1,1/2) o f(2s) CD(1,1/2).

Las dos alternativas son imposibles, porque f(€s5) C D(—1,1/2) contradice que
limyjo f(e"”) = a =1y f(2s) C D(1,1/2) contradice que limyry f(e?’) =B = —1. W

Teorema 2.19 (Teorema de Lindel6f) Sea f holomorfa en el disco unidad D y
acotada en mddulo y sea y(t) : t € [0,1] — C una curva continua.
Supongamos que v[0,1) C D y que y(1) =1 y ademds que

lim f(y(t)) =a € C.
t—1
Entonces, lim;qq f(r) = a.

Asi que si f tiene limite a € C a lo largo de una cierta curva continua, se deduce
que f tiene limite a a lo largo del radio desde z = 0 hasta z = 1. Por tanto, f sélo
puede tener un limite a lo largo de curvas continuas que tienden a 1. Y a la contra, si
f holomorfa en D tuviera limite a a lo largo de « y limite b a lo largo de w, y a # b,
entonces ... |f| no estd acotada.

El teorema 2.19 de Lindeldf se deduce clasicamente de la proposicién 2.17 con
un argumento de aplicacién conforme y extension continua a la frontera que no, no,
sefior, no vamos a discutir ahora.
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2.2.3. Teoremas de las 3 rectas y de los 3 circulos

Eufénico y sugerente apelativo, casi de reclamo publicitario, para esta coleccién
de elegantes teoremas que tradicionalmente se atribuyen a Jacques (Salomon) Ha-
damard.

Vamos primero con el teorema de las 3 rectas, también llamado teorema de
las 3 lineas.

Para a,b € R tales que a < b, consideremos la banda vertical
Vop={2€Cia < R(z) <b}.

Si, lector, usaremos aqui banda verticales, en lugar de las horizontales, por cierta
conveniencia notacional.

Supongamos que f es una funcién holomorfa en V,; tal que su médulo | f| estd
acotado. Para cada = € (a,b), denotamos

L(f,xz) =sup|f(z +y)],
yeR

que es, para cada z € (a,b), una cantidad finita.

Por hipétesis, | f| esta acotada en toda la banda V, 3, de manera que el corola-
rio 2.14 del teorema de Phragmén—Lindel6f para bandas nos dice que si s, ¢ son tales
que a < s < t < b entonces

(%) L(f.2) < mix (L(f, ), L(f,1).

El teorema de las 3 rectas precisa elocuentemente esta estimacion.

Teorema 2.20 (Teorema de las 3 rectas de Hadamard) Sea f holomorfa en
Vap y con modulo |f| acotado sobre toda la banda V3. Sia < s <t < b, entonces
para s < x <t se cumple que

L(f,z) < L(f, S)(t—w)/(t—S) L(f,t)(w—S)/(t—s).

En otros términos,

T — S
t—s

t—x
s

lnL(f,:c)§<t >1nL(f,s)+< )L(f,t).

Es decir,

x € (a,b) = InL(f,z) es una funcion convezra.
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Dibujo 2.3. TEOREMA DE 3 RECTAS.

DEMOSTRACION. Para s < t del enunciado fijos, consideremos la siguiente funcién
entera auxiliar F' dada por

F(z) = L(f, S)(t—Z)/(t—S) L(f, t)(z—S)/(t—S) 7 para todo z € C.
Obsérvese que si z = = + 1y, entonces
(x) |F(2)] = L(f, 3)(t*ff)/(t*5) L(f, t)(w*S)/(t*S)_

Asi que,
L(F,S) = L(fas) y L(th) = L(fat)v
y, ademads, para s < z < t,

r— S

Y L(f,8) + (7= ) L(£:1)

- (i‘x) n L(F,s) + (72 ) L(F, ).

— S — S

t_
In L(F,z) = (t i
— S

— S

En otros términos, la funcién x — In L(F, x) es una funcién lineal.

La convexidad buscada equivale justamente a verificar que
InL(f,z) <InL(F,z), paras<az<t.

Este es el significado de la convexidad: la grafica de In L( f, x) esta situada por debajo
de la gréfica de la secante (lineal) In L(F, x).

Vamos con ello. Consideremos, en modo Phragmén-Lindeldf, la funcién h(z) =
f(2)/F(z). Esta funcién h es holomorfa en V, ;. De (%) se deduce que

|F(z)| = min (L(f,s), L(f,t)), para todo z tal que s < R(z) < ¢,
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de donde se concluye, por consiguiente, que el médulo |h| de h estd acotada en el
rango de z tales que s < R(z) < t.
Ademas, |h(w)| <1siR(w)=1tosi R(w)=s.
Por el corolario 2.14 del teorema de Phragmén-Lindel6f para bandas, concluimos
que
|h(z)| <1, sis<R(z)<t.

Traduciendo a f y F', tenemos que
[f() < [F(2)], sis<R(z)<t,
y, por tanto, que
L(f,x) < L(F,x), sis<z<t,

y, finalmente, como queriamos comprobar, que

InL(f,z) <InL(F,x), sis<z<t. -

Pasamos ahora a la version en anillos del teorema de las 3 rectas: teorema de
los 3 circulos.

Fijemos 0 < a < b < 400 y el anillo A(a,b) dado por
Afa,b) ={z€C: a<|z| <b}.

Supongamos que f es una funcién holomorfa en A(a,b). Para cada r € (a,b),
denotamos M (f,r) = méax{|f(z)];|z| = r} el méximo de |f| sobre la circunferencia
|z| = r. La funcién r € (a,b) — M(f,r) es una funcién continua.

Si supiéramos que f es holomorfa en D(0, b) entonces tendriamos que M ( f, r) seria
una funcién creciente de r. Pero este crecimiento no ocurre en general en anillos; por
ejemplo, si f(z) = 1/z, entonces M(f,r) = 1/r, para cada r € (a,b).

El principio del médulo méximo aplicado a Q = {z; r < |z]| < t} nos dice, sin
embargo, que

M(f,s) <méax{M(f,r), M(f,t)}, sta<r<s<t<b.
Pero, de hecho, se tiene:

Teorema 2.21 (Teorema de los 3 circulos de Hadamard) Sea f una funcion
holomorfa en el anillo Ayyp, con a <b. Sia <r <s<t<b, entonces

M(f,)"0 < M(f )" M(f, )"0

O, mejor,

In(s) — In(r)

mM@@Smw_MQEM@ﬂ+m@_MM

In(t) — In(r) n M(f,2).

En otros términos, In M (f,r) es una funcion convexa de In(r), para r € (a,b).

VARIABLE COMPLEJA 1T —versién preliminar, 11 de febrero de 2018 —jost L. FERNANDEZ



2.2. El método de Phragmén—Lindelof 33

I’& Nota 2.2.2. &1 Sobre terminologia. Una funcién real u, definida en (0,+400), es funcién
convexa de In(r) si para una cierta funcién real convexa U definida en R se cumple que u(r) =
U(In(r)), o en otros términos, sin apelar a U, si la funcién ¢ — u(e’) es convexa. o

DEMOSTRACION. Este teorema se deduce enseguida del teorema de las 3 rectas. Sea g
la funcién holomorfa en la banda horizontal By, ) ) dada por

g(z) = f(€7) .

Obsérvese que
L(g,z) = M(f,e"), paraln(a) <z <In(b),

es decir,
M(f,r) = L(g,In(r)), paraa<r <b.

Como por el teorema de las 3 rectas L(g, z) es una funcién convexa de x, concluimos,
como querfamos que M(f,r) es funcién convexa de In(r). [

2.2.4. Convexidad de normas y espacios de Lebesgue

Vamos a escudrinar ahora con ojos 3 rectasc’® ciertos resultados sobre convexidad
de normas en espacios LP, entre los que se incluye la desigualdad de Hoélder y el
teorema de interpolacién de Riesz—Thorin. Perddn, ;desigualdad de Holder?, ;jpero
eso no corresponde a teoria de la medida, o a variable real, o a anélisis funcional. .. ?,
se estard preguntado el lector, con cierta alarma. jNo toca!, clamara enfiticamente.
Pues si, y esa es la gracia, le respondemos.

Consideramos un espacio de probabilidad (X, u) y los distintos espacios LP =
LP(X, u) asociados con p > 0. Por ahora, si, p > 0, aunque luego, serd p > 1.

A. Convexidad de normas LP (como funcién de p)

Fijemos una funcién medible h no negativa y tomemos tres exponentes positivos
r,s,t tales que 0 < r < s <t < +00.

Supongamos que h € L" y que h € L!. Escribamos el exponente intermedio
s € (r,t) como combinacién convexa de r y ¢ :

s=(1-=Nr+ X,

para A € (0,1). (Claro que A = (s —r)/(t — r).) Tomemos p=1/(1 —=X) y ¢ =1/\
Obsérvese que p,g > 1y que 1/p+1/q=1.

Escribamos h® = h(1=V7pAt y apliquemos la desigualdad de Hélder con el par de
exponentes conjugados p, ¢ para obtener

/X ()" d() < ( /X h(:c)’”du(m)>(1_/\) ( /X h(a)! dp(a))

6;Como para marear!
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y para concluir, entonces, al tomar logaritmos, que la funcién

sE(O,+OO)'—>ln</

h(x)® du(x)) es conveza.
X

Veamos cémo derivar esta propiedad de convexidad usando el teorema de las 3
rectas. Parece, lector, un abuso de fuerza, un potente teorema (de derivacién no tan
simple) como el de las 3 rectas para concluir un resultado que podriamos catalogar
como basico. Pero, persevere, lector, que a veces la constancia, incluso la ciega, se
ve recompensada.

Vamos a suponer que h es una funcién simple no negativa; el resultado general
se seguiria por el teorema de la convergencia mondtona.

Sea h = 377 ajla;, con o > 0y A; disjuntos a pares y 3 7 p(A4;) < oo.
Pongamos p; = (1(A;j), para 1 < j < n. Obsérvese que

/ h(z)® du(x) = ij aj = ¢(s), para todo s > 0.
b's :
7j=1

Asi que nuestro objetivo es analizar la funcién real de variable real s — p(s)
que acabamos de introducir.

jAtencién!, entra en escena la variable compleja con prepotente altaneria y sin
atisbo de miramientos: Definamos la funcién entera f dada por

n
flz) = ijaj, para todo z € C.
j=1

Recordemos que o = exp ((In(e;j)z), donde In(cy;) es el logaritmo (usual) del
ntiimero positivo a;.

Observe, lector, que para valores de z reales, z = s, tenemos que f(z) = p(s), asi
que f es extension a todo el plano complejo de la funcién (s). O mejor, lo que hemos
exhibido es que la funcién ¢ es la restriccion al eje real de una funcion entera. Las
funciones holomorfas son particularmente ricas en propiedades de las que carecen
las funciones infinitamente derivables de variable real, y a las que se pueden aplicar
principios rigidos como el de unicidad o el del médulo maximo. O el teorema de las 3
rectas en el que como por ensalmo surgen propiedades de convexidad.

I’= Nota 2.2.3. &1 Este es un ejemplo de una estrategia general, extremadamente ttil, que
veremos en accién con frecuencia, algo asi como “complejar””, que no complicar ni acomplejar®,
al declarar que un variable real como s pase a ser compleja como z, para asi tener una funcién
holomorfa con toda la riqueza y rigidez que eso supone. Las funciones ¢ de Riemann o la funcién I'
de Euler quizas sean los ejemplos primordiales de esta estrategia. Una instancia, en cualquier caso
de aquel dictum de Hadamard:

"iMil perdones!, por tamafio palabro.
8Bueno, bueno!, no estoy yo tan seguro.
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It has been written that the shortest and best way between two truths of the real
domain often passes through the imaginary one.

que en cualquier caso parece que proviene de Painlevé (y es a lo que quizd aludia Hadamard con lo
de It has been written. . .)

Le développement naturel de cette étude conduisit bientot les géometres a embrasser
dans leurs recherches les valeurs imaginaires de la variable aussi bien que les valeurs
réelles. La théorie de la série de Taylor, celle des fonctions elliptiques, la vaste doctrine
de Cauchy firent éclater la fécondité de cette généralisation. Il apparut que, entre deux
vérités du domaine réel, le chemin le plus facile et le plus court passe bien souvent par
le domaine complexe.

Noétese que
If(2)] < f(R(2)), para todo z € C,

y que, de hecho,
L(f,s):ijajzf(s), para todo s > 0.
j=1

Por tanto, por el teorema de las 3 rectas y como queriamos comprobar, s —
In( [y h(z)® du(z)) es una funcién convexa.

I’& Nota 2.2.4. &1 Hemos restringido la discusién anterior a los s > 0, pero en realidad el
argumento nos da que para esa h simple la funcién s — In([,, h(2)® du(z)) es convexa en todo R.

Una comprobacién directa de esta convexidad pasa por escribir ¢(s) = [, h(z)® du(z) y observar
que la convexidad de In(¢(s)) equivale a que

¢ (s)p(s) > ¢'(s)?, para todo s € R,
es decir, a que
(Spiime)o3)” < (Xpin(an)as) (X pias).
j=1 j=1 j=1

que se sigue de la desigualdad de Cauchy—Schwarz. 'Y

B. Desigualdad de Holder

Ya puestos, nos preguntamos, ;y la propia desigualdad de Holder? Pues, si, cémo
no, vamos a deducirla a continuacién asimismo del teorema de las 3 rectas.

Nos conformamos con comprobar que la desigualdad de Holder se cumple para
funciones simples g, h no negativas:

gzzalej, hZZBlek.
j %

Con aj > 0, A; disjuntos a pares y >, pu(A4;) < +oo y andlogamente en la expresién
de h.

Fijemos un par de exponentes conjugados p,q > 1, de manera que 1/p+1/q = 1.
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Sea F la funcién entera® dada por

F(:) = [ ot ha@) " du(o).
X
que expandimos usando las expresiones de g y h como funciones simples que son

F(z) =Y u(A; 0 Bl =967,
7.k

para que sea transparente que F' es en verdad una funcién entera.
Interpretamos que si g(x) = 0 entonces g(x)?(!=%) = 0, para todo z € C y
analogamente para h.

Observe, lector, los siguientes valores particulares de F":

F(0) = [y g(x)Pdu(z),
F(1) = [y h(z)?du(z),
F(1/q) = [y g(x)h(z)du(z),

y, observe ademads, que
L(F,s) = F(s), para todo s € R.

Ademas, note, lector, que |F| estd acotada en cualquier banda V,; con a < 0y
b > 1, de hecho esta acotado por max{F(s);a < s < b}.

El teorema de las 3 rectas nos dice entonces que

s € (a,b) — In(L(F,s)) = In(F(s)) es convexa.
Por tanto,
In(F(s)) < (1—s)In(F(0)) + sln(F(1)), para todo s € [0,1].
En particular, para s = 1/¢, se deduce que
F(1/q) < F(0)/PF(1)"/1,

es decir,

[ stem@anta) < ( [ atwpan)” ([ weydue) "

jvoila!: la desigualdad de Holder.

9 Tachén!
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C. Teorema de interpolacion de Riesz—Thorin

El teorema de Riesz—Thorin es una de las semillas primigenias de la llamada
interpolacién de operadores, que es una potente técnica, y hasta, si se quiere,
una teorfa. Este Riesz es Marcel Riesz y Thorin es Olof Thorin!?. De la demostracién
que sigue dejo dicho Littlewood que le parecia

[...] the most impudent idea in mathematics.

Si lo dijo Littlewood. ..

Este es el marco: tenemos un operador lineal T que

» estd acotado de LP° en L% donde 1 < pg, gop < +00 con norma No := ||T||p.q0;

= y estd acotado de LP' en L9 donde 1 < p1,q1 < 400 con norma Ny := ||T||p, 41 -

Entonces, esta es la conclusién, teorema de Riesz—Thorin, el operador T
también estd acotado de LP en LY para cualquier par (p,q) intermedio entre (pg, qo)
y (p1,q1) en el sentido de que para para un cierto A € [0, 1] se cumple que

) =09 w) Grw)

que, simplemente, quiere decir que el punto (1/p,1/q) de R? se encuentra en el
segmento J que conecta (1/po, 1/qo) con (1/p1,1/q1). La conclusién se complementa
ademads con la siguiente acotacién de la norma del operador T entre LP y L4:

I [Tl < (1= N[ Tl gy + A [T q0 = (1= \)No + AN

Aflora ya la convexidad, leitmotiv de todo este apartado: la conclusién es que el
logaritmo de la norma del operador T en el segmento J es una funcién convexa.

Tomemos g y h funciones simples tales que ||g|[, = 1y ||h]|y = 1, donde ¢ es el
exponente conjugado de q.
Vamos a comprobar que

() | [ Tohte)du(o)] < N3N,
X

Manteniendo ¢ fija y tomando supremo en (x) sobre las tales h con [|h|ly =1
obtendriamos que || Tg|l; < NJ™*N} y liberando ahora a las g y tomando supremo
sobre ellas (con ||g|l, = 1) obtendrfamos || T, < Na~*N7.

IS Nota 2.2.5. &1 El operador T en principio sélo estd definido en LP° N LP!, que contiene,
claro, a las funciones simples. La desigualdad (x) acota T en su subespacio denso. De hecho, la
conclusién completa del argumento es que T' que estd definido s6lo en LP° N LP! se puede extender

!%Riesz habfa obtenido un primer resultado de corte matricial. Y Thorin, alumno de (doctorado
de) Riesz logré la versién actual en su tesis. Thorin fue, profesionalmente, actuario de seguros, como
Alfred Tauber.
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a partir de (x) a un operador definido en todo L”. No elaboramos el detalle de este argumento y
nos conformamos con la verificacién de (x) que es el busilis inequivoco del asunto. [

Vamos pues con la verificacién de (x). Pasemos inmediatamente, sin mas dilacién,
a modo complejo, sustituyendo A € (0,1) por z en C.
Definamos p(z) y ¢'(z) para z € C mediante

1 1—=z2 z
— + =,
p(2) Po D1
1 _ 1—=z2 z
¢ (2) a@“ @

)

Las primas ‘'’ refieren a exponentes conjugados. El asunto ciertamente se estd vol-
viendo un tanto sicaliptico, Mr. Littlewood.
No estd demés apuntar que 1/p(z) y 1/¢’(z) son funciones enteras de z.
Observe, lector, como p(z) y q(z) interpolan los valores de interés:

p(0) =po; q(0) = qo,
p(A) =p; q(\) =q,
p()=p1; q1)=q .

Rayando en lo impudico, definamos ahora para z € C y para z € X

g
(1) g:(x) = lg(x) PP
Esta definicién se aplica si g(z) # 0, en caso contrario tomarfamos g,(x) = 0.

I”& Nota 2.2.6. &1 Expliquemos esta aparatosa expresién (1). Si g fuera positiva, habrfamos

puesto simplemente g.(z) = g(z)?/?*)| y para cada z tal que g(z) # 0 tendrfamos una funcién
entera de z. 'Y

Conviene, quizds, que explicitemos que si g = ;0 14, donde ahora los a; son
ntimeros complejos no nulos y los A; son disjuntos dos a dos y de p medida finita

entonces o
gs = Z | [P/P() —L 1a,,
- |

y, usando la linealidad del operador T que

"
T(g.) = Z ‘aj|P/P(Z)ﬁT( ]‘Aj ) .
: J
J
Registremos ademas que
=9,
y que
9| < gl” ¥ 914y < g’ paratodoy € R.
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Andlogamente, definimos para z € C y para x € X

2) = () |2/d @ &)

Observe, lector, que analogamente

y que
|hoy|®0 < JR|T y  [Rigay|T < |R|T, para todo y € R.

Consideremos finalmente la funcién entera
F(z) = /XT(gz)hz du .

Desarrollada en toda su gloria, para asi exhibir el esplendor de su enterezall, F' se
escribe

F(z) :Z\aj\p/p(z)ﬂ |Bi| /') i (/XT(IAj)lBk du),

m | | B

donde hemos representado la funcién simple h como h = ), oy, 1, , expresién andlo-
ga a la de g.

Obsérvese que
FO) = [ Tow)hta) du(z).

asi que nuestra unica ambicién es acotar |F'(\)|, que es el lado izquierdo de ().
Para z =1y con y € R, se tiene que

FaI < [ (TG held < 170 -l
< No l19: o 1725 < No (llgllp)?/™ ([1Rlg) 7% = No.

En consecuencia,

L(F,0) < Ny,

Anéalogamente,
L(F,1) < Ny.

El teorema de las 3 rectas nos da finalmente'? que

|F(A)| < L(F, 00" L(F, 1)* < Ny N,

1 Perdén!
128i, finalmente.
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que es justo lo que queriamos probar.

El lector meticuloso, como no puede ser de otra manera, imbuido, como es el
caso, si ha llegado hasta este punto de esta tan parsimoniosa argumentacion como
las que nos ocupa, del espiritu Phragmén—Lindelof, espetara que jcuidado! para poder
aplicar el teorema de las 3 rectas habra que haber comprobado que F' estd acotado
sobre la banda vertical Vg ;. Cierto, asf es.

Definamos, para z € C,

p(z) po D1
IR S

Obsérvese que, para todo z € C,

P < Yo FO1] [ T(1a,) 1, di.
7,k

Concluimos que |F'| estd acotada en cualquier banda vertical V,; cualesquiera que
sean a,b € R con a < b.

2.2.5. Principio de incertidumbre de Hardy

El principio de incertidumbre para la transformada de Fourier afirma que no pue-
den ser simultdneamente «pequenas» una funcién f y su transformada de Fourier f
salvo que f (y, por tanto, también f ) sea idénticamente 0. Por ejemplo, y s6lo por
ejemplo, no pueden ser fy fambas de soporte compacto, salvo en el caso trivial en
que ambas [y fsean idénticamente nulas.

Vamos a describir y demostrar una versién bien precisa de este principio de
incertidumbre debida al gran Hardy, que se basa y se apoya en una aplicacion ele-
gantemente sutil'® del método de Phragmén-Lindelof.

Usaremos en este estudio la extension a variable compleja de la transformada
de Fourier, que explicamos mas adelante. Pero antes recopilaremos los resultados
bésicos que precisamos de la transformada de Fourier de variable real.

A. Recopilatorio de transformada de Fourier de variable real

Para cualquier funcién f € L'(R) definimos su transformada de Fourier f, en
castizo, f-gorro, como la funcién definida en R dada por

dt
V2T ’

13Habfamos dicho ya que es debida al gran Hardy. Si. jAh!

para todo x € R.

Flay = [ e st
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Para cada = € R, esta integral converge absolutamente y, de hecho,

-~

|f(x)] <|Iflli, paratodoz€eR.

La transformada de Fourier es obviamente lineal. La transformada de Fourier es un
operador lineal acotado de L'(R) en L>°(R) con norma < 1.

Por cierto, las normas LP(R) en lo que sigue lo son con respecto a la medida

dt/+/2m: para 1 < p < +oo0,
dt \1/p
I = ([ 1ror =)™

Y, ademds, y, por si acaso, resaltamos que las funciones en LP(R) son funciones con
valores en C, de manera que LP(RR) es un espacio vectorial complejo.

Fou 1. Lema de Riemann-Lebesgue. Si f € L'(R), entonces f € Co(R), es
decir, f es una funcién continua en todo R y ademas

~

lim f(z)=0.

r—F00

'S Nota 2.2.7. @1 La continuidad se sigue de escribir

dt
V2T

~ ~

Fla+h) - fla) = / (€™t — 1) f(1)

y aplicar el teorema de la convergencia dominada.
Si tomamos g = 1[(1,1,], entonces

—abt efzat
V2T T

De manera que en este caso limgy— 400 g(z) = 0. Lo mismo se cumple obviamente cuando g es una
funcién simple (combinacidn lineal finita de indicatrices de intervalos finitos y disjuntos dos a dos).
Ahora, dada f € L* y ¢ > 0, tomamos g simple tal que || f —g||1 < €, y, por tanto, que || f — G|l < &,

~

para deducir que limsup,_,,  |f(z)| <e. Y, por tanto que limy 4o f(z) =0— o

Fou 2. Inversién de la transformada de Fourier. Si f € L!(R) y si fe LY(R),
entonces

~ dx
t)= [ e f(z)———, paratodotcR.
1) = [ e fo=. v

Esto implica que f € Cp(R) y que la identidad anterior es vélida para todo t € R.
Obsérvese que

p——

ft) = (f)(—t) , paratodoteR.

Fou 3. Punto fijo. La funcién f(t) = e~ t*/2 es un punto fijo para la transformada
de Fourier. Es decir, f(t) = e~"/2, para todo t € R.
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I’& Nota 2.2.8. &1 Fijemos z € R. Completamos cuadrados y escribimos

iy —xt —t2/2 dt —12/2 / —(7,z+t)2/2 dt
) = e e — =€ e .
f(x) /]R NeT - Vor

Veamos que sea cual sea x € R se tiene que
- 2
I; = / e~ =t /2 4 — \for .
R

Recuerde, lector, que

Io:/e_tz/th:\/%r.
R

El argumento es el mismo para = > 0 que para x < 0. Suponemos en lo que sigue = > 0.

Sea ¢ la funcién entera g(z) = 6722/2, para todo z € C. Para T' > 0, consideremos el camino

cerrado yr que recorre el rectangulo con vértices +7', +T + 1z, en sentido positivo.
Como la funcién g es entera,

() / g(z)dz =0, paratodoT >0.
7

Comprobemos que
(b) lim g(z)dz =0.

T—oo [T, T+22]
Anadlogamente, se prueba que

lim g(z)dz=0.

T—oo [—T,—T+x]
Con estos dos limites, usando () y haciendo T" — oo se concluye que I, = Iy = v/27.

Para comprobar (b), parametrizamos z = T + s, con 0 < s < z. Observe, lector, que para

z =T +1s se tiene que
2 2 2
—22/2 —72/2 2
le™" 2| = e T /25 /2,

‘/ g(z)dz‘ < e T2 /z e /2 ds
[T, T+2x] 0

De donde, con z fijo y haciendo T" — oo, se obtiene (b). 'y

Por tanto,

Fou 4. Cambio de escala. Si f € L'(R) y si v € R,y # 0, para la funcién g
definida por

g(t) = f(yt), paratodoteR,
se tiene que

g(x) = f(%) , paratodox € R.

==

I’ Nota 2.2.9. =1 Fijemos v € R,y # 0. Observe, lector, que g € L'(R). Cambio de variable:

9(@) =/Re’””g(t)dt=/Re’”””f(vt)dt bzl %/Re*”(“”’f(s)ds: %f(f)

)
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Definamos para « > 0, la funcién f, por
falt) = e—at? , paratodotecR.
Con v = 1/v/2a, se tiene que
fa(vt) = f12(t), paratodot € R.
Por tanto,

Tal@) = 11 2(2y) = ve ™0 =y f5(a)

donde 8 = 1/(4a).

B. Transformada de Fourier de variable compleja

Para f € L*(R) definimos la transformada de Fourier de variable compleja z

—1zT da
FNE = [ e ria)

-~

Para z =t € R, se tiene F(z) = f(t).

Proposicion 2.22 Sea f una funcion medible tal que para constantes C,a > 0 se
tiene que
(*) |f@®)| < Ce el para todo t € R,

entonces F(f) es una funcion holomorfa en todo el semiplano {z € C: J(z) < a}.
Observe, lector, que la condicién (%) ya implica que f € L'(R).

DEMOSTRACION. Comprobemos en primer lugar que F(f)(z) estd bien definida en
todo el semiplano {z € C : J(z) < a}. Es decir, que la integral que define a F(f)(2)
es absolutamente integrable.

Siz=t+1s,cont,s€Rys<a, entonces

/R)e_lzxf(q;)‘\;l;: Resx‘f(x)‘j%géesze—au\;Z%<+OO’

pues s < a.
Para comprobar la holomorfia de F(f) apelaremos al siguiente lema:

Lema 2.23 Siw e C ysiheC yh=#0, entonces

ewh 1
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DEMOSTRACION. Basta comprobar que
er—1-— 17’ < |n?e,  para todon € C.
Como
1" ax "
el—1—-—n= — = —_—
=2 ”Z(n+2)!’
n=2 n=0

se tiene que
[n[" [n|"
e —1—n}<|17|§: +2,_||§j T = [nf2el.

Seguimos con la demostracion de la holomorfia de F(f).
Sea z=t+1sy s < a. Tomemos b > 0 tal que s < b < a.
La derivada de F(f) en z «debe ser» (derivando respecto de z alegremente bajo

el signo integral)
— / ite” L F(t) dt
R

Esta integral es absolutamente convergente pues [t||f(t)| < C* eI, para todo t € R,
con C* que depende de C,a y b.

Tomemos un incremento h € C tal que |h| < (a — b)/2.

Escribamos

B —tht __
f(Z + h]z f(z) + /the_mf(t) dt = /Re—zztf(t) (% + Zt) dt .

Para acotar, introduciremos el valor absoluto dentro del signo integral, que |e™**!| =
et < el la acotacién (%) de |f| del enunciado y la acotacién que nos da el lema
con w = 1t. Obtenemos

P =T [t dt‘ <C [ et gl
R R

§C|h|/ ]2 e~ (a0t 2y
R

Como [, [t|? e~ (@=b)I/24¢ < 400, haciendo h — 0, concluimos que F es derivable en
z y, por tanto, como querfamos, que F(f) es holomorfaen {z € C: J(2) <a}. N

Corolario 2.24 Sea f una funcion medible en R tal que para ciertas constantes
C,b >0 cumple que

f)] < Ce ™ para todo t € R

entonces la transformada de Fourier compleja F(f) es una funcién entera.
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Este corolario se sigue de que para cualquier a > 0 se tiene que e bl <
e~altlea®/4 para todo t € R.
x2/2

Para la funcién f(z) = e™*"/2, se tiene que

F(f)(z) = e *'/2 | paratodo z € C.

Esto es consecuencia del principio de ceros aislados (o teorema de identidad): estas
dos funciones enteras, F (f)y ="/ 2 coinciden en todo el eje real, pues para x € R
se tiene F(f)(z) = f(x) = e~%°/2, por la propiedad de punto fijo FOU3.

y P prop p 3|

C. Lema de Hardy

Este lema de Hardy sera la pieza clave de la demostraciéon de su principio de
incertidumbre. El lema es una preciosa ilustracion de aplicacién del método de Ph-
ragmén—Lindelof con un giro sutil. El argumento de la demostracién de este lema es
mas general de lo que a primera vista pueda parecer y tras él, tras el argumento, se
esconde agazapada la nocién de indicatriz de Phragmén—Lindelof.

Lema 2.25 Sea C = {z € C: R(z) > 0,3(z) > 0}, el primer cuadrante del plano
complejo. Supongamos que f es una funcion holomorfa en C y continua en OC y que
para constantes A >0, B >0y >0 se cumple que

lf(2)] <A, para todo z € OC,

y que ]
1f(2)] < BePRE" 1 para todo z € C.

Entonces,
|f(2)] <méax(A,B), para todo z € C.

Ifl<A

F(2)] < BeReP

Ifl<A

Dibujo 2.4. LEMA DE HARDY.
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La condicién de tipo Phragmén—Lindel6f habitual para un tal cuadrante C es
que |f(2)] < Cel” con 6 < 2. En términos de |z|, la hipdtesis del lema sélo da
If(z)| < BePlAl® que no bastaria. El busilis del asunto estriba en que aunque el
término en la exponencial es cuadrético sélo es 22 y no % + y2.

El plan de ataque de la demostraciéon pasa por considerar un sector algo mas
pequeiio que C donde si se puede aplicar el habitual Phragmén-Lindel6f con |z|? en
la exponencial, ayudando al tiempo un poco a f para que en el nuevo dominio se
mantengan las condiciones frontera.

DEMOSTRACION. Jugaremos con dos pardmetros auxiliares: A > 0y ¢ > 0, el primero
con manifiesta voluntad de escapar a co y el segundo que humildemente sélo ansia
refugiarse en 0.

Para A > 0, sea I' el dominio
MN={z=z4+weC:0<y< Az} CC.

Observe, lector, que I'y abarca un dngulo de arctan(\) < 7/2. Ademds, cuando
A T +o0, el sector I'y acaba abarcando todo C.

Para § > 0, sea gs la funcién
gs(z) = e“szzf(z) , paratodo z€ CUOIC.

La funcién g5 es holomorfa en C y continua en C U 9C. Observe, lector, que para z
fijo, se tiene que limg g g5(2) = f(2).

Vamos a aplicar el teorema 2.11 de Phragmén—Lindelof para sectores a la fun-
cién gs en el sector I'y con simbidtica y dindmica elecciéon de A\ y de 9.

Acotamos gs en OI'y.
oSiz=xz>0,

l95(2)] = 97| | f(z)| = |f(z)] < A.

oSiz=a+wy, cony=Ax >0,
9(2)] = [°7[|F ()] = 77V |f(2)] < 77V B = B0
Por tanto, si A y d son tales que 8 — 2Ad = 0, entonces se tiene que
lgs(z)| < max(A, B), paratodo z € 9T'y.

Acotamos gs en I'y.

o Siz=ux+wy €Iy, entonces

195(2)] = [€97°| | f(2)] = e 259 | f(2)| < e P7YBeS™ < B < BeAIA

El teorema 2.11 de Phragmén—Lindel6f nos dice entonces que para todo A > 0,
tomando 0 = 3/(2\) se tiene que

lgs(2)| < méx(A, B), paratodoz€Ty.
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Fijemos z € C y sea Ag tal que z € I'y,, entonces
lg5(2)] < max(A, B), paratodo A > Ag.

Haciendo A 1T 400 y, por tanto, 6 = 3/(2)) | 0, se obtiene, teniendo en cuenta que

9s5(2) = f(2), que
|f(2)] < méx(A, B). ]

D. Teorema de incertidumbre de Hardy

El anunciado teorema de incertidumbre de Hardy afirma lo siguiente.

Teorema 2.26 (Teorema de incertidumbre de Hardy) Sea f una funcion me-
dible en R tal que

(2.2) lf(t)] < Ce /2, paratodoteR,

y tal que su transformada de Fourier ]? cumple astmismo

~

(2.3) 1f(@)] < Ce /2 para todo z € R,
para una cierta constante C > 0. Entonces, existe una constante A € C tal que
flt) = Ae_tQ/Q, para todo t € R.

Por supuesto, la cota de f nos dice que f € L'(R). Conviene apuntar que la trans-
formada de Fourier ]?de la f del enunciado cumple asimismo que f(w) = e~/ 2,
para todo = € R.

Antes de abordar la demostracién del teorema 2.26 exhibimos un par de corola-

rios.

Corolario 2.27 Si f € L'(R) y si f y f tienen soporte compacto, entonces f, y f,
son idénticamente nulas.

DEMOSTRACION. La transformada fes continua. Como por hipétesis ftiene soporte
compacto, la funcién f estd acotada en todo R y, en particular, de sobras cumple la
acotacién (2.3).

Ademss, f € LY(R) y por tanto por el teorema de inversién, tenemos que f es
asimismo continua. Como por hipétesis f tiene soporte compacto, f esta acotada en
todo Ry, en particular, cumple la acotacién (2.2).

El teorema de incertidumbre de Hardy nos dice entonces que f ha de ser un
multiplo de la funcién et/ 2 es decir,

ft) = Ke*t2/2, para todo t € R,

para una cierta constante K > 0. Pero esta conclusion para f y la hipdtesis de que f
tiene soporte compacto sélo son compatibles si K = 0, es decir, si, como queriamos
comprobar, f = 0. |
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Corolario 2.28 Supongamos que f es medible en R y que para una constante o > 0
se tiene que ,
|f(t)| < Ce ",  para todot € R,

y que, ademds, f cumple que para un constante > 0 se tiene que
1f(x)| < Ce P | para todo z € R,

para una cierta constante C > 0.
Bajo estas condiciones:

1) Si aff = 1/4, entonces para una cierta constante A € C se tiene que
flt) = Ae ¥ para todot €R,

y que A
flz) =

4.2
e Pz

V2« ’

2) Siaf > 1/4, entonces f, y f, son idénticamente nulas.

para todo x € R.

Observe, lector, que el corolario 2.27 es un caso bien particular de este corolario,
pero queriamos destacarlo.

DEMOSTRACION. 1) Denotemos v = 1/v/2a. Sea ¢ la funcién dada por
g(t) = f(vt), paratodoteR.

La funcién g cumple la acotacién (2.2) del teorema 2.26.
La transformada de Fourier de g es

1 ~
g(z) = —f(f), para todo x € R.
voNY

Como (/7% = 2o = 1/2, pues a3 = 1/4, la transformada § cumple la acota-
cién (2.3) del teorema 2.26.
Por consiguiente, en virtud del teorema 2.26 de Hardy, existe una constante A € C
tal que
g(t) = Ae_t2/2, para todot € R.

Y, por tanto, ,
f(t) = Ae " para todo t € R.

Como queriamos ver.

2) Vamos ahora con la demostraciéon segunda parte del enunciado. Sea 0 < § < «,
tal que dp = 1/4.
Como § < a, tenemos que

lf(t)] < Ce | paratodot€R.
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Como 00 = 1/4, la parte 1) nos dice que para una cierta constante A > 0, se tiene
que f es la funcién ,
ft) = Ae™®" | paratodo t € R.

Pero si A # 0 esto es incompatible con la acotacién supuesta de f. Asi que A=0y
f =0, como querfamos comprobar. |

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.26 DE HARDY. Denotemos por F' = F(f) a la
transformada de Fourier de f de variable compleja. La supuesta acotacién (2.2) de
f vy el corolario 2.24 nos dicen que F es una funcion entera.

Sea G la funcién definida por

G(z) = ez2/2F(z) , paratodo z € C.

La funciéon G es asimismo una funcién entera.
Vamos a comprobar que la funcién G es constante. Con esto ya habremos com-
pletado la demostracién porque entonces, para un cierto A, se tiene que

F(z) = Ae_22/2, para todo z € C,

de donde, si z € R R ,
fl@) = F(x) = Ae ™/,

y, por tanto, ,
f(t) = Ae7t/?, paratodo t € R.

Para comprobar que GG es constante, probaremos que G estd acotada en todo C
y apelaremos al teorema de Liouville.

Verificaremos que G estd acotada en el primer cuadrante C = {z € C: R(z) > 0,
I(z) > 0}. Para los otros cuadrantes, podemos remedar el argumento que vamos
a dar para C o argumentar por simetria usando la funcién conjugada f y la fun-
cién f(—t).

Aplicaremos el lema 2.25 de Hardy a G en C, y esto depende de acotar G en 0C
y en el propio C. Empezamos acotando F' en C.

Acotamos F. Para z = x +1y € C, con z = R(z) e y = (z), se tiene, usando la cota
supuesta (2.2) de |f|, que

dt
F(2)| < [ eft)|—=
B IPEI< [ o=
dt 2 29 dt 2
< C/ eYte—t2/2 — CeY /2/6—(t—y) /2 — CeV/? .
R V2 R \V2r

Acotamos G. R
a) Para z = & > 0, se tiene, usando la cota supuesta (2.3) de |f], que

G(@)] = e P (x)] = e /2| ()] < e /2Ce ™2 = C.
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b) Para z = wy, con y > 0, se tiene, usando la acotacién (f) de F' que acabamos
de obtener, que

Gly)| = e V2P ()| < e V' /2Cer’? = .

Estas dos cotas de G significan que |G| esta acotada por C' en 9C.

Finalmente, para z = x +1y € C, con z = R(2) e y = I(2), se tiene, usando la
cota (f) de F' obtenida mas arriba, tenemos

IG(2)| = |2 /2||F(2)] = @ V2| P (2)] = @ V)20ev* /2 = Cev’/2.

Una apelacion al lema 2.25 de tipo Phragmén—Lindeldf de Hardy completa la
demostracién de la acotacién de G en C y con ello la del principio de incertidumbre
de Hardy. ]

2.2.6. Algunos otros principios de incertidumbre

Son estos que tratamos aqui principios de incertidumbre de méas baja intensidad
que el de Hardy, pero tienen su gracejo™® y los vamos a demostrar con truquillos'®
de variable compleja, asi que bienvenidos sean.

A. Principio de incertidumbre de Heisenberg

Supongamos que f es una funcion C'™ con valores reales que se anula rapida-
mente en 00, es decir, mas rapidamente que cualquier polinomio, en otros palabras,
limy+ [t|*|f(¢)| = 0 para todo entero k > 0. Funciones con estas propiedades se co-
nocen como funciones de la clase S de Laurent Schwartz. Observe, lector, que si
f € S entonces f' € Sy tf(t) € S.

Usaremos dos hechos sobre la transformada de Fourier real de estas funciones:

Fou 5. Isometria en L2. Si f € S, entonces

1£ll2 = 1712

Fou 6. Derivadas y transformada de Fourier. Si f € S, entonces
fl(x)=xf(z), paratodoz€cR.

Integracién por partes nos da que

[ rwa=tre| " -2 [ soraua =2 [ oo
R —o0 R

R

14:Qué condescendencia!
15, ;
jPerseveran en ufana condescendencia.
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De manera que usando la desigualdad de Cauchy—Schwarz se obtiene que

(/sz(t)dt)Q §4</Rf(t)2t2 dt) (/Rf’(t)2 dt).

Dividiendo ambos lados de la desigualdad por 2w, se deduce

IF @) < alltf@IZ 1S @Iz,

de donde, usando Foub y Fou6, se deduce que
LF@)ll2 < 4llEF O3 I1F D1 = 4lILf @13 l=f ()13

Teorema 2.29 (Teorema de incertidumbre de Heisenberg) Si f € S es tal
que ||fll2 =1, entonces

~

< tf@ll2 flf (@)ll2 -

N |

o~

Asi que [|tf(t)|l2 ¥ ||xf(x)||2 no pueden ser ambas simultdneamente pequenas.

B. Transformada binémica

Denotemos con N a N = {0,1,2...}. Para una funcién f : N — C, denotamos su
transformada binémica BJ[f], como la funcién definida en N por

n

Bl =3 () D80, paran >0

k=0

Obsérvese que el valor B[f] en n s6lo depende de los valores de f(k) con 0 < k < n.
De manera que si f1(n) = fa(n) para 0 <n < N, entonces B[f1](n) = B[f2](n), para
0<n<N\.

Teorema 2.30 (Inversién de la transformada binémica) Si f : N-C yg=
B[f], entonces f = Blg]. Es decir, la transformacion bindmica es auto-inversa.

DEMOSTRACION. a) Supongamos primero que f tiene soporte finito. Sea F(z) el
polinomio

F(z)zzfr(:)z”.

n=0

Sea G(z) la funcién entera
(x) G(z) =e*F(—z), paratodozecC.

La funcién G(z) se escribe

G(z) = Z 97(3) 2",
n=0 ’
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donde g es la transformada g = B[f] de f.
Damos la vuelta a (%) escribiendo

F(z) =€*G(—z), paratodo z¢€ C,

que en términos de coeficientes nos dice que, como queremos,

fln) = Z (Z) (=1)*g(k), paratodon >0

k=0

b) Vamos ahora con una f general.

Para N > 1 truncamos f a nivel N, es decir, formamos fy dada por fy(n) =
f(n),sin< N,y fy(n)=0sin> N.

Sea gy = B(fn). Por el paso anterior, se tiene que fxy = B(gn). Y como gn(n) =
g(n), para 0 <n < N, (y fn(n) = f(n), si n < N) se deduce que

n

s = st =3 (1) 0o =3 (1) 10ka, para 1 <n <

k=0 k=0

Liberando N y dejando que se marche a co, obtenemos, como queriamos probar,
que

fln) = Z <Z> (=1)*g(k), paratodon >1.

k=0

Decimos que la f: N — C es entera si

tm V@

n—00 n

y que es cuasientera si

lim sup 7‘”(”” < 400.
n—o00 n

Si f es entera, entonces la serie de potencias

F(z)zszg)z”

n=0

define una funcién entera, mientras que si f es cuasientera F define una funcién
holomorfa en un disco D(0, R), con R > 0. De hecho, apelando a la férmula de
Stirling, para el radio R se tiene que

VIS ()l

R =e/limsup ~————+.

n—00 n
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Para f cuasientera, denotemos por F' a la funcién
(o]
f(n) .
FE =2 "
n=0

que es holomorfa en un disco D(0, R). La funcién F es la funcion generatriz expo-
nencial de f.
Como corolario de la demostracién del teorema 2.30 se obtiene:

Corolario 2.31 Si f es cuasientera, entonces g = B(f) es cuasientera, y reciproca-
mente.

De hecho, si F' y G denotan las funciones generatrices exponenciales de f y g
respectivamente, se tiene que el radio de convergencia de F' y G coinciden. Pongamos
que R es ese radio comin. Se tiene

G(z) = €*F(—z), para todo z € D(0, R).
Si f es entera entonces g = B(f) es entera, y reciprocamente.

La simetria de la transformada binémica queda codificada por la relacién
G(z) =e*F(—2),
que equivale a
F(z) =€*G(—2),
para todo z € D(0, R).

DEMOSTRACION. Supongamos que f es cuasientera. Para cada entero N > 0, denota-
mos por fx ala truncacion de f al nivel N. Sea Fy la funcién generatriz exponencial
de fN-

Las Fy son las secciones de F'. Por tanto, si R es el radio de convergencia de la

D(0,R)

serie de potencias que define a F' entonces Fiy ;’5 F, cuando N — oo.
Sea gy = B(fn) y sea G la funcién holomorfa en D(0, R) dada por

(x) Gn(z) =€*Fn(2), paratodozeD(0,R).

Como hemos observado en la demostracién del teorema 2.30,

COEF}, (GN) = @ , paracadan < N.
n!

D(0,R . D(0,R
Como Fly (:>) F, cuando N — oo, se tiene que Gy (:>) e*F cuando N — .

Pero en virtud de (%), si G converge, como es el caso, su limite ha de ser
oo
9(n) ,
> P e
= nl
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es decir, Gn D(L’};) G. Asi que
G(z) =€*F(—z2), paratodo z € D(0,R).

Ademas, la serie de potencias de G tiene radio de convergencia al menos R y la
funcién g es, por consiguiente, cuasientera.

Como f es, por el teorema 2.30, la transformada binémica de g, revirtiendo el
argumento, deducimos que el radio de convergencia de F' es al menos el de G y, en
suma, F'y G tiene el mismo radio de convergencia, R.

El caso entero se argumenta de manera analoga. |

Teorema 2.32 (de incertidumbre para la transformada binémica) Sila fun-
cion f : N — C y su transformada binomica g = B(f) tienen ambas soporte finito,
entonces f y g son idénticamente nulas.

DEMOSTRACION. Si los soportes son finitos, las funciones generatrices exponenciales
Fy G de fy g, respectivamente, son polinomios. Se tiene la identidad

G(z) =€*F(—z), paratodoze€ C.

Esta identidad nos dice que o bien F(—z) y G(z) son ambas idénticamente nulas o
bien tienen el mismo conjunto finito de ceros, contando multiplicidades. Pero esta
segunda opcioén daria que e® seria una funcién racional. |

C. Transformada de Mobius

Una funcion aritmética es cualquier funciéon f : N — C; pura cuestién de nomen-
clatura.
La transformada de Mébius de la funcién aritmética f es la funcion aritmética g
dada por
g(n) = Zf(d), paran > 1.

dln

El teorema de inversion de la transformada de Mobius nos dice cémo recuperar
la funcién f a partir de g; a saber,

fln) = Zu(%)g(d), paran > 1.

dln

Resaltamos para su uso inmediato que si f es la funcién de Mobius u, entonces
su transformada g viene dada por g(n) es g(n) =1sin=1,y g(n) =0sin > 1, es
decir, g es una funcién delta en 1:

1, sin=1,
> p(d) = {0
din

, sin>1.
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Teorema 2.33 (de incertidumbre para la transformada de Mobius) Si f(n)
y g(n) tienen soporte finito, entonces f(n) y g(n) son idénticamente nulas.

Este es un resultado de (Paul) Pollack.

En plan mistico se tiene como corolario:
Corolario 2.34 Ezxisten infinitos primos.

DEMOSTRACION. La mera definicién de la funcién de Mobius p(n) nos dice que si sélo
hubiera un numero finito de primos, entonces la funcién de Mobius tendria soporte
finito. Y reciprocamente.

Pero la transformada de Mo6bius de la funcién de Mobius es la delta en 1 que
obviamente tiene soporte finito. El teorema 2.33 nos dice entonces que la funcién de
Mobius y la delta en 1 habrian de ser idénticamente 0, lo que es falso. |

Vamos con la demostracion del teorema de Pollack.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.33. Suponemos, como dicta el enunciado, que tanto
la funcién f como su transformada g tienen soporte finito.
Consideremos la serie de potencias

(e 9]

=> g(n)z"
n=1

que, de hecho, es un polinomio, pues g tiene soporte finito.
Escribimos los ¢g(n) en términos de los f(d) e intercambiamos el orden de inte-
gracién:

G(z)=) g(n)=" =33 f(d)z"
n=1

n=1 djn

(%) - 0o o -
F@(X2") = D f@ Y= =D Fd

d=1 dn d=1 k=1 d=1

El intercambio de orden de integracién es, obviamente, legal pues ambas, f y g,
tienen soporte finito.

La expresion (%) presenta al polinomio G como una combinacién lineal finita de
ciertas funciones racionales. Las d-raices de la unidad para los d tales que f(d) # 0
se presentan como polos potenciales de G. Veamos.

Si f no es idénticamente nula y tomamos N como el méximo de los d > 1 tales
que f(d) # 0, entonces w = €™ es un polo de G(z) pues w es polo de 2V /(1 —2)
y no es polo de los sumandos z%/(1 — 2z%) para d < N. Asi que si la funcién f
no es idénticamente nula, la funcion G tiene al menos un polo. Pero esto es una
contradiccién pues, como apuntdbamos més arriba, G(z) es un polinomio ya que g
tiene soporte finito. |
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2.2.7. Caminos asintéticos. Teorema de Denjoy

En este seccion estudiamos los llamados caminos asintéticos de funciones enteras.
Comenzamos con su definicién.

Definiciéon 2.1 Decimos que a € C=Cu {ooc} es un valor asintético de la
funcién entera f si existe una curva continua v : [0,00) — C tal que

n limypoo ¥(t) = 00c, alternativamente, limyoo [7(2)| = 400 y

s limye f(7(t)) = a € C.

De una curva y(t) a lo largo de la cual f tiene un valor asintético se dice que es un
camino asintético de f.

En el caso particular, frecuente y relevante en lo que sigue, en que la curva
7(t) es un rayo que emana del origen, y(t) = te® con t > 0, de manera que
limyoo f (tewo) = a € C, entonces decimos de 7 que es un rayo asintético y que

a € C en un valor asintotico radial.

Por ejemplo, 0 e coc son valores asintdticos (radiales) de e*, tomando y(t) = —ty
v(t) = t, parat > 0. De hecho, 0 e co son los tnicos valores asint6ticos de e*. Veamos.
Si 7™ — e cuando t — oo, con 7 > 0y 6 € R, entonces 1imy_,o R(y(t)) = In(r)
y, para un cierto k € Z, se tiene que limy,o S(y(t)) = 6 + 2km de manera que
limy 00 y(t) = In(r) + 0 4+ 2k7 y no a ooc.

Fijemos un entero p > 1. Consideremos la funcién entera f,(z) = sen(2?)/2P y
consideremos, asimismo, los 2p rayos dados por v;(t) = te™i/P paral < j < 2p

Ahora, como el seno es una funcién impar, se tiene que f,(v;(t)) = sen(t?)/tP que
tiene limite 0 cuando ¢ 1 co. De manera que para f, tenemos 2p rayos asintéticos
con valor asintdtico radial 0.

Sea ahora g,(z) la funcién entera tal que g,(0) = 0y g,(2) = fp(2), para todo
z € C. A lo largo de v;(t), se tiene

Vi (t) sen(zP ) t sen(£P
gp(’}/j(t)) = /0 Ldz — emj/p/o ti)dt-

2P

Para p > 2, la integral fooo sen(tP)/tPdt es absolutamente integrable. Para p = 1 se
tiene, como bien sabe el lector, que

lim
t—o0 Jq S 2

En cualquier caso, para entero p > 1, la funcién entera g,(z) tiene 2p valores
asintéticos radiales finitos distintos.
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Esta conspicua familia de ejemplos de las g,(2) nos vendra de perlas en breve.

El primer resultado general sobre valores asintoticos es el siguiente teorema de
Felix Iversen que afirma que oco¢ es valor asintdtico de cualquier funcién entera.

Teorema 2.35 (Teorema de Iversen) Sea f una funcién entera no constante,
entonces f tiene a coc como valor asintotico.

DEMOSTRACION. Para cada entero n > 0 denotamos por H,, = {z € C: |f(z)| > n}.
Observe, lector, que H,, D Hy,y1 para cada n > 0. Cada H,, es un abierto y puede
tener varias componentes (conexas).

La demostracién del presente teorema se basa en engarzar estas componentes
usando las siguientes dos propiedades.

1) Cada componente G de H, es no acotada.

Si G fuera acotada, entonces en todo JG se tendria que |f| = n. Por el principio
del médulo maximo, como en el teorema 2.3, se deduce que |f(w)| < n, para todo
w € G, pero esto contradice que G C H,,.

2) Si G es componente de Hy,, entonces G N Hyy1 # 0.

Si fuera GN Hy11 = 0, entonces |f(z)| < n+ 1 para todo z € G. Pero como para
todo w € JG se tiene que |f(w)| = n, el principio del médulo maximo para dominios
no acotados, teorema 2.15, nos daria que |f(z)| < n, para todo z € G; de nuevo,
contradiccion.

Sea ahora G una componente de H,. Como GN H, 11 # ), tenemos que G corta
a una componente digamos F' de H,41. La uniéon F'UG es conexay (FFUG) C Hy,
asi que (FFUG) C G, es decir, F C G.

Esta tdltima observacién da lugar a una sucesiéon Gg O G1 O ... donde cada G,
es componente conexa de H,,.

Construimos a continuacién el camino asintético a lo largo de cual se alcanza el
valor asintético oog.

Para cada n > 0, tomamos un punto de z, € G,. A continuacién, para cada
n > 0, se toma una curva continua -, (), definida para t € [n,n+1] y contenida en
Gy, (es decir, vp[n,n+1] C G,) y de manera que ,(n) = 2, y Yn(n+1) = zp41.

Formamos la concatenacién de las -, para obtener 7 : [0,+00) — C (es decir,
Y(t) = Y (t) si t € [n,n+1]). Como dist(H,,0) — oo cuando n — oo, tenemos que
lim¢ o0 [7(t)| = +o00.

Finalmente, para cada n > 0 se tiene que |f(y(¢)| > n, si t > n, y, en particular,
limy o0 | f(7(2))| = +o00. [

Nuestro siguiente objetivo es ilustrar la estrecha relacién que existe entre cuan
rapidamente crece el médulo |f(z)| de una funcién entera f(z) cuando |z| tiende a

oo y cuantos valores asintoticos finitos distintos puede llegar a tener f.
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El orden p(f) de una funcién entera f se define como el infimo de los > 0 para
los que existe A > 0 de manera que

|f(2)| < AeF*I" | para todo z € C.

La funcién e tiene orden 1, y en general, ¢* tiene orden k, para entero k > 1.
El orden de una funcién entera es un concepto importante del que nos ocuparemos
ampliamente més adelante en el capitulo 8.

La funcién g,(z), que hemos discutido mds arriba, tiene orden exactamente 2p.
La forma mas expeditiva de confirmarlo es apelar a su desarrollo en serie de potencias

de z: i
_ - (_1) 2kp+1
9p(2) = kzo @k + 1) (2kp+1)

y combinar el teorema 8.9, en el que se expresa el orden en términos de los coeficientes
de Taylor, con la féormula de Stirling.

Un (gran) teorema de Lars Ahlfors (también dicho como teorema de (Arnaud)
Denjoy, (Torsten) Carleman, (Lars) Ahlfors) afirma que el niimero de valores asintéti-
cos distintos de una funcién entera no excede 2p(f), el doble de su orden.

Las funciones g,(z) muestran que este resultado es el mejor posible al menos para
orden entero p > 1.

Aqui vamos a conformarnos con demostrar el predecesor de ese resultado de
Ahlfors que es debido a Denjoy y que afirma

Teorema 2.36 (Teorema de Denjoy) Si f es una funcion entera de orden p =
p(f), entonces f tiene a lo sumo 2p valores asintéticos radiales distintos.

Para la demostracién apelaremos al siguiente

Lema 2.37 Supongamos que f es una funcion holomorfa en un sector Ss, que es
continua en cl(Ss) y que es tal que

lim f(te'™) = a € C,
tToo

gg fte™™) =beC,
y que ademds cumple que para un >0y A > 0 se cumple que
(%) |f(2)] < Ael” para z € Ss .
Entonces si f < w/(26), se tiene que |f| es acotada en S5 y ademds a = b.

DEMOSTRACION. Los limites de (x) y la continuidad de f en cl(S;) garantizan que
para una cierta constante M se tiene que

|f(w)] < M, paratodo w € dSs.
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La condicién (*x) conjuntamente con que § < 7/(20) y el teorema 2.11 nos dan
entonces que | f| estd acotada sobre todo S;.
Sea G(z) la transformacién holomorfa

1—|—z>25/7r
1—=2

G(z) = (

que lleva biholomorfamente el disco unidad D sobre Ss. Si aplicamos el corolario 2.18
a f(G(z)) concluiremos finalmente que a = b. [

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.36 DE DENJOY.
Supongamos que f tiene N valores asintoticos radiales finitos y distintos.
Tenemos necesariamente dos rayos asintéticos con valores asintéticos radiales
distintos a y b y que abarcan un sector I' (rotacién de un Ss) de amplitud 24 que no
excede 27 /N, es decir, tal que 6 < 7/N.
Sin > p(f) se tiene que |f(z)] < Ael?l", para una cierta constante A > 0 y para
todo z € C.
El lema 2.37 nos dice que si fuera n < 7/(2d) tendria que ser a = b, que no es el
caso. Por consiguiente,
T N
N2 552 7 -
26 — 2
De manera que N < 27, y como esto es cierto para todo n > p, concluimos que
N < 2p. |
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EJERCICIOS DEL CAPITULO 2

MODULO MAXIMO

2.2.1 Demuéstrese (a partir del principio del mdédulo mdzimo de funciones holomor-
fas) que si u es una funcién armdnica (real) en un dominio ) que tiene un mdzrimo
local o un minimo local en zg € ), entonces u es constante.

= SUGERENCIA: 1) Considérese la funcién g = ¢**% en D(zg,r) C 2, donde v es
armoénica conjugada de u en ese disco. 2) Considérese la funcién f definida en Q
mediante f(z) = Oyu(z) — i0yu(z).

2.2.2 Sea Q) un dominio acotado en C y f, g funciones holomorfas en 0 y continuas
en cl(2). Demuéstrese que:

1) Si|f(z)| = |g(2)| para todo z € O y, ademds, f(z)-g(z) # 0 para todo z € cl(2),
entonces para una constante ¢, con |c| =1 se tiene que f(z) = cg(z) para todo
z € cl(2).

1) SiRf(z) = Rg(z) para todo z € IR, entonces para un cierto o € R se tiene que
f(z) = g(2) +ia para todo z € cl(R).
2.2.3 Sean f(2)=1—-2zy

1
(l—z)‘exp<ji_1), stz #1,

0, siz=1.

9(z) =

Demuéstrese que f,g son holomorfas en D y continuas en cl(D) y que f(z),g(z) no
se anulan para |z| < 1. s Tienen ceros en la frontera del disco D?

Compruébese que |f(z)| = |g(z)| en OD, y sin embargo, la conclusion del ejercicio
(i) del ejercicio anterior no se cumple.

2.2.4 Demuéstrese que si f es holomorfa en |z| <1 y|f(z)] < 1—|z| en D, entonces
f =0. gPuede una funcion holomorfa satisfacer |f(z)| > 1/(1—|z|) para todo z € D?
sY |f(2)] > 1—|z| para todo z € D?

PHRAGMEN—LINDELOF

2.2.5 Sea f una funcion holomorfa en D tal que |g| estd estd acotado en todo D
sea A un subconjunto finito de dD. Supongase que

limsup |f(2)] < M, para todow € D\ A.

z€D; z—w
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Dediizcase que
|f(z)| < M, paratodo z € D.

o0 Y FUNCIONES ENTERAS

2.2.6 Pruébese que si una funcion entera f satisface que

fle+1)=fz+1) = f(2),
para todo z € C, entonces f es una funcion constante.

SUGERENCIA: Usese el teorema de Liouville.

2.2.7 Sea f una funcion entera. Demuéstrese que:

1) Si f verifica
|f(2)| < M[|*,  para  |z| > R,

con M,R,a > 0, entonces f es un polinomio de grado menor o igual que .

1) Si f verifica
|f(2)| < |z€*|, para todo z € C,

entonces f(z) = aze® con a una constante, |a] < 1.
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