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Nota: Este documento es un resumen muy abreviado de algunos puntos principales de una parte del
capitulo 4 de [5].

1. Resultados mas relevantes

En este tema vamos a ver que las imédgenes de las funciones holomorfas son de algiin modo
“grandes”. Dos resultados fundamentales que tratan respectivamente el problema local y el
problema global, son:

Teorema 1.1 (Teorema de Bloch). Sea D el disco unidad abierto. La imagen de cualquier
funcion holomorfa f : D — C contiene algin disco de radio |f'(0)|/4.

Teorema 1.2 (Teorema pequenio de Picard). Sea f : C — C una funcidn entera no constante,
entonces su imagen es todo C o todo C menos un punto.

Las versiones originales de estos teoremas se pueden consultar en [3] y [7]. Ambos resultados
son bastante sorprendentes, quizd mas el primero que el segundo por lo débil de la hipétesis.
., Qué es lo que hace que controlar la derivada en un solo punto implique que la imagen tenga
cierto “grosor”? Littlewood (contempordneo de Bloch y famoso por sus anécdotas [6] ademds
de por sus teoremas) dijo que era uno de los resultados méas raros de las Mateméticas y que
su prueba era una locura [9, §10.1]. Utilizaremos el primer teorema para deducir el segundo a
pesar de que este es muy posterior historicamente y la prueba original bien diferente.

Mads adelante mencionaremos el teorema de Schottky y el teorema grande de Picard, que
son otros dos resultados importantes de este tipo descritos con detalle en [5].

2. Las transformaciones de Mobius del disco

En lo sucesivo D indicara el disco abierto unidad como en el Teorema 1.1.
Seguramente el lector conoce las transformaciones de Mébius en C. Son las funciones
(az + b)/(cz + d) con a,b,c,d € C tales que ad — bc # 0 (esta condicién es para que no se



simplifiquen a una constante). Estas transformaciones llevan rectas y circunferencias a rectas y
circunferencias. Las que aplican ID en si mismo de manera biyectiva se llaman transformaciones
de Mébius del disco y denotaremos al conjunto de ellas por Mob(ID). Con un poco de esfuerzo
se prueba que

az+b

(1) Méb(D) = {Bz+a L a,beC, |a > \b\}.

Si sacamos un factor a/a y lo llamamos €'“, se tiene

zZ—Q

2) Méb(D) = {emSa(z) cael0,2n), ace D} con S(z) = ———.
—az

La transformacién de Mobius S, aplica a en 0 y aparecera en varias demostraciones para que

solo tengamos que ocuparnos de lo que ocurre en el origen. Geométricamente, lo que hace S,

es aplicar circunferencias concéntricas centradas de D en circunferencias alrededor de —a.

El factor €' introduce un giro adicional alrededor del origen.
Con la composicién de funciones, M6b(ID) es grupo no conmutativo. Se puede probar que
no hay otras funciones holomorfas f : D — D que tengan inversa holomorfa (definida en D).
Si T € Mob(D) entonces
T(z) — T(w) ‘_ ‘ zZ—w

“ TG

— para z,w € D.
1— 2w

Esto se sigue de un célculo directo con T'(z) = €S, (z) (para una demostracién mas répida
y elegante sabiendo un poco mds, ver [5, §4.2]). Si dividimos entre |z — w| y tomamos limites
w — z, se obtiene

2 2
(5) (1= [T (2)] =1 = |T(2)|".
Una forma de escribir lo mismo pero con un aspecto mas general, serd tutil mas adelante:

Lema 2.1. Sea f holomorfa en D. Si T € Méb(D) entonces para todo z € D

(6) (1= 1zP)lg' ()] = (1 = |w]*)] £ (w)]
donde g=foT yw="T(z).



En palabras, (1—|w|?)|f/(w)| es invariante por composicién con transformaciones de Mobius
del disco.

Demostracién. Al derivar g = f o T se obtiene ¢'(z) = f'(T(2))T"(z) = f'(w)T"(z). Tomando
moédulos y despejando T7(z) de (5) se deduce el resultado. O

Hay una manera interesante de interpretar geométricamente las transformaciones de Mébius
del disco. Esto requiere algunos conocimientos de geometria diferencial que estan fuera del
contenido del curso pero quien los tenga puede encontrar interesante el siguiente parrafo.

Poincaré introdujo en D la métrica 4(dx? + dy?)/(1 — |2|?), con ello se convierte en una
variedad riemanniana, el disco de Poincaré. Se puede probar que la curvatura de Gauss corres-
pondiente a esta métrica es igual a —1 y asi el disco de Poincaré da un modelo sencillo de una
variedad bidimensional de curvatura constante —1, es una pseudoesfera, algo asi como una es-
fera de radio v/—1, pues la curvatura de Gauss de una esfera es 1/R2. Recordando la geometria
de curvas y superficies, uno puede preguntarse si corresponde a una superficie que uno pueda
ver. La respuesta es afirmativa solo localmente y eso da méas valor al modelo. La relacién (5)
implica que la métrica es invariante por 7' € Mob(DD), esto es, que las transformaciones de
Mébius del disco son isometrias. No es dificil comprobar (sabiendo geometria diferencial) que
el didmetro horizontal de I, convenientemente parametrizado, es una geodésica. Sus imagenes
por elementos de M&b(D) deben dar nuevas geodésicas y asi se determinan todas, que son
didmetros o circunferencias ortogonales al borde. Se tiene una distancia p correspondiente a la
métrica que corresponde a la longitud de la tinica geodésica que une dos puntos. Tal distancia,
llamada distancia hiperbdlica, debe cumplir p(z,w) = p(T'(2),T(w)) para T € M&b(D) por lo
dicho anteriormente. De hecho a través de esta relacion es posible deducir una férmula para p
sin hacer grandes célculos.

Para no depender del enfoque de geometria diferencial, introducimos la distancia hiperbdli-
ca p de manera artificial y sin mostrar que es una distancia, a través de la expresion

1—-ZzZw|+ |z —w
(™) plzw) :10g<:1 —zw; — :z—wD'

La invariancia se deduce de célculos anteriores.
Lema 2.2. Si T € Mob(D) entonces p(z,w) = p(T(z), T(w)) para todo z,w € D.

Demostracion. Basta dividir por |1 —Zw| en el numerador y denominador de (7) y aplicar (4).
O

Una curiosidad que no explotaremos [5, §4.2.1] es que toda funcién holomorfa f : D — D
que no esté en Mo6b(ID) es una contraccidén respecto a la distancia p en el sentido de que

verifica p(f(z), f(w)) < p(z,w).



Lo que si aparecerd en la prueba del teorema de Bloch es la razén entre la distancia
hiperbdlica entre dos puntos y la euclidea de sus imagenes en términos de la derivada.

Lema 2.3. Sea f : D — C holomorfa. Si (1 — |z|?)|f'(z)| < 2C para todo z € D entonces
1f(2) = f(w)| < Cp(z,w) para z,w € D.

El reciproco también es cierto [5, §4.2.1] pero lo omitimos porque no es necesario para la
prueba del teorema de Bloch.

Demostracion. Escribiendo w = S_,,(0) y cambiando z por S_,(z), la conclusién equivale a
|(f 0 S_w)(z) = (f 0 S—w)(0)| < 2Cp(2,0), donde se ha usado la invariancia de p. Por otro lado
el Lema 2.1 asegura que se puede cambiar f por fo.S_, en la hipdtesis sin modificar el valor
de C. Asi pues, basta probar el resultado para w = 0.

La identidad f(z) — f(0) = zfol f(zt) dt junto con (1 — |2]?)|f'(2)| < 2C implica

1
) 1)~ FOI< Bl [ 1o dt = Clog 17 = Cpl.0),

1 — |2]?¢2
lo que concluye la prueba. O

El caso especial de (7) utilizado en esta prueba,

147
1—r

9) p(z,0) = log para |z =T,

es interesante tenerlo en mente. Implica que los puntos de D a distancia pequena euclidea r
del origen estdn aproximadamente a distancia 2r hiperbdlica, ya que log(1+7) ~ £r, mientras
que segun la distancia euclidea va a acercandose a 1, la hiperbdlica crece indefinidamente, de
manera que la frontera de D queda infinitamente lejos.

3. Algunos resultados auxiliares

Comenzamos con un famoso resultado sencillo que desempefia un papel relevante en diversas
demostraciones.

Lema 3.1 (Lema de Schwarz). Sea f : D — D holomorfa con f(0) = 0 entonces |f(z)| < |z|
y |£(0)] < 1. Ademds |f'(0)| =1 si y solo si f es una rotacion f(z) = e'“z, a € [0,27).

Demostracién. Sea g : D — C definida por g(z) = f(2)/z y g(0) = f’(0). Es holomorfa (basta
pensar en el desarrollo de Taylor de f en 0) y por el principio del médulo maximo en cada
disco |z| <r con 0 <r < 1 se tiene |g(z)| < 1/r. Tomando limites r — 1~ se sigue |g(z)| < 1.

Para la parte final, si |f/(0)| = 1, el médulo de g alcanzaria un méximo en el punto interior
z =0 y por tanto en ese caso g debe ser una constante de médulo 1. O



Componiendo con transformaciones de M&bius podemos mover los valores de 0 y f(0) a
otros puntos sin salirnos de D, obteniendo asi como corolarios generalizaciones de la formulacion
inicial.

Corolario 3.2. Si f : D — D es holomorfa entonces |f'(0)] <1 —|f(0)|>.
Demostracion. Apliquese el lema de Schwarz a la funcién Sg(g) o f. O

Corolario 3.3 (Lema de Schwarz-Pick). Si f : D — I es holomorfa entonces para todo
w €D se tiene (1 — |w]?)|f(w)| <1 —|f(w)|*.

Demostracion. Apliquese el Corolario 3.2 a la funcién f o S_,,. O

Las transformaciones de Mobius en C transforman D en otros circulos o en semiplanos.
Utilizandolas en este dltimo caso se deduce por ejemplo:

Corolario 3.4. Si f : D — {R(z) > 0} es holomorfa entonces |f'(0)| < 2R(f(0)).

Demostracion. Es facil ver que la transformacién T'(z) = (z — 1)/(z + 1) aplica {R(z) > 0}
en D. El Corolario 3.2 para la funcién T o f implica 2|f"(0)| < |f(0) + 1|? — | £(0) — 1], lo que
da el resultado. O

Topolégicamente un semiplano en C es como un disco sin un punto (que corresponderia al
infinito). Sin entrar en el significado preciso de esta afirmacién, veamos cémo deducir un Lema
de Schwarz cuando 0 ¢ f(ID) y entonces f(0) = 0 no tiene sentido.

Corolario 3.5. Sea f: D — D — {0} holomorfa, entonces |f'(0)] < —2|f(0)|log|f(0)].

Demostracion. Como f no se anula y estd definida en un simplemente conexo, tiene un loga-
ritmo’, es decir, existe g : D — C holomorfa con f = e9. De 1 > |f]| = e®(9) se sigue que —g
tiene parte real positiva y el Corolario 3.4 implica |¢'(0)| < —2%(g(0)). Sustituyendo ¢’ = f'/f
y R(g) = log | f|, se sigue el resultado. O

Un resultado debido a Landau de naturaleza bien distinta pero todavia consecuencia de lo
anterior, asegura que en el Lema de Schwarz la imagen siempre debe tener cierto “grosor”. Es
una versién débil del Teorema de Bloch que requiere méas hipdtesis y da un resultado con un
radio menor [5, §4.4].

Teorema 3.6 (Teorema de cubrimiento de Landau). Sea f: D — D holomorfa con f(0) =0
y [f(0)] # 0,1 y sea tg € RT tal que |f(0)] = to/senhty, entonces f(ID) contiene al disco
abierto centrado de radio e~%.

'La parte imaginaria del logaritmo es el dngulo y entonces lo que impide definir bien el logaritmo es la
posibilidad de dar vueltas, lo que se evita con la condicién de simplemente conexo (las vueltas en un simplemente
conexo se puede deshacer contrayendo a un punto). Por otro lado, la parte real impone no evaluar en cero.



Cuando f’(0) = 0 la imagen podria ser un disco arbitrariamente pequenio como muestra
f(z) = (2/2)™ con n grande mientras que el caso |f'(0)| = 1 estd cubierto por el Lema de
Schwarz, Lema 3.1. Como x — z/senhz define un homeomorfismo de (0,00) en (0,1), en el
resto de los casos es posible siempre hallar el ¢3 del que habla el enunciado.

Demostracion. Sea w € D — f(DD), tenemos que probar que |w| > e~f0.

Definimos g = Sy, o f con Sy, como en (2), claramente g es holomorfa y verifica g(D) C D,
g(0) = —w y 0 & g(D) ya que w ¢ f(D). Por el Corolario 3.5, |S,,(0)f'(0)] < —2|w|log |w].
Sustituyendo |S%,(0)] = 1 — |w|? y el valor de |f'(0)], se tiene

to log |w|
10 < .
(10) senhtg — (]w| — |w\_1)/2
Para |w| = e~ se da la igualdad y como el segundo miembro es creciente en 0 < |w| < 1,
cualquier w que satisfaga la desigualdad debe cumplir |w| < e~ %0, O

4. La prueba del teorema de Bloch

Para un abierto €2, llamaremos R(£2) al supremo de los radio de los discos contenidos en §2.
En una férmula,

(11) R(2) = supd(z,090)

zeQ
con d la distancia usual. Como {2 no es compacto, es posible que el supremo no se alcance
para ningun z € . En cualquier caso, si d(zp, 0Q2) = R(2) — ¢, esta claro que el disco abierto
centrado centrado en zy de radio R(€2) — € estd dentro de 2 porque no contiene ningin punto
de la frontera.

Derivaremos el teorema de Bloch del siguiente resultado que en cierto modo es equivalente
a él [5, §4.5]:

Teorema 4.1. Eziste una constante ¢ < 4 tal que para cualquier f : 1D — C holomorfa.
(12) (1= [2)If'(2)] < cR()
para todo z € D y cualquier abierto 2 que contenga a f(D).

Hay un corolario que mejora el teorema de Liouville y que anticipa cémo hacer el paso del
teorema local (de Bloch) al global (de Picard).

Corolario 4.2. Si g es una funcion entera tal que su imagen estd contenida en un abierto §2
con R(Q) # oo entonces g es constante.



Demostracién. Si g no es constante, existe zg € C tal que ¢'(29) # 0. Aplicando (12) en z =0
a f(z) =g(zo +0z) con 6 =4R(Q2)/]¢'(z0)] se llega a una contradiccién. O

Demostracion del Teorema 4.1. Antes de comenzar la demostracion en si, haremos unas cuan-
tas reducciones iniciales.

La funcién f(z/(1+ ¢€)) con € > 0 es holomorfa en el disco de radio 1+ € y la desigualdad
del enunciado para ella implica la desigualdad para f cuando e — 07 por tanto basta probar el
resultado para f : D — C holomorfa. En particular, por la continuidad de f y la compacidad
de D, (1 — |2]?)|f(2)| alcanza un méximo en cierto z = z9 € D. Como f y f — f(20) tienen
la misma derivada y R(2) es invariante por una traslacién de (2, siempre podemos suponer
f(20) = 0. Por otro lado, el Lema 2.1 asegura que el méximo de (1 — |z|?)|f/(z)| en D no varia
si sustituimos f por foS_,, y al usar esta ultima funcién el maximo se alcanzaria en 0 y seria
|7(0)| porque S_,(0) = 2.

En definitiva, tras estas reducciones, basta probar la desigualdad

(13) [f'(0)] < cR(Q)

para toda funcién holomorfa f : D — C no idénticamente nula que verifica f(0) = 0 y

(L= =PI ()] < 1 (0)].

Definamos la funcién auxiliar
_ 1
(14) 9(z) =0""f(roz) con &= §|f’(0)\p(7’o,0)

donde p es la distancia hiperbdlica y 0 < rp < 1 es cierta constante que elegiremos en breve.
Se tiene g(0) = 0 y el Lema 2.3 con w = 0, 7oz en lugar de z y C' = |f/(0)| asegura g(D) C D.
En estas condiciones el Teorema 3.6 implica que g(ID) contiene un disco de radio e~ cuando
lg'(0)| = to/ senh ty. En términos de f esto significa que f(ID) contiene un disco de radio de~t0
donde ¢y viene dado por

2 t
(15) o 0

p(r0,0) ~ senhty

Escogiendo rg = 0.7 se sigue tp = 1.158 ... y entonces de~‘ > 0.272| f/(0)|, lo cual prueba (13)
con ¢ = 027271 < 3.677. O

Demostracion del Teorema 1.1 (Teorema de Bloch). Tomando z = 0 en (12) se tiene la de-
sigualdad |f'(0)|/c < R(), esto es, para cada ¢ > ¢, existe un disco de radio |f'(0)|/c
contenido en . Como ¢ < 4 siempre podemos escoger ¢’ = 4. ]

Un comentario final es que la prueba anterior muestra que en el enunciado del Teorema 1.1
el denominador 4 se puede sustituir por un nimero algo menor. Es un problema abierto hallar
la constante 6ptima. Parece que el primer valor para el que hay contraejemplos, ligeramente
mayor que 1.84, no ha sido mejorado desde [8], basado en el método del antiguo trabajo [2].



5. La prueba del teorema pequeno de Picard

Existe una prueba “natural” [1, §8.3.1] del Teorema 1.2 utilizando formas modulares? que,
como vimos, estan relacionadas con las funciones elipticas (ese es el argumento original de
Picard). Eso nos llevaria a profundizar més en la teoria de funciones elipticas solo con ese
propdsito. Para atajar, derivaremos el teorema pequeno de Picard del Teorema 4.1 que esen-
cialmente equivale al teorema de Bloch. En este esquema emplearemos el siguiente un resultado
auxiliar:

Lema 5.1. Si f es una funcion entera tal que ni 0 ni 1 estdn en la imagen de f, entonces
existe una funcidn entera g tal que f(z) = exp (2micosh g(z)).

Para un enunciado més simétrico y algun comentario histérico, véase [9].

Demostracién. Como f no toma el valor 0 y estéd definida en C (que es simplemente conexo) su
logaritmo estd bien definido (especificando una rama adecuada) por tanto existe una funcién
entera h tal que f = exp(2mih).

La funcién 1 — A% no se anula, ya que en otro caso f tomaria el valor 1, por tanto se tiene
una rafz cuadrada r, un logaritmo de ¢’/2, que es una funcién entera. De 1 = (h 4 ir)(h — ir)
se sigue que h + ir es una funcién entera que no se anula y h — ir es su inversa, entonces
h+ir =e9, h —ir = e~ 9 para cierta funcién entera g y despejando se tiene h = cosh g. O

Demostracion del teorema pequerio de Picard, Teorema 1.2. Si z1 # 29 no estuvieran en la
imagen de f entonces 0 y 1 no estarian en la imagen de (f —z1)/(z2—21), por tanto cambiando f
por esta funcién podemos suponer z; =0, z5 = 1.

Usando f(z) # 1 se tiene coshg(z) € Z en el Lema 5.1. Para cada n € Z" las soluciones
de coshw = 4n son las de (e¥)? F 2ne® + 1 = 0 y resolviendo la ecuacién cuadritica se tiene
+et® = n 4+ v/n2 — 1 con todas las combinaciones de signos. Esto significa que la imagen de
la funcién g no contiene ninguno de los elementos del conjunto

16 C={+log(n+vVn2—1)4+7mim:necZ", meZl.
(16) { (

La méaxima separacién horizontal de puntos consecutivos de C' es log(2 + \/3), correspondiente
an =1yn =2. De esta forma, en cualquier rectdangulo cerrado de base log(2++/3) y altura 7
hay un punto de C'. El méximo didmetro de un disco abierto que no contiene a un rectangulo
de este tipo es § = (7% + log®(2 + \/3))1/2.

En definitiva, la imagen de la funcién entera g estd contenida en 2 = C — C' que cumple
R(2) = 6/2 y el Corolario 4.2 asegura que g es constante. O

*En breve: a partir de p se construye una funcién holomorfa X : {¥(z) > 0} — C tal que A\’ no se anula y 0
y 1 no estén en su imagen. Una vez hecho esto, la idea es que si tampoco estuvieran en la imagen de f, entonces
exp(i)ﬁ1 o f) serfa acotada. Con un poco de esfuerzo, usando que A’ no se anula, se da sentido a A lo f como
funcién entera y entonces el teorema de Picard se sigue del de Liouville.



6. Otros resultados

El hecho de que una funcién f : D — C no alcance dos valores ya impone ciertas restric-
ciones locales sobre su tamafo. En cierto modo, que no exploraremos, el siguiente resultado es
una versién cuantitativa local del teorema pequeno de Picard y de hecho este se puede derivar
como corolario.

Teorema 6.1 (Teorema de Schottky). Ezxiste una constante A tal que para f : D — C
holomorfa con 0,1 ¢ f(D) se cumple

1+

(17) | log | /()| SA(1+!10g!f(0)H)1_|

z|
2|’

La prueba con una potencia cuarta extra se puede consultar en [5, §4.7], asi como la relacién
con la omision de valores de una funcién entera.

El teorema pequeno de Picard se extiende al caso en que hay polos permitiendo que la
imagen de una funcién meromorfa omita a lo més dos valores. ;Qué ocurre cuando hay sin-
gularidades esenciales? Entonces se cumple una versién muy fuerte del teorema pequeno de
Picard incluso localmente.

Teorema 6.2 (Teorema grande de Picard). Sea f : U — {20} — C una funcién holomorfa
con U un abierto que contiene a z. Si en zy hay una singularidad esencial® entonces f toma
en U — {20} infinitas veces cada valor de C con a lo mds una excepcion.

Este resultado extiende el teorema de Casorati-Weierstrass que posiblemente apareciera en
un primer curso de variable compleja y que solo afirma que la imagen de U — {2y} es densa. La
prueba del teorema de Casorati-Weierstrass es sencilla y breve [4, §77], lo que no ocurre con
la del Teorema 6.2. En [5, §4.8] hay una demostracién a partir del Teorema 6.1.

Como el nombre avanza, es posible obtener el teorema pequeno de Picard como consecuencia
del teorema grande de Picard. Esto se debe a que no es dificil ver que si f es una funcién
entera que no es un polinomio, entonces f(1/z) tiene una singularidad esencial en el origen. En
particular, las funciones enteras que no son polinomios toman cada valor de C infinitas veces
salvo a lo méas una excepcion, lo cual va mas alla del Teorema 1.2.
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