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[Los problemas con un niimero entre corchetes estan adaptados de los correspondientes en los
apuntes de José Luis Ferndndez]

1) Halla f,, : Q = {z : R(2) > 0} — C tal que f,, = f sobre compactos de ) pero que no
converja uniformemente en todo 2.

2) [5.6.3] Para f,(z) = tan(nz), estudia si la sucesién {f,}72; converge uniformemente
sobre los compactos del semiplano inferior {(z) < 0}.

3) [5.6.1] Demuestra que si {f,}°2; (holomorfas en 2) converge uniformemente en cada
circunferencia incluida en {2 a cierta f : {2 — C holomorfa, entonces f,, = f sobre cualquier
compacto en (2. Indicacién: Utiliza la férmula integral de Cauchy.

4) Prueba que F(z) = 3°° 1 n?e™* es holomorfa en {R(z) < 0} y halla F(—1).

5) Prueba que si |a,| < log?*® n la serie > oo apn~* converge y define una funcién holo-
morfa en {R(z) > 1}.

6) Halla f,, : D — C con f,, = f sobre compactos de modo que cada f, tenga algin cero
en D y que f no tenga ninguno. Indicacién: Haz que los ceros de las f,, vayan hacia 0D.

7) Prueba ((—1) = —1/12 aplicando Res(z72(e* — 1)71,0) = 1/12 a la integral sobre Cs.
Si uno utilizase la serie, esto daria el absurdo 1 +2+3+4 4 --- = —1/12 que es una férmula
que envié Ramanujan a un matematico como uno de sus descubrimientos.

8) Demuestra la férmula ((s) = s/(s — 1) — s [~ 7% 'Frac(z) dz donde Frac es la parte
fraccionaria y explica por qué prueba la extensién meromorfa a R(s) > 0 con un tnico polo en
s = 1. Indicacién: Integra en [n,n+1] yusa > n(n+1)"5=>(n+ 1)1 =Y (n+ 1)

9) Integrando por partes prueba I'(s 4+ 1) = sI'(s). Halla también una férmula simple para
el residuo de I'(s) en s = —2018.

10) En la identidad I'(s) [C 2z 1 (1 +2) S dz = [;° ;7 2“1+ x)*y* e Y dady, haz
el cambio x = u/v, y = u+wv para deducir que es igual a I'(s — w)T'(w) con R(w), (s —w) > 0.

11) [5.6.12] Demuestra que si F es una familia normal, entonces 7' = {f' : f € F}
también lo es y busca un contraejemplo para el reciproco.

12) Dada f enteray a € C arbitrario, considera la familia F = {f(a+nz) i n € Z*}. Uti-
lizando el teorema de Montel y el ejercicio anterior deduce que si f estuviera acotada entonces
f'(a) = 0, consiguiendo de esta manera una prueba enrevesada del teorema de Liouville.

13) [5.6.14] Sea F la familia de funciones holomorfas f : D — C tales que |f(™(0)| < 2018
(por ejemplo la exponencial). Demuestra que F es una familia normal. Indicacién: Piensa en
su serie de Taylor.



