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[Los problemas con un niimero entre corchetes estan adaptados de los correspondientes en los
apuntes de José Luis Ferndndez]

1) Prueba que la aplicacién z — (az + b)/(bz + @) con |a| > |b| define una biyeccién de D
en D. jPor qué es necesaria la condicién |a| > [b]?

2) Demuestra que con la composicién de funciones, Mob(ID) es grupo no conmutativo.
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4) Halla p((—2018/3 4 1)/(i/3 + 2018), i/2018) haciendo pocos célculos.

3) Prueba que las transformaciones de Mobius satisfacen ’

5) Bajo las hipdtesis del lema de Schwarz, prueba que si f deja algin punto de D fijo,
entonces es la funcién identidad f(z) = z.

6) [4.8.1] Prueba que si f : D — D fija dos puntos entonces es la identidad. Indicacién:
Intenta reducirlo al caso en que uno de los puntos es el origen.

7) Comprueba que la transformacién 7'(z) = (z — 1)/(z + 1) aplica {R(z) > 0} en D de
manera biyectiva.

8) Para f : D — {R(z) > 0} holomorfa prueba (1 — |w|?)|f"(w)| < 2R(f(w)) para w € D.
Indicacién: Usa una transformacién que pase w a 0 en el argumento del Corolario 3.4.

9) Halla un disco como el que asegura el teorema de Bloch para la funcién f(z) = (22+2)/2.

10) [4.8.11] Considerando las funciones f,,(z) = (¢"* — 1)/n con n € Z*, comprueba que
el teorema de Bloch dejaria de ser cierto si en la conclusion se pide que el disco esté centrado
en f(0) aunque el radio se rebaje a €| f'(0)| con € > 0 cualquier constante positiva fijada.

11) [4.8.13] Sabiendo que no existen funciones enteras no constantes f y g verificando
ef +e9 =1, deduce el teorema pequefio de Picard. Indicacién: Si F' fuera un contraejemplo que
no alcanza ni 0 ni 1, se podria escribir F = e.

12) Prueba el teorema pequeno de Picard meromorfo, esto es, si f es no constante y
meromorfa en C entonces su imagen es todo C o todo C menos uno o dos puntos. Indicacién:
Si 0 no estd en la imagen de f, ;jqué ocurre con 1/f7

13) Encuentra una funcién meromorfa en C cuya imagen sea C — {1/2, 2018}.

14) Sabemos que f™ 4 g™ = 1, tiene solucién en funciones enteras para n = 2 (el seno y
el coseno). Aplicando el teorema pequeno de Picard a F' = g/(f — cg) con ¢ = exp(2wi/n),
deduce que no hay soluciones no constantes para n > 2. Indicacién: ;Estéan (¢* —¢)™! en la
imagen?

15) Encuentra una funcién holomorfa en C — {0} que tenga una singularidad esencial en
el origen y que alcance el valor 2018 exactamente una vez.



