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Nombre y apellidos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1) Considera la integral I =
∫ 2π
0 (5 + 4 cos t)−1 dt.

a) [1 punto] Usando las fórmulas 2 cos t = eit + e−it y dt = d
(
eit
)
/(ieit), halla una función

meromorfa f tal que I =
∫
∂D f(z) dz.

b) [1 punto] Calcula expĺıcitamente el valor de I.

2) [2 puntos] Estudia si dada una función ℘ de Weierstrass existen constantes A y B tales

que ℘′′(z) = A
(
℘(z)

)2
+B.

3) Decide si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas incluyendo en cada caso
una pequeña justificación.

a) [1 punto] Existe una función no constante meromorfa en C que no alcanza los valores ni
cero ni uno.

b) [1 punto] La función Γ(s) tiene residuo 1/2 en s = −2.

4) [2 puntos] Halla el abierto más grande en el que la serie
∑∞

n=0 n
4en/z converge unifor-

memente sobre compactos a una función holomorfa.

5) [2 puntos] Halla una biyección conforme de {z : <(z) > 1} en D que aplique 2 en i/2018.

Algunas definiciones y fórmulas: D = {z ∈ C : |z| < 1}

℘(z) =
1

z2
+
∑
ω∈Λ∗

( 1

(z + ω)2
− 1

ω2

)
, (℘′)2 = 4℘3−g2℘−g3 con g2 = 60

∑
ω∈Λ∗

ω−4, g3 = 140
∑
ω∈Λ∗

ω−6

θ(z) =

∞∑
n=−∞

qn
2

e2πinz =

∞∏
n=1

(
1− q2n

)(
1 + q2n−1e2πiz

)(
1 + q2n−1e−2πiz

)
con q = eπiτ , =τ > 0

θ(z + τ) = q−1e−2πizθ(z) y ℘(z; 1, τ) = Aτ
θ2(z + 1/2)

e2πizθ2(z + τ∗)
+Bτ = −

(θ′(z + τ∗)

θ(z + τ∗)

)′
+ Cτ .

Γ(s) =

∫ ∞
0

xs−1e−x dx para <(s) > 0 y Γ(s+ 1) = sΓ(s) para s 6∈ Z≤0.

ζ(s) =

∞∑
n=1

1

ns
para <(s) > 1 y ζ(s) =

i

2Γ(s) sen(πs)

∫
Cδ

(−z)s−1

ez − 1
dz para s 6∈ Z

donde Cδ, con 0 < δ < 2π arbitrario, es una curva con forma de “cerradura” que viene desde +∞+ iδ,
rodea al origen y se dirige a +∞− iδ.


