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Nota: Las secciones 2 y 4 corresponden a algunos puntos del capitulo 5 de [3].

1. Convergencia puntual y uniforme en una variable real

Vamos a olvidarnos por un momento de la variable compleja para repasar la convergencia
de funciones de variable real. Esto nos permitird recordar algunas definiciones que tienen un
completo andlogo en variable compleja. Especialmente elaboraremos un pequenio “bestiario”
de contraejemplos que contrastara con lo que probaremos después para funciones holomorfas.

Dada una sucesién de funciones reales {f,}>2; con dominio comin f, : I — R y de
variable real, I C R, el concepto mas basico y natural de convergencia es considerar

(1) f(z)= lm fu(x) parazel

Si estos limites existen se dice que f, converge puntualmente a f y a menudo se escribe
simplemente f, — f. La convergencia puntual no respeta las operaciones ni las clases de
funciones basicas del andlisis matematico. Asi f, — f no implica en general lim [, f, = [; f
ni lim f} (x) = f’(x) para = € I, ni siquiera que tales limites existan. Tampoco se respeta en
general la continuidad ni la diferenciabilidad. Veamos algunos ejemplos al respecto.

Las funciones f, : [0,1] — R

n oo

n’x si0<z<1/n,
fo(z) =<2n—n2z sil/n<x<2/n,
0 si2/n<xz<l1.

son continuas y verifican fo frn = 1 sin embargo convergen puntualmente a la funcién idénti-
camente nula que integra cero.
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De la misma forma, las funciones f, : R — R definidas por f,(z) = xe~
puntualmente a la funcién idénticamente nula mientras que f;,(0) = 1 para todo n.

Respecto a la continuidad y diferenciabilidad, las funciones f,, g, : R — R definidas por
fo(x) = (" + 1) y go(x) = V22 + n~1 muestran respectivamente que el limite puntual de

funciones continuas no es en general continuo y lo mismo con la diferenciabilidad.

5 Jn =— \ gn =— \V/
(2) fR—— \ g =— SE

En parte estos problemas se arreglan introduciendo una definicién mas fuerte de convergen-
cia. Para {f,}5° ; como antes, f, : I — R con I C R, se dice que f,, converge uniformemente
a f si

3) lim sup |fu(x) — f(z)] = 0.

n—o0 zel

Es algo asi como pedir que no haya puntos que se queden rezagados en la velocidad de conver-
gencia puntual. A veces se escribe f,, = f o simplemente se dice f, — f uniformemente.

Resultados bésicos de los cursos de anélisis [6] muestran que para I = [a,b], f, = f implica
lim [, fn = [; f ¥ que si las f, son continuas entonces f también lo es. En el primero de los
resultados la finitud del intervalo I asegura la existencia de las integrales y su limite para f,
continuas.

La diferenciabilidad no se arregla, como muestra el ejemplo anterior g, (x) = V22 + n~! que
converge al valor absoluto. Hay un enunciado que involucra convergencia uniforme y derivadas
pero es mas complicado que pedir simplemente f,, = f.

Algunos conceptos mas fundamentales que los del andlisis tampoco se respetan por con-
vergencia uniforme. Mencionaremos dos de ellos que apareceran mas tarde. En I = [—1,1], las
funciones f,(z) = 1+ n~! + sen(27x) no tienen ceros pero su limite uniforme, 1 + sen(27x),
tiene dos ceros en I y tomando f,(z) = x + V22 +n~! en este mismo intervalo tenemos que
el limite uniforme de funciones inyectivas no tiene por qué ser una funcién inyectiva.

2. Los teoremas de Weierstrass y Hurwitz

Los conceptos de convergencia puntual y uniforme se traducen fielmente al ambito de las
funciones complejas. Es decir, dadas f, : A — C de variable compleja, f, = f v fn = f
significan respectivamente

(4) lm fn(2) = f(z) VzeA vy lfm_sup|fa(2) — f(2)| =0

n—o0 n—oo z2€A



En andlisis complejo se suelen considerar funciones holomorfas @ — C con Q abierto (lo
que daremos por supuesto en lo sucesivo sin mencionarlo cada vez) sin embargo para algunos
aspectos de la convergencia uniforme es conveniente considerar un compacto. Por eso se acuna
la expresién convergencia uniforme sobre compactos, lo que significa que se cumple fn} = f | K
para cualquier compacto K C €2, aunque en general la convergencia podria no ser uniforme
en 2. Por ejemplo, para f, : D — C dadas por f,(z) = 2", se cumple f,, — 0 en D pero no
uniformemente porque sup,cp |f(2)] = 1, sin embargo s se tiene f,, = 0 sobre compactos!.

En una variable real la convergencia uniforme preservaba la continuidad y las integrales
sobre compactos. Lo mismo se aplica en variable compleja con una prueba idéntica. Por otro
lado, las derivadas no funcionaban tan bien. Este problema desaparece en el mundo holomorfo.

Teorema 2.1 (Teorema de convergencia de Weierstrass). Dada una sucesion {f,}5°, de fun-
ciones holomorfas en Q, si f, = f sobre compactos entonces f es holomorfa en Q y ademds
Il = f" sobre compactos.

Hay un corolario que permite estudiar series de funciones y que tiene un andlogo con el
mismo nombre en variable real.

Corolario 2.2 (Criterio M de Weierstrass). Dada una sucesion { f,}5°; de funciones holomor-
fas en Q, si para cada compacto K C ) existen constantes My, (K) tales que |fn(z)| < My, (K)
para z € K y > 27 My (K) converge, entonces la serie y - | fn(2) converge uniformemente
sobre compactos y define una funcion holomorfa F en Q. Ademds F'(z) =Y 2| fr(z) también
con convergencia uniforme sobre compactos.

Demostracion. La convergencia de la serie que define F' se sigue por el criterio de comparacién.
Definiendo Fiy(z) = S| f.(2) se tiene que |F(2)—Fn(2)| £ X,on Mn(K) para todo z € K,
que es arbitrariamente pequeno tomando N grande. Entonces Fy = F sobre compactos y basta
aplicar el teorema anterior. ]

Veamos ahora cémo se comportan la anulaciéon y la inyectividad con respecto a la conver-
gencia uniforme.

Teorema 2.3 (Teorema de Hurwitz). Sea {f,}22, una sucesion de funciones holomorfas en
Q tal que f, = [ sobre compactos entonces:
a) Silas f, no se anulan en Q0 entonces f no se anula o es la funcidn idénticamente cero.
b) Si las f son inyectivas en §) entonces f es inyectiva o es una funcién constante.

Pasamos ahora a las pruebas de los teoremas anteriores. Para el primero, lo tinico relevante
es que las funciones holomorfas siempre se pueden escribir como integrales y la integracién no
da problemas con la convergencia uniforme. Para el segundo, hay que tener en mente que el
teorema de Rouché asegura que funciones parecidas tienen el mismo ntmero de ceros.

'En [3] se usa la notacién f, = f para abreviar “f, = f sobre compactos”.



Demostracién del Teorema 2.1. Sea « una curva cerrada’ incluida en un disco cerrado D C Q
entonces por el teorema de Cauchy aplicado a f,

(5) / f(2) ds = / () = fa(2)) d2.

El médulo de la tltima integral es arbitrariamente pequefio ya que sup,cp | f(z) — fa(2)| — 0
por la convergencia uniforme sobre compactos. Con ello f,y f = 0y el teorema de Morera
implica que f es holomorfa en cualquier disco incluido en €2, por tanto lo es en Q.

Por otro lado, la férmula integral de Cauchy asegura que para z en cualquier disco cerrado
D' C Int(D) se cumple

1 RE -G,

2

(6) fa2) = f1(2) =

2 Jop  (w—2) v

Como |w — z| permanece acotado inferiormente por la distancia entre 9D y 9D’, esta férmula
prueba que f, = f en dD implica f; = f’ en D’. Cualquier compacto incluido en 2 se
recubre con un numero finito de discos Int(D’) por tanto la convergencia es uniforme sobre
compactos. ]

Demostracion del Teorema 2.3. Comenzamos por la parte a). Si f se anulase en zy € 2 y no
fuera idénticamente cero entonces existiria un disco cerrado D C 2 centrado en zy en el que
el dinico cero de f es zy (porque los ceros no pueden tener un punto de acumulacién). Sea m
el minimo de |f(2)| en D y sea N tal que |f,(2) — f(2)| < m/2 en D paran > N. Tal N
existe por la convergencia uniforme. De esta forma |f,(z) — f(2)| < | f(z)|/2 paran > N y el
teorema de Rouché implica que las f,, tienen un cero en D, lo cual contradice la hipdtesis.
La parte b) se deduce de a) considerando las funciones g, : Q@ — {z0} — C dadas por
gn(2) = fu(2) — fn(z0) con zg € Q. Decir que f, es inyectiva es lo mismo que decir que g, no
tiene ceros para cada zp. Por a) se sigue que f es constantemente f(zg) o que f(z) # f(z0)
para z # zg, es decir, que f es inyectiva. O

3. Presentando las funciones ( y I

Vamos a aprovechar los temas del apartado anterior para introducir una funcién que pro-
viene de una famosa memoria de Riemann sobre la distribucién de los nimeros primos [2], la
cual fue el punto de partida de la aplicacion del andlisis complejo en dicha drea. Su impacto
fue enorme, algunos los resultados que vemos hoy en dia en los textos de variable compleja se
crearon originalmente para aplicarlos a esta funcién introducida por Riemann. Acompanando-
la hay otra funcién mas clasica que, en cierta manera, permite definir factoriales de niimeros

2Para ser riguroso hay que imponer alguna regularidad, al menos que sea rectificable.



complejos. Por tradicion, especialmente en la primera de estas funciones, a la variable se le
suele llamar s en lugar de z. También estd muy extendido escribir ¢ y t para designar a la
parte real y a la parte imaginaria de la variable.

La funcion ¢ de Riemann se define en $(s) > 1 como
= 1
(7) () =) —-
n=1 n

Se tiene [n™%| = n™% con 0 = R(s) y en cada compacto de {R(s) > 1}, o tiene un minimo
mayor que 1, por tanto el Corolario 2.2 prueba que las sumas parciales en (7) convergen
uniformemente sobre compactos y que ¢ es holomorfa en R(s) > 1.

La relacién maés directa de esta funcién con los ntimeros primos es la siguiente:

Proposicién 3.1 (Producto de Euler). Sea {p,}>2, ={2,3,5,...} la sucesion de los primos,
entonces

(8) ¢(s) = H (1 —pr_f)f1 para  R(s) > 1.
n=1

La prueba de Euler y probablemente la que convencerd de inmediato al lector es sencilla-
mente sustituir (1 — pgs)_1 por 1 +p. %+ (p%)_s + (pfl)_s + ... y decir que por el teorema
fundamental de la aritmética cada entero positivo a la potencia —s aparece exactamente una
vez entre los sumandos que resultan del producto infinito de estas sumas infinitas. Demasiados
infinitos para los mas puristas. Para ellos y para practicar lo anterior, veamos una prueba un
poco mas cuidadosa (en lo esencial siguiendo [1, §5.4.1]).

Demostracién. Consideramos las funciones f,(s) = ((s) [Ir_; (1 —p,°) — 1. Probando f, =% 0
sobre compactos de R(s) > 1 se deduce el resultado. El producto que aparece para n =1 es

® €0 -2 =3 = X i = 2
k=1 k=1 k=

1
Uk

La dltima serie converge sobre compactos por el Corolario 2.2 y en el razonamiento hemos
usado implicitamente la convergencia absoluta para agrupar términos de la serie. Razonado
inductivamente, se tiene

(10) ((S)H(l—plzs):2$ con N={ke€Z' :py,....,pntk}
k=1 keN

Todo entero positivo salvo 1 tiene un factor primo que no lo supera, por tanto N’ —{1} C (pp, 00)
y de aqui | f,(s)| < | > k>pn k~*| que puede acotarse por p; /(o — 1) con o = R(s), gracias al



criterio de la integral. Como ya habiamos mencionado, o excede a una constante mayor que 1
en cada compacto de {R(s) > 1}, por tanto f, =2 0 en cada uno de ellos. O

La serie (7) parece mostrar que no es posible dar sentido holomorfo a ¢ més alla del abierto
{R(s) > 1} pero eso es como si alguien dedujera de 2~ = >">° (1—2)", valido para [1—2| < 1,
que no se puede hallar el inverso de 2018.

Teorema 3.2. La funcion ¢ se puede extender a una funcion meromorfa en C con un dnico
polo simple en s =1 con residuo 1.

Hay pruebas elementales de este nada obvio resultado pero aqui seguiremos la estela de
Riemann [2] con una prueba més informativa que involucra la funcion I'. Tal funcién se define
para R(s) > 0 como

oo
(11) I'(s) :/ ¥ te ™ d.
0
Integrando por partes (ejercicio), se deduce
(12) I(s+1) = sI'(s).

Con ello y T'(1) = 1 se obtiene I'(n + 1) = n! para n € Z". En este sentido I' generaliza al
factorial. Ademds I'(s) = s™1I'(s + 1) permite extender I' de manera meromorfa a R(s) > —1
con un tunico polo simple en s = 0 que tiene residuo I'(0 + 1) = 1. Iterando esta férmula, se
sigue I'(s) = s (s +1)71... (s + n —1)7T'(s + n) que prueba:

Lema 3.3. La funcion I se extiende a una funcion meromorfa cuyos polos son simples y estdn
en Z<g.

En realidad en este argumento hemos dado por hecho que (11) define una funcién holomorfa
en R(s) > 0. Una manera de probarlo con rigor, quizé con demasido, es proceder como en el
Teorema 2.1 cambiando sumas por integrales en la definicién de f,. Asi el teorema de Morera
da la holomorfia tomando en (5) f =Ty f, la integral de (11) pero ahora en [1/n,c0), para
evitar el posible problema en cero. Nétese que la aplicaciéon del teorema de Fubini para tener
fv fn =0 estd justificada y que | f(s) — fn(s)| = | f01/2 | <o7lno.

Necesitaremos también algo sobre I' cuya prueba a este nivel es un poco misteriosa:

Lema 3.4. La funcion I' no tiene ningin cero en C.

Demostracion. La férmula vélida para R(w), R(s —w) > 0

(13) T(s) /OOO U 1+ 2) 7 de = /000 /OOO 2V Y1+ 2) "y e Y dady = T'(s — w)['(w)



se sigue de (11) haciendo el cambio = u/v, y = u+ v para justificar el ultimo paso (ejercicio).
Si I'(s) = 0, aplicando (12) sucesivas veces podemos suponer R(s) > 0 y tomando w =€ > 0
arbitrariamente pequenio y usando I'(e) > 0, por (11), se llegaria a que I'(s — €¢) = 0 lo que
contradice que los ceros de una funcién holomorfa (no nula) son aislados. O

La relacién entre ¢ y I' que Riemann utilizé de partida fue

s—1

1 [ r=nu ® 4 _ *
14 C(s)T(s) = g / e ™ do = E / ule ™™ dy —/ du
( ) ( ) ( ) n:1n5 0 ot 0 0 eu_l

para R(s) > 1. Gracias a la convergencia uniforme sobre compactos en esta regién, no hay
problema al intercambiar sumas e integrales.
Ahora consideramos la curva Cy de la figura orientada positivamente:

A
L

El siguiente resultado da una férmula para ¢ véalida en casi todos los valores complejos y es
todo lo que se necesita para obtener el Teorema 3.2.

=2

Proposicién 3.5. La funcion ¢ se extiende a una funcion holomorfa en C — 7Z por medio de
la formula para 0 < § < 2w arbitrario

7 —z)s1
(15) ((s) = | S

2I'(s) sen(ms) ez —1
donde (—2)*~" significa® |z|* e’ con o € (—m,7) el argumento de —z.
M4s adelante en el curso veremos que la fraccién inicial se “simplifica” a iI'(1 — s) /2.

Demostracion. Por el teorema de Cauchy aplicado en la regién comprendida entre Cs y Cg
(aqui se necesita 0,8 < 27 para no capturar polos) la integral no depende de § y podemos
sustituirla por su limite 6 — 07. En esta situacién, para R(s) > 1 la contribucién del arco de
circunferencia tiende a cero, el angulo de —z para z en la linea superior tiende a —7 y tiende
a m para z en la linea inferior. Por consiguiente

_)s—1 0 ,.s—1_,—mi(s—1) oo ,.s—1_mi(s—1)
(16) /(z)dz_/“dx—i—/ s leme
Cs 1 0

e —1 0o er — et —1

3Esto es, (—z)° ! = e(s7D198(=2) ¢on la determinacién del dngulo (—m, ) para el logaritmo.



Simplificando —e~™ (1) 4 ¢m™i(5=1) — _2jsen(ns) y recordando (14), se sigue el resultado para
R(s) > 1y s ¢ Z, para evitar sen(mws) = 0. Ahora bien, teniendo en cuenta el Lema 3.4, la
férmula del enunciado tiene perfecto sentido para s € C — Z y es holomorfa (la integral es
holomorfa de nuevo por el teorema de Morera) por tanto extiende ¢ de manera holomorfa. [

Demostracion del Teorema 3.2. Por (7) sabemos que ¢ no tiene polos en s € Zsj. Por otro
lado, el Lema 3.3 y que sen(7s) tenga ceros simples en s € Z<g, asegura mediante (15) que hay
singularidades evitables alli. Finalmente, (s — 1)/sen(ws) — —1/m cuando s — 1, entonces el
residuo en s = 1 utilizando (15) es

, i 1 { :
(17) il_)rri(s—l)g(s) =5 =1 dz-—gﬁm—l,
donde se ha usado I'(1) = 1 y el teorema de los residuos para evaluar la integral. d

4. El teorema de Montel

Una vez que hemos visto que las sucesiones de funciones holomorfas que convergen uni-
formemente tienen buenas propiedades, vamos a introducir familias (esta palabra es jerga,
conjuntos, si se prefiere) de funciones en las que cualquier sucesién de funciones se puede refi-
nar a una de estas buenas. Concretamente, diremos que una familia F de funciones holomorfas
Q — C es una familia normal si cualquier sucesion de funciones en la familia tiene una subsu-
cesion que converge uniformemente sobre compactos. No se exige que la funcion limite esté en
F.

Montel introdujo la expresién familia normal en [4]. Con la terminologia moderna de la
topologia o el andlisis funcional, deberia hablarse de familias precompactas o relativamen-
te compactas pero el calificativo “normal” ha permanecido dentro del &mbito de la variable
compleja y practicamente no se emplea fuera de ella.

,,Por qué preocuparnos por familias con esta propiedad? ;para qué es util tener una subsuce-
sién que converge uniformemente? En el caso holomorfo que nos ocupa, veremos una aplicacion
en la prueba de un bello teorema de Riemann sobre aplicaciones conformes. En términos ge-
nerales, dentro del andlisis matematico, el concepto se usa habitualmente para demostrar la
existencia de la solucién de problemas en los que tenemos lo que creemos que son aproxima-
ciones de ella. Por ejemplo, la demostracion habitual del teorema de Peano de existencia de
soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias, a grandes rasgos se basa en utilizar que las
aproximaciones que se obtendrian por el método de Euler que se estudia en cédlculo numéri-
co estan en una familia precompacta. La ecuacién diferencial se escribe en forma integral y
asi todo funciona bien con los limites si hay convergencia uniforme.



En su tesis doctoral, Montel establecié un criterio sencillo, hoy en dia llamado teorema de
Montel, para saber si una familia de funciones holomorfas es normal (en [5, §7.3] hay algunos
comentarios histéricos al respecto).

Teorema 4.1 (Teorema de Montel). Una familia F de funciones holomorfas Q@ — C es
normal si y solo si estd acotada en cada compacto K C Q, esto es, |f(z)] < Ck para todo
zeKyferF.

Este resultado no es valido en general para familias de funciones continuas pero el teorema
de Ascoli-Arzela afirma que si es cierto en ese contexto si se afiade la hipotesis de que la familia
sea equicontinua, esto significa que fijado un compacto K, para cada € > 0 existe § > 0 tal que

(18) |f(2) = f(w)| < e secumple para toda f € Fy z,w € K con |z — w| <.

La prueba del teorema de Montel consiste en comprobar que la equicontinuidad estd garan-
tizada cuando trabajamos con funciones holomorfas. Solo necesitamos una implicaciéon del
resultado para funciones continuas.

Teorema 4.2 (Teorema de Ascoli-Arzela, version reducida). Si F es una familia de funciones
continuas ) — C tal que estd acotada en cada compacto y es equicontinua, entonces F es
normal.

En realidad este resultado es vélido para 2 un abierto en cualquier espacio métrico que
tenga un subconjunto numerable denso. Ademads el reciproco es cierto, como hemos sugerido.
Es con este enunciado generalizado o en R™ con el que suele recibir el nombre de teorema de
Ascoli-Arzela. Por cierto, muchos autores restablecen el orden alfabético Arzela-Ascoli.

Demostracion del Teorema 4.1. Si la familia no estuviera acotada en un compacto, para cada
n € Z* existirfa f, € F tal que el mdximo de |f,| en K es mayor que n. Para cualquier funcién
holomorfa fijada, f se tiene que el supremo de |f, — f| tiende a oo, lo que impide f,, = f vy
prueba la implicacion directa.

Para la otra implicacién usaremos un argumento parecido al de la segunda parte de la
prueba del Teorema 2.1. Dado un disco Dys de radio 26 > 0 con Dys C €2, la férmula integral
de Cauchy implica que para z1, z2 € Dj (el disco de radio la mitad) y f € F

09 fe)- S =g [ (LS gz ] SB g,

271 Z—21 22— 29 271 —21)(z — 29)

Por hipétesis, | f| es menor que cierta constante en Dos y la desigualdad triangular prueba |(z —
21)(z—22)| > 62. Por tanto tenemos | f(z1)— f(22)| < ¢|21—22| donde ¢ es una constante que solo
depende del disco Dys. Cada compacto K admite un recubrimiento finito por discos U;V: 1 Ds;
y tomando § suficientemente pequeno se consigue que cualesquiera z,w € K a distancia menor



que § estén dentro de un mismo disco de la unién?. Tomando el méximo de todas las constantes
¢ correspondientes a los discos, se sigue }f(z) — f(w)‘ < Clz —w| para todo z,w € Ky f € F,
lo cual implica (18). De esta forma estamos bajo las hipdtesis del Teorema 4.2. O

La demostracién del teorema 4.2 no es especialmente dificil pero el uso de infinitas sub-
sucesiones la hace un poco intrincada. Toda la idea es que la convergencia de una sucesion
de funciones sobre un compacto compuesto por un ntmero finito de puntos es necesariamente
uniforme y gracias a la equicontinuidad no se pierde mucho al aproximar un compacto por un
conjunto finito que sea muy tupido.

Demostracion del Teorema 4.2. Consideremos D = {z € Q : R(2),3(z) € Q}. Este es un
conjunto denso en C y numerable (porque Q x Q es numerable), digamos D = {q1, q2, ... }.
Dada una sucesion {f,}°2; con f, € F, por hipétesis |f,(qr)| < ck.

El teorema de Bolzano-Weierstrass asegura que { f,(¢1)}72 tiene una subsucesién conver-
gente, digamos { f"i (q1)}72, donde el superindice de ny indica que es para ¢;. Consideremos
ahora la sucesién { fni(qQ)}zozl que, de nuevo por el teorema de Bolzano-Weierstrass, tiene
una subsucesién convergente { f”i (g2)}72 ;- Inductivamente se construye una subsucesién con-
vergente { fnom(gm)}2, de { fnz%l(qm)}iozl. Finalmente definimos g, = fn’,g y la construccién
asegura que para cada j la sucesién {gx(q;)}72, es convergente.

Dado € > 0, sea § como en la definicién de equicontinuidad (18) y consideremos para cada
qr € K (compacto) un disco contenido en € centrado en g y de radio menor que 6. Estos discos
recubren K y por ser compacto existe un recubrimiento finito, digamos por discos Dy, ..., Dy
con centros qi,...,qu € D. Gracias a la convergencia de {gx(qj)}3,, existe un N tal que
|gm(q~]) - gn(q~])| <eparam,n>Nyl<j<M. Sizec K estaen el disco Dj, se tiene para
m,n >N

(20) ‘gm(z) - gn(z)‘ < ‘gm(z) - gm(aj)‘ + {gm(aj) - gn(qNJ)‘ + ‘gn(aj) - gn(z)} < 367

donde se ha usado la equicontinuidad en los sumandos que involucran z y g;.

En resumen, hemos probado que para cada € > 0 existe N tal que ‘ gm(2) — gn(z)‘ < 3¢ para
todo z € K. En particular, { gn(z)}zozl es una sucesiéon de Cauchy y converge a cierto g(z) y
se tiene ‘g(z) — gn(z)‘ < 3¢ independientemente de z € K, es decir g, = g. O
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