Variable Compleja I (CURSO0 2019-20, Universidad Auténoma de Madrid)
Apuntes detallados, con ejemplos y ejercicios resueltos

Aplicaciones cualitativas de los teoremas integrales

En esta entrega de apuntes veremos varios resultados cualitativos acerca del comportamiento de funcio-
nes analiticas que constituyen el comienzo de un drea que se suele denominar Teoria geométrica de funciones.
Puede resultar un tanto sorprendente que unos resultados de cardcter, aparentemente, cuantitativo como el
Teorema de los residuos y su version especial, la férmula integral de Cauchy, tengan implicaciones importan-
tes de cardcter cualitativo (teoremas de tipo geométrico-topoldgico que describen el comportamiento de la
imagen de un dominio por una funcién holomorfa).

A continuacién veremos que de las pruebas de estos resultados cuantitativos ya conocidos se deduce el
Principio del argumento, el primero de los teoremas que vamos a considerar, lo cual nos servira para probar el
Teorema de Rouché, otro de caricter cuantitativo. De €l ya obtendremos un resultado puramente cualitativo
(métrico-topolégico) como es el Teorema de la aplicacién abierta para las funciones analiticas. Este resultado
nos permitird deducir otro resultado cualitativo: el Principio del médulo maximo. A partir de éste probaremos
el Lema de Schwarz, una herramienta muy ttil en la teoria geométrica de funciones. Este tltimo resultado
nos permitird finalmente identifiar las aplicaciones holomorfas y biyectivas del disco sobre si mismo (llamadas
automorfismos del disco). Por tanto, podriamos decir que todos los resultados cualitativos que veremos en
estos apuntes son, en el fondo, consecuencias del Teorema de los residuos o de la Férmula integral de Cauchy.

Principio del argumento. Teorema de Rouché

En esta seccion aprenderemos como contar el niimero de ceros que tienen ciertas funciones analiticas en un
dominio. Por tanto, estos primeros resultados también tienen un caracter cuantitativo.

Como siempre, usaremos la palabra contorno para describir una curva cerrada y simple, C' a trozos. Em-
pezamos con una observacion facil pero relevante que formularemos como lema.

Lema 1. Sea Q) un dominio en el plano yy un contorno, contenido en Q) junto con el dominio que acota y orien-
tado positivamente. Si f es una funcién holomorfa en Q tal que f(z) # 0 para todo z en la traza {y}, entonces f
tiene un ntimero finito de ceros en el dominio Diy interior a la traza (el dominio acotado pory).

DEMOSTRACION. El cierre del dominio Dj,¢ es un conjunto cerrado y acotado y, por tanto, compacto. Si f tu-
viese infinitos ceros distintos en Djp, digamos (zn)5,, por compacidad existiria una subsucesion de los ceros
(zn, 2":1 convergente a un punto ¢ € Djy. Si el punto ¢ estuviese en Djy¢, por el Principio de los ceros aislados,
f seria idénticamente nula, lo cual es imposible (ya que no se anula en la traza de y). Por tanto, la subsuce-
sién (znk)z‘):1 solo puede converger a un punto d € {y}, pero entonces por la continuidad de f obtendriamos
f(d) =limy_ f(z5,) =0, lo cual es imposible por las hip6tesis sobre f. Contradiccién. Por tanto, sélo puede

haber una cantidad finita de ceros de f en el dominio interioray.m

Recordemos que cada cero de una funcién analitica no idénticamente nula tiene un orden finito (multi-
plicidad finita). Puesto que algunos ceros pueden ser miltiples (de orden mayor que uno), contaremos cada
cero teniendo en cuenta su multiplicidad, de manera que, por ejemplo, un cero simple, un cero doble y otro de
orden 4 contardn como 7 ceros en total. Ahora ya estamos en condiciones de enunciar el primer resultado que
nos interesa.



Teorema 1 (Principio del argumento). Sea Q) un dominio en el plano yy un contorno, contenido en Q) junto con
el dominio Din¢ que acota y orientado positivamente. Si f es una funcion holomorfa en Q tal que f(z) # 0 para
todo z eny y con N ceros en el dominio interior a'y (teniendo en cuenta las multiplicidades), entonces
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DEMOSTRACION. Ya constatamos en el Lema 1 que f s6lo puede tener una cantidad finita de ceros en el domi-
nio interior a y. Sean esos ceros: a; (con multiplicidad m,), a, (con multiplicidad m,), ..., a (con multiplicidad
my). Por hipétesis, el nimero total de ceros en el interior de y es my + my +... + my = N.

Recordemos una simple férmula para la derivada del producto de N funciones, probablemente ya conocida
de otras asignaturas. Si f = f1 f>... fn, entonces por laregla del producto obtenemos (en todos los puntos donde

f no se anula) L , ,
=Ll fmthlafzfm+. fifo fmafm
y, por tanto, en los mismos puntos se tiene
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Como consecuencia de esta formula general, obtendremos una especial para la funcién holomorfa f que cum-
ple las condiciones del teorema. Teniendo en cuenta los ceros de f en el interior de y y sus multiplicidades, por

uno de los teoremas de la entrega de apuntes sobre los ceros de las funciones analiticas, se sigue que
fR=(z-a)™(z-a)™...(z-ap) "™ g(2),

donde g es holomorfa en Q y no tiene ceros ni en el dominio interior a y ni en la traza de y. Por la férmula
anterior para las derivadas, dado que ((z - aj)mf)/ =mj(z— aj)mf_l, obtenemos que
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- o e T +g/(z),
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para todo z € Diy \ {ay, ay,...,ax}. Teniendo en cuenta que g no se anula ni en Diy ni en la traza de y y, por
tanto, no se anula en el compacto Diy, usando la continuidad de g podremos identificar para cada punto de
Dinc un disco abierto (pequeiio y contenido en Q) donde g no se anula. Puesto que estos discos recubren el
compacto Djy, podemos extraer un subrecubrimiento finito cuya unién es un dominio D tal que Dj,; < D c Q
y g no se anula en D. Por tanto, la funcion g’/ g € # (D) y podemos aplicar el Teorema integral de Cauchy a y

para deducir que fy gg((zz)) dz =0. Por consiguiente,
1 f'(2) 1 my 1 my 1 my
— dz=— dz+— dz+...+ — dz=mj+my+...m=N,
2ni Jy f(2) 2ni Jy z—m 2niJy z—ay 2ni Jy z—ay

aplicando a cada una de las k integrales la Férmula integral de Cauchy (con una funcién constante en el nu-
merador). m

Observacion. ;Por qué el Teorema 1 se denomina Principio del argumento? Existen para ello razones geomé-
tricas que procedemos a explicar. Por razones topolédgicas obvias, la imagen f(y) de una curva y, suave a trozos
y cerrada, por una funcién holomorfa f también es una curva suave a trozos y cerrada, asi que también se



podré hablar de su indice respecto de distintos puntos. Haciendo el cambio de variable w = f(z), para z € {y},
obtenemos dw = f'(z) dzy, por tanto,
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donde, como recordaremos de otras entregas de apuntes, Ind, (0) = 5~ y w0 ©S el indice de la curva y respec-
to al origen, es decir, el nimero de vueltas que da y alrededor del origen. En la férmula (1), hemos usado la
notacion Ay arg f para denotar la variacion total del argumento de punto f alo largo de y (el cambio del argu-
mento del punto f(z) cuando z recorre la curva y), que viene a ser lo mismo que 27 por el nimero de vueltas
que da y alrededor del origen (siendo, por ejemplo, 27 el cambio de argumento que corresponde a una vuelta
en el sentido positivo alrededor del origen). De ahi la dltima igualdad y el nombre del teorema.
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Las aplicaciones del Principio del argumento en problemas suelen ser técnicamente algo més complicadas

que las de otros teoremas que veremos a continuacién y por eso no estdn recogidas en los problemas de la hoja
correspondiente. No obstante, incluiremos un ejercicio tipico (que se puede omitir en una primera lectura).

Ejercicio 1 Demuestre que el polinomio p(z) = z* + iz + 1 tiene exactamente dos ceros en el semiplano superior
H={zeC:Imz>0}.

SOLUCION. Aplicaremos el método de observar la variacion total del argumento de f(z) mientras z recorre la
frontera de un dominio “suficientemente grande” y contenido en el semiplano superior. (Otros métodos de
solucién son posibles.)

Dado que p tiene s6lo una cantidad finita de ceros en el plano y, por consiguiente, en el semiplano supe-
rior, existe una cota finita para los médulos de sus ceros. Esto significa que para R suficientemente grande,
cualquiera que sea un cero de p en el semiplano superior, estard contenido en el dominio interior a la curva
Yr, donde yr es una vez mas la curva compuesta por el segmento Iz = [-R, R] de la recta real y por la semicir-
cunferencia Cr contenida en el semiplano superior desde el punto R hasta el punto —R, orientada en el sentido
positivo.




Para ver cuantos ceros puede haber dentro del contorno yg, utilizamos el principio del argumento y con-
tamos el nimero de vueltas que da la curva imagen p(yg) alrededor del origen.

Para los puntos z = x € [-R, R] tenemos p(x) = x* + 1+ ix; es decir, Re p(x) = 1 > 0, mientras que la parte
imaginaria puede tomar tanto valores positivos como negativos; por tanto, los puntos p(x) estan todos en el
primer cuadrante y en el cuarto, asi que la curva imagen p(Ig) cruza el eje real pero no da ninguna vuelta
alrededor del origen (s6lo tiene una “pequena” variacién del argumento).

i 1

1+ ; + ?) .
Haciendo R = |z| suficientemente grande, podemos hacer los valores i/z% y 1/z* tan préximos a cero como se
quiera, asi que el valor p(z) serd muy préximo al valor z*. Para z € Cg tenemos z = Re'', 0< t <, conlo cual
z* = R*e*! y 0 < 4t < 47. Dado que el argumento de z* cambia desde 0 hasta 47 cuando z recorre la curva
Cr, lo mismo pasard con el argumento de p(z), salvo quizds una diferencia muy pequefia que recuperamos
moviéndonos por el intervalo I, asi que en total p(z) da dos vueltas alrededor del origen cuando z recorre la
curva yr. Segun el Principio del argumento, la funcién p tiene dos ceros en el interior de yg. Dado que para R
suficientemente grande no hay ceros fuera de y, el niimero total de ceros de p en el semiplano superior tiene
que ser dos. m

Para los puntos z € Cg, podemos escribir p(z) = z*

Una consecuencia bastante directa del Principio del argumento es el llamado teorema de Rouché que pro-
baremos a continuacion. En lo que sigue, usaremos Ny (f) para denotar el nimero de ceros que tiene la funcion
f en el dominio interior a un contorno y.

Teorema 2 (Teorema de Rouché). Sea Q) un dominio en el plano y y un contorno contenido en Q junto con el
dominio que acota. Si f, g € #(Q) y satisfacen la desigualdad | f (z)| > |g(2z)| para todo z eny, entonces las fun-
ciones f, f —g y [ + g tienen el mismo niimero de ceros en el dominio interior a’y: Ny (f) = Ny (f —g) = Ny (f + &),
contando multiplicidades.

DEMOSTRACION. Puesto que | — g| = |g|, basta demostrar que N, (f) = Ny(f + g). Entonces se seguird que
Ny (f) = Ny(f — g) aplicando la igualdad anterior al par f'y —g en lugar del par f'y g.

Veamos, pues, la prueba de Ny (f) = Ny (f + g). La hipotesis | f| > |g| en {y} implica que f(z) # 0 para todo
z € {y}. Por tanto, también se cumple |§| < 1en {y}. Puesto que |w| =|— w| = Re(—w) = —Re w para todo w € C,
se sigue que Re w = —|w| y, en particular, que Re% > —1en {y}y, por tanto,

§
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Esto significa que la curva imagen (1 + %) (y) estda completamente ubicada en el semiplano derecho abierto y,
por tanto, no da ninguna vuelta alrededor del origen. En otras palabras, el cambio de argumento a lo largo de
y de la funcién 1 + £ es cero. Observando que el cambio total del argumento del producto es la suma de los
cambios del argumento de los factores, vemos que

Ayarg(f +g) :Ayarg(f(lnL?)) :Ayargf+Ayarg(l+§ =Ayargf.

Segun la observacion después del Teorema 2 y la férmula (1), se sigue que N, (f) = Ny(f +g).®m

El siguiente ejercicio ilustra el uso del Teorema de Rouché en la practica y es uno de los tipos de problemas
muy comunes en los exdmenes de Variable Compleja en todas partes.



Ejercicio 2 Halle el niimero de soluciones de la ecuacion 3z* +7z% — z+2 = 0 en el disco unidad D y en su exterior
C\D={zeC: |z|>1}.

SOLUCION. Lo que buscamos es el nimero de ceros de la funcién f+g en el interior de la circunferencia unidad,
y=1{z: |z| =1}, donde f(z) = 7z% y g(z) = 3z* — z+2. Ambas son enteras y en {y} satisfacen la desigualdad

If(2)|=7>6=3|z|*+| -zl +2= 132" - z2+2| = |g(2)|

debido a la desigualdad triangular. Por tanto, tenemos en 7y la desigualdad estricta | f(z)| > |g(z)| y podemos
aplicar el Teorema de Rouché: el niimero de ceros de la funcién (f + g)(z) = 3z* + 7z% — z+2 en el disco unidad
D esigual al de la funcion f. Ya sabemos que éste es igual a 3, teniendo en cuenta las multiplicidades. Por tanto,
la funcién f + g tiene 3 ceros en D.

Al ser un polinomio de grado 4, la funcién f + g tiene 4 ceros en el plano, contando las multiplicidades. Es
facil ver que no tiene ningtin cero en la circunferencia unidad y = dD; esto se sigue de la desigualdad demos-
trada arriba y la desigualdad triangular: | f + g| = | f|—1g| > 0 en y. Por tanto, s6lo tiene un cero en el exterior del
disco.

Ejercicio 3 Sea Q) un dominio plano que contiene al disco unidad, D y f una funcién holomorfa en Q tal que
|f(2)| <1 para todo z que cumple |z| = 1. Demuestre que | tiene en D exactamente un punto fijo (un punto a tal
que f(a) = a).

SOLUCION. Decir que a es un punto fijo de f es equivalente a decir que a es una solucién de la ecuacién
z— f(z) = 0. El Teorema de Rouché nos ayudaré a contar el nimero de ceros de esta funcién en D. Dado que en
la circunferencia unidad las funciones f y z, ambas holomorfas en Q, cumplen la desigualdad estricta | f(z)| <
1 =|z|, se sigue por Rouché que z— f(z) tiene en D el mismo ntimero de ceros que la funcién identidad, que es
exactamente uno. i

Observacion. Es importante notar que la desigualdad en las condiciones del Teorema de Rouché: | f(z)| > |g(2)|
tiene que ser estricta. El enunciado seria falso con la hip6tesis | f(z)| = |g(z)|. Conviene pensar en un ejemplo.
(No6tese que las aplicaciones del teorema con esta desigualdad mds débil suelen ser un error tradicional en los
examenes de desarrollo.)

Teorema de la aplicacion abierta. Principio del médulo maximo

En esta seccion abordamos un par de aplicaciones cualitativas fundamentales del del teorema de Rouché (y, por
ende, de los teoremas integrales vistos antes). En Topologia vimos el concepto de una aplicacion abiertay ahora
veremos que Variable Compleja nos proporciona una cantidad abundante de ejemplos de tales aplicaciones:
itodas las funciones holomorfas no constantes! Por supuesto, seguimos trabajando con la topologia usual del
plano.

Teorema 3 (Teorema de la aplicacion abierta). Sea Q) un dominio en el plano y f una funcion holomorfa en Q.
Entonces bien f es constante, bien es una aplicacién abierta: para todo U c Q) abierto en el plano, el conjunto
f(U) es también abierto.



DEMOSTRACION. Supongamos que f no es constante y veamos que es una aplicacién abierta. Sea U < Q un
abiertoy b € f(U) un punto arbitrario. Hemos de ver que b es un punto interior de f(U); en otras palabras, que
existe 6 > 0 tal que D(b;0) c f(Q).

Puestoque b € f(U), existe a € U tal que b = f(a). Elrazonamiento que sigue suele usarse con frecuencia en
la teoria geométrica de funciones y conviene analizarlo y recordarlo. Sea g(z) = f(z) — b. Entonces g € A (Q)),
g(a) = 0y g no es idénticamente nula, puesto que f # b. Sea m el orden del cero z = a de la funcién g (de
los apuntes sobre los ceros, sabemos que es un ntimero natural). Por el Principio de los ceros aislados, existe
un disco abierto centrado en a que no contiene otros ceros de g aparte de a. Reduciendo su radio si fuese
necesario, obtenemos un r > 0 tal que E(a; r)cQyg(z)#0paratodo z € B(a; r) \ {a}. Enseguida veremos por
qué nos interesa tener un disco cerrado contenido en Q en lugar de un disco abierto. Lo que sigue también
forma parte del razonamiento tipico al que aludimos.

Consideremos la circunferencia C = {z : |z — a| = r}, el borde del disco fijado. Sea 6 = min{|g(z)| : z € C}.
El minimo se alcanza al ser |g| una funcién continua en Q y C < Q un conjunto compacto. Ademas, 6 > 0
porque la funcién |g| no se anula en la circunferencia C (por eso necesitabamos un disco cerrado). Veremos a
continuacién que el namero ¢ fijado es el § que buscamos desde el comienzo de la prueba, demostrando que
D(b;6) < f(Q).

Basta ver que, para todo w € D(b;0) se tiene w € f(Q). Sea w € D(b;6) arbitrario; entonces |w — b| < §.
Ahora viene un truco muy tipico: para todo z € C obtenemos

18(2)| =6 >|w—Dbl=|(f(2) = b) - (f(2) —w)| = g(2) — (f(2) — w)l.

Acabamos de ver que en la curva C, una funcién holomorfa g tiene médulo estrictamente mds grande que otra,
g—(f —w). Por el Teorema de Rouché, en el interior de C, que es el disco abierto D(a; §), la funcién més grande,
g, tiene el mismo ntimero de ceros que la diferencia de las dos: g—[g— (f —w)] = f — w. Pero la funcién g tiene,
por lo menos, m ceros alli (teniendo en cuenta las multiplicidades), siendo m = 1. Por tanto, f(z) — w tiene en
el mismo disco, al menos, un cero, lo cual quiere decir que w = f(z) para, al menos un punto z € D(a;6). Y eso
significa que w € f(Q). El teorema queda demostrado. m

Observacién. Un razonamiento muy anélogo al que acabamos de ver en la demostracion del Teorema 3 se usa
para probar, por ejemplo, que si una funcién f € #(Q) es inyectiva en Q, entonces f’(z) # 0 para todo z € Q.
Y también para probar un reciproco parcial: si f'(z) # 0 para un punto z € Q, entonces f es inyectiva en un
entorno abierto del punto z. No podemos ver estos resultados ahora pero se podran ver en el curso optativo
de Variable Compleja II. En el curso 2020-21 lo impartird el profesor José L. Ferndndez quien, aunque lleva
casi dos décadas dedicdndose a las diversas aplicaciones de Combinatoria y Probabilidad (por ejemplo, en
Matemadtica Financiera o en Variable Compleja), en los afios 90 estaba reconocido como uno de los méaximos
expertos mundiales en el campo de la Teoria geométrica de funciones.

El siguiente ejemplo debe compararse con algunos ejercicios de las hojas de problemas del principio del
curso, donde vimos que, por ejemplo, una funcién holomorfa no puede tomar sélo valores reales sin ser cons-
tante.

Ejercicio 4. Explique razonadamente por qué, si f es holomorfa en un dominio Q # @, es imposible que f(Q) =R
o que f(Q) =Q (cuando Q # C).

SoLucION. El conjunto R no es abierto en C ya ningtin disco puede estar contenido en R. Segtin el Teorema de
la aplicacion abierta, sabemos que o bien f es abierta, en cuyo caso f(Q) es abierto y no puede ser R, o bien es
constante, en cuyo caso f(£2) es un conjunto que consiste en un tinico punto y tampoco puede ser = R.



El razonamiento es analogo para Q: es un conjunto cerrado. Los tinicos subconjuntos de C que son abiertos
y cerrados a la vez son el ¢ y C; al ser Q distinto de ambos, no puede ser abierto. Luego, por el Teorema de la
aplicacién abierta, f(Q) # Q, salvo que f sea constante: f = c, pero en ese caso obtenemos f(Q) = {c} # Q
(n6tese que Q contiene un disco). ®

En los enunciados de varios teoremas aparecen ciertas desigualdades (acotaciones) para las funciones ana-
liticas consideradas. En unos textos esas desigualdades se escriben como estrictas y en otros no. El siguiente
ejercicio nos explica por qué es irrelevante c6mo se escriben (siempre y cuando f no sea constante, que suele
ser un caso trivial).

Ejercicio 5. Demuestre la siguiente afirmacion. Si f es holomorfa y no constante en un dominio Q) donde cumple
| f(2)| =1 entonces, de hecho, | f(z)| <1 en Q.

SOLUCION. m

Supongamos que | f(a)| = 1 para cierto a € Q. Sea b = f(a). Puesto que f no es constante, es una aplicaciéon
abiertay, por tanto, f(Q2) es un conjunto abierto. Dado que b € f(Q), existe unradio r > 0 tal que el disco abierto
D(b;r) ={z: |lw— b| < r} estd contenido en f(Q)). Teniendo en cuenta que |b| = 1, es obvio que el disco D(b; )
contiene un punto c tal que |c| > 1; por ejemplo, podemos tomar ¢ = (1 + ﬁ)b yaque |b—c| = 5 < r. Pero
ceD(b;r) c f(Q) asique ¢ = f(z) paracierto ze€ Qy |f(2)| = |c| = bl + § =1+ 5 > 1, lo cual contradice nuestra
hipoétesis de que | f(z)| < 1 para todo z € Q. Por tanto, concluimos que | f(z)| <1 paratodo zen Q. &

Elrazonamiento que acabamos de ver en el Ejercicio 5 es, esencialmente, el procedimiento que se usa para
demostrar el siguiente imporante teorema, otro de los pilares del anélisis complejo.

Teorema 4 (Principio del médulo mdximo, primera version). Sea Q0 un dominio en el plano y f una funcion
holomorfa en Q. Si | f| alcanza su mdximo en un punto del dominio Q, entonces f es constante.

DEMOSTRACION. Una vez visto el Ejercicio 5, la demostracién es inmediata. Si |f(z)| < M para todo z € Q,
entonces la funcién g = f/M cumple las condiciones del ejercicio mencionado. Por tanto, si g (o, equivalente-
mente, f) no es constante, se cumple, de hecho, [g(z)| < 1, es decir, | f(z)| < M para todo z € Q. Por tanto, | f| no
alcanza su méaximo en (2, salvo que sea constante.

servaciones. icho en un lenguaje menos formal, el Principio del médulo maximo nos indica que la
Ob (1) Dich 1 f l, el P del médul d 1
grafica de la funcién | f| : Q — R, vista como subconjunto de R3 que se erige sobre el dominio Q en el plano, es
un “paisaje sin picos”.

(2) Es importante notar que si puede haber “valles” porque no tenemos un “Principio del médulo minimo”,
al menos no uno calcado al Principio del médulo méximo (sin condiciones adicionales). Por ejemplo, la funcién



f(z) = z que, obviamente, cumple |f(z)| = |z| = 0, alcanza su m6édulo minimo (cero) en el disco unidad, y
precisamente en el origen.

Para las funciones que tienen unas propiedades mds fuertes, existe una formulacién algo diferente del prin-
cipio del médulo maximo. El siguiente teorema se refiere al caso cuando f, aparte de ser holomorfa en un do-
minio acotado Q, es también continua en la clausura de Q y nos aporta més: no s6lo nos dice que la funcién
no alcanza su médulo méximo en el dominio sino que lo alcanza obligatoriamente en la frontera del dominio.

Teorema 5 (Principio del médulo mdximo, segunda version). Sea Q) un dominio acotado en el plano y f una
funcién holomorfa en Q y continua en su cierre Q). Entonces

mﬁélXIf(z)IzngSXIf(z)l.

Es decir, el modulo mdximo en este caso sélo se puede alcanzar en el borde del dominio si f no es constante. (Si
es constante, se alcanza trivialmente en todo Q.)

DEMOSTRACION. Obsérvese que, al ser continua, la funcién | f| alcanza su méximo en el conjunto compacto Q.
Si f no es constante, segiin el Teorema 4, el m6édulo méximo no se puede alcanzar en Q y, por tanto, se tiene
que alcanzar en 0Q2. ®

Observacién. Conviene notar que este resultado nos dice que si f es holomorfa en Q, un dominio acotado, y
continua en su cierre Q y |f(z)| < M para todo z € 69, entonces |f(z)| = M para todo z € Q. Usaremos este
detalle con frecuencia.

El siguiente ejercicio es un obvio modelo de pregunta de tipo test para un examen de esas caracteristicas.

Ejercicio 6. Sea D = {z : |z| < 1} el disco unidad y D su cierre. Sea [ una funcién no constante, f € A (D) N Cc(D).
Solo una de las siguientes situaciones es posible. ;Cudl de ellas?

(@|fl<3enD, f(0)=-3;

b)|fI<3enD, f(1)=3; .

©1fI<3enD, f(0)=3(5+5);

(d) Se cumple f(1/2) = 4; ademas, si x%+ y2 =1 entonces|f(x+iy)|=3.

SoLucION. Dado que f no es constante, debe alcanzar su maximo en el borde del dominio. En las condiciones
(@) y (c), la funcién estd acotada por 3 en médulo pero sus valores en los puntos indicados en el dominio
también son ntiimeros de médulo 3, lo cual contradice al Principio del médulo méximo (su segunda version,
Teorema 5). En el apartado (d), la situacién es atin peor porque la segunda condicién implica que |f| < 3 en
todo el disco (también por el Teorema 5) pero en un punto en el interior tiene médulo 4, lo cual es imposible.

Sin embargo, la situacién indicada en (b) es posible, siendo el punto z = 1 un punto del borde del dominio.
Un ejemplo concreto seria la funcion f(z) = z+2 que cumple las condiciones del apartado (b). ®

El siguiente ejercicio require un manejo delicado. Debido a su caracter “teérico”, también se puede omitir
en una primera lectura.

Ejercicio 7. Demuestre que si f es holomorfaenD y|f(z)| <1 - |z| para todo z € D, entonces f = 0.



SOLUCION. Si f es constante, digamos f = C, entonces |C| < 1 —|z| para todo z en D. Dejando que |z] — 17,
obtenemos |C| < 0 y se deduce que C =0, lo cual prueba la afirmacién del problema.

Nos queda ver que es imposible el caso de una funcién f no constante. La idea principal consiste en de-
mostrar que, bajo las hipotesis del problema, dado € > 0, se tiene que | f(z)| < € para todo z € D. Dejando que
€ — 0%, esto implicard que f =0 en D, lo cual estard en contradiccién con nuestras hipétesis. Para completar
esta reduccién al absurdo, s6lo nos queda hacer demostrar de forma rigurosa la afirmacién “para todo e >0y
para todo z € D se tiene que | f(2)| < &”.

Sea € > 0 arbitrario. Si |z|] > 1 — ¢, entonces por las hip6tesis del problema, | f(z)| < 1—|z| < €. Veamos qué
es lo que ocurre en el resto del disco, es decir, cuando |z| =1 —¢€. El conjunto K, = {z: |z| <1 —¢} es cerrado y
acotado y, por tanto, compacto asi que la funcién continua | f| alcanza en él su maximo:

rr}l(égIXIf(Z)I =f(2z0l,

para cierto zp € K. Si este maximo fuera = ¢, entonces el médulo méximo de | f| en D seria justo | f(zp)| ya que
en el resto f tiene médulo menor que €. Pero el Principio del médulo méximo (su primera versién, Teorema 4,
ya que la funcién no estd definida en el borde de D) nos dice que una funcién holomorfa y no constante no
puede alcanzar su médulo méximo en un punto del dominio (en este caso, no puede hacerlo en zp). Por lo

tanto, se sigue que
n}(f?lx If(2) <€,

£

asique |f(z)| < € para todo z € D. Esto completa la demostracién. m

Lema de Schwarz. Automorfismos del disco

Lema de Schwarz. El siguiente resultado es una consecuencia del Principio del médulo méaximo y resulta muy
util en la teoria de funciones analiticas en el disco unidad.

Teorema 6 (Lema de Schwarz). Sea f una funcion holomorfa en el disco unidad, D, que cumple las siguientes
condiciones: f(0) =0 y|f(z)| =1 para todo z enD. Entonces:

(@) |f(2)| < |z| para todo z € D.

M) 1f'0)=<1.
Si se cumple la igualdad en (a) para un z # 0 o en (b), entonces f es una rotacion: f(z) = A z para cierto niimero
A tal que|A| = 1.

DEMOSTRACION. Puesto que por hipotesis f(0) =0, al ser f diferenciable en el origen, se sigue que
lim /@ f(0).
z—0 ZzZ

Consideremos la funcién
¢(@) = 18 sio<lzl<1,
f'(0), siz=0.

Obviamente, g tiene una singularidad evitable en el origen (es holomorfa en D salvo en z = 0 y alli tiene limite
finito). Por el Teorema de la singularidad evitable de Riemann, g € #°(D).
Sea r un valor arbitrario tal que 0 < r <1 y consideremos un w arbitrario con |w| = r. Entonces

lg(w)| = lf(Tw)ls L.



Por el Teorema 5, se sigue que |g(2)| < %, paratodo z con |z| <.

Puesto que para cualquier z € D fijo podemos encontrar un r € (0,1) tal que |z| < r, por lo expuesto ten-
dremos también |g(z)| < % Manteniendo z fijo y dejando que r — 17, se sigue que |g(z)| < 1. Puesto que esto
se cumple para z € D arbitrario, se sigue que |g(z)| < 1 para todo z € D. Entonces, por la definicion de g, se
tiene la desigualdad | f (z)| < |z| para todo z € D\ {0}. Para z = 0 se cumple lo mismo por hipétesis: f(0) = 0. Esto
demuestra el apartado (a).

(b) Tanto si se cumple la igualdad en (a) para un z # 0: | f(2)| = |z| (es decir, |g(z)| = 1) o se cumple en (b):
|f'(0)| = |g(0)| = 1, concluimos que |g| alcanza su méaximo en un punto en D. Por el Teorema 4, se sigue que g
es constante, digamos g = A, con |A| = 1. Por tanto, f(z) = Az, para el mismo valor 1.

Observaciones. (1) Debido al resultado del Ejercicio 5, la hip6tesis “| f(z)| < 1 para todo z en D” en el Lema
de Schwarz es equivalente a la aparentemente mas fuerte “| f(z)| < 1 para todo z en D”. Por eso con frecuencia
también enunciamos el Lema de Schwarz tomando como hipétesis f(D) < D (es decir, si |z] < 1, entonces
| f(2)] < 1) pero es absolutamente indiferente cudl de las dos formulaciones se elige.

(2) Recordemos que, geométricamente, la multiplicacién de un nimero complejo por una constante fija
de médulo uno no altera su médulo, sélo su arguménto, suméandole un valor fijo. Por tanto, la funcién de
multiplicacién z— Az, con |1]| = 1, representa una rotacién en el plano.

(3) Obsérvese que el Lema de Schwarz es un “principio de automejora”: sabiendo que una funcién holo-
morfa estd acotada por uno (y algo mas), concluimos que automaticamente, en cada punto z, estd acotada
por una cantidad inferior a uno, a saber, por |z|. Eso también nos dice que, para cualquier funcién holomorfa,
acotada por uno y que fija el origen, la imagen de un disco de radio r y centrado en el origen est4 estrictamente
contenida en el mismo disco de radio r, sin tocar su borde (o sea, tal f es contractiva en un sentido estricto).
Véase la figura abajo.

Ejercicio 8. Supongamos que f € # (D), f(0) =0y|f(2)| < |z+3/2|, para todo z € D. Demuéstrese que|f(1/2)| < 1
y hdllense todas las funciones para las que se cumple la igualdad.

SOLUCION. Consideremos la funcién auxiliar

_ f@
Cz+3/2°

8(2)
Dado que z # —3/2 para todo z € D, g es holomorfa en D y, por hipétesis, cumple |g(z)| < 1 para todo z € D.

Ademas, g(0) = 0, asi que podemos aplicar el Lema de Schwarz a esta funcién para deducir que |g(z)| < |z| para
todo z € D; es decir, | f(z)| < |zl|z + 3/2|. En particular, para z = 1/2, se obtiene que | f(1/2)| < 1.
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Si se cumple la igualdad en | f(1/2)| < 1, esto significa que |g(1/2)| = 1/2 y, por tanto, tenemos la igualdad
en el Lema de Schwarz. Sabemos que esto s6lo es posible cuando g(z) = Az, |A| = 1, es decir, cuando f(z) =
Az(z+3/2),|A=1.m

Ejercicio 9. Supongamos que f € # (D) y cumple la desigualdad |z f (z)| < e¢# en D. Demuestre que entonces se
tiene la desigualdad mds fuerte | f (z)| < eR®? enD.

SOLUCION. (Conviene observar que la desigualdad es mads fuerte porque |z f(2)| < |f(z)| en D.)

Consideremos la funcién g dada por g(z) = zf(z)e . Es obvio que g € /(D) y, por hipétesis, |g(z)] < 1
para todo z € D, puesto que |e?| = e*®#. Por el Lema de Schwarz se sigue que |g(z)| < |z| para todo z € D. Por
tanto, |g(z)| <1 para todo z € D. Es decir, |z f (2)| < |zleReZ en D y, por tanto, | f(2)| < eRez paratodo ze€ D\{0}. La
desigualdad para z = 0 se sigue por continuidad, pasando al limite cuando z — 0.

Automorfismos del disco. Este afio no podremos cubrir el tema de las aplicaciones conformes en su integridad
pero, al menos, veremos unos elementos minimos a través del estudio de los automorfismos del disco. Dado
un dominio Q en el plano y una funcién f € #(Q), diremos que f es un automorfismo de Q si f es, ademads,
una funcién biyectiva.

En Variable Compleja es posible caracterizar todos los automorfismos de ciertos dominios planos. El caso
mads bésico es el de los automorfismos del disco. Ya hemos desarrollado suficientes herramientas para ocu-
parnos de este caso. Empezaremos con algunos ejemplos, uno obvio y el otro conocido de la primera hoja de
problemas de este curso (aunque el enunciado no se llegé a formular en estos términos).

Ejemplo 1. Sea A € C tal que |A| = 1. La rotacion Ry, definida en el disco unidad D como R)(z) = Az, es un
automorfismo de D: obviamente, es holomorfa en el disco y es fdcil comprobar que es tanto inyectiva como su-
prayectiva: por ejemplo, dado w con |w| < 1, existe z € D tal que Ry(z) = w, a saber, z = Aw (recordemos que
1=|A12 = AA), lo cual muestra que es sobreyectiva.

a-z
Ejercicio 10. Sea a € D y definamos la funcién ¢, en D como ¢4(z) = 1-2z Entonces ¢, es un automorfismo
-az

deD. Ademds, @, tiene las siguientes propiedades: ¢ 4(0) = a, @4(a) = 0 (intercambia el origen y el punto a, es
una involucion: ¢ 4(p4(2)) = z, para todo z € D . Ademds,

’(z>=—1_—'“'2 (@) = ——— 2)
a (1-az? Pa 1—lal"
P, \
Ca ®a
0 0
<p(l
D D

SOLUCION. Veamos primero que ¢, (D) c D. Debido a la cancelacién del término 2Re{az}, tenemos que

la-zI*> |1-azl*-|la-z> 1+|azl®—l|al*-|zI*> (1-l|a*)1-|z*)
l-a

1-lpa(2))>=1- = — = — = —
$a(2)] azl|? |1-az|? |1 -"az|? 11-az|?
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Dado que el denominador es positivo y 1 —|al® > 0, se sigue que
lpa(2)| <1 = 1—|(pa(z)|2>0<=> 1—|z|2>0<=>|z| <1.

Esto nos dice que ¢,(z) € D siy sélo si z € D; en particular, ¢,(D) < D.

Puede comprobarse directamente que ¢,(¢,(z)) = z. Es decir, ¢, es su propia inversa o lo que llamamos
una involucion. Por tanto, para cada w € D, el punto ¢,(w) € D es su preimagen por ¢, asi que ¢, es supra-
yectiva: ¢, (D) =D.

Sabiendo que ¢, es una involucién, es facil ver que ¢, es inyectiva porque de la condicién ¢,(z) = ¢4 (w)
se sigue que

Z2=@a(pa(2)) = @alpa(W)) = w.

Por supuesto, esto se puede comprobar también directamente. Lo dejamos como ejercicio facil.
Las férmulas (2) para la derivada se comprueban de forma rutinaria. m

Observacion. Es facil ver que la composicién de dos automorfismos es un automorfismo (de hecho, puede
verse que los automorfismos forman un grupo respecto a la operacién de composicién). Por lo expuesto, toda
transformaci6n de la forma

f(2) =Apa(2) = (Ryopa)(2), lal<l, [Al=1, 3)

es un automorfismo del disco. Dejamos como un ejercicio facil comprobar que la composicién en el orden
inverso, ¢, © R) también tiene la misma forma, R, o ¢, para ciertos u con |u| = 1y b € D convenientemente
elegidos. Ahora veremos que no existe ningtin otro tipo de automorfismo del disco.

Teorema 7. Todo automorfismo del disco unidadD es de la forma (3) para ciertosay A con|A|=1ylal <1.

DEMOSTRACION. Sea f un automorfismo de D. Para demostrar que tiene la forma que se afirma en el teorema,
buscamos el tinico cero posible de f. Puesto que f : D — D es sobreyectiva, existe a € D tal que f(a) = 0.
Consideremos la composicién g = f o ¢,. (Esta técnica es muy comun y conviene tenerla en cuenta para sus
aplicaciones en diversos ejercicios donde se “mueven” los puntos en el disco de forma conveniente.) Entonces
ge A (D), g : D— Dy, ademéds, g(0) = f(@4(0)) = f(a) = 0. Por tanto, g cumple las condiciones del Lema de
Schwarz. Por tanto, |g'(0)| < 1.

Puesto que g es un automorfismo del disco, es inmediato que su funcién inversa h = g~! : D — D también
lo es. Es claro que h es biyectiva pero ;por qué es holomorfa en D? Porque asi nos lo dice el Teorema de la
aplicacion inversa visto antes (y, para poder aplicarlo, necesitamos otro teorema no visto pero mencionado en
estos apuntes: la derivada de una funcién holomorfa e inyectiva no se anula). Puesto que %(0) = 0, aplicando
de nuevo el Lema de Schwarz se sigue que |h'(0)| < 1. Por el Teorema de la aplicacion inversa,

1>|h'(0)] =

’

g'(0)
luego |g'(0)| = 1, asi que se cumple la igualdad en Schwarz. Por tanto, g es una rotacion: g(z) = Az, |A| = 1, para
todo z € D, es decir, f(¢p,(z)) = Az. Puesto que ¢, es una involucién, aplicando la dltima férmula a ¢,(z) en
lugar de z, obtenemos

f(2) = f(@9al@a(2)) = Apa(2). u

Preparado por Dragan Vukoti¢, coordinador de la asignatura en 2019-20, con la ayuda técnica del Prof.
José Pedro Moreno
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