Variable Compleja I CuRso0 2019-20, UAM

SOLUCIONES/INDICACIONES: HOJA 8 (PROBLEMAS 95-98)

95) Calcule las siguientes integrales:
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sabiendo que en (ii) Y es un contorno (orientado positivamente) alrededor del origen y n es un niimero
natural.

SOLUCION. (i) Ya sabemos del Problema 92 que las singularidades aisladas de f(z) = 1—1:ozsz son zy = 2wk, k €

Zy el residuo en cada una de ellas es Res(f; zx) = 2. Ninguna de las singularidades esta en la circunferencia
{z : |z| = 1} (por tanto, f es integrable alli, por ser holomorfa y, en particular, continua) y s6lo una de ellas:
zp = 0 estd dentro de la circunferencia. Por el Teorema de los residuos (o por la Férmula integral de Cauchy),
se sigue que

1+2z
f ——dz=2niRes(f;0) =4ni.
IzI=1 1 —cosz

(ii) La tinica singularidad del integrando f(z) = z"e'/? es z = 0, puesto que f es derivable en los demas

puntos en virtud de la regla del producto y la regla de la cadena. El desarrollo en serie de Laurent en la
corona {z : 0 < |z| < +oo} se obtiene a partir del desarrollo de Taylor de la funcién exponencial:
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De la serie de Laurent obtenida se desprende que Res(f;0) = m [

96) Calcule las siguientes integrales trigonométricas usando la integracién sobre la circunferencia unidad y
la férmula integral de Cauchy (o el teorema de los residuos):

)fzn L b) fﬂ i " >0
a —dt, = , a>0.
0 2+cost 0o a+sen?0 i2+a

SoLUCION. En ambos apartados, podemos aplicar el método ya explicado en los apuntes sobre el Teorema
de los residuos y sus aplicaciones (entrega 8), en el texto previo al Ejercicio 4 y en el desarrollo de dicho
ejercicio, donde la integral real sobre el intervalo [0,27] se convirte en la integral compleja sobre T, la cir-
cunferencia unidad con orientacién positiva. Escribiendo cada punto z € T con |z| = 1 como

z=e''=cost+isent, 0<t<2m,
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a) La integral se convierte en

—dz
obtenemos dt = 57y
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donde a = -2 - /3y b = -2+ /3. Sélo uno de los polos del integrando, z = b, estd dentro de T ya que
lal=2++/3>2>1y|b|=2-+/3< 1. Por tanto, podemos aplicar tanto la Férmula integral de Cauchy como
el Teorema de los residuos para concluir que
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El apartado b) es similar. m

97) Use el contorno adecuado y el teorema de los residuos para deducir las siguientes férmulas:
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SOLUCION. Seguimos el método de los ejercicios 5 y 6 de los apuntes. La segunda integral es muy similar y
mas fAcil, asi que s6lo repasaremos la primera. Consideraremos la funcién racional
2

J@= T

cuyo denominador se anula en las raices de la ecuacién z* + 81 = 0, que son las raices cuartas del niimero
—81 =3%e™ (jlos primeros temas no se deben olvidar!). Por tanto, son los siguiente valores:

' 3 1 _ - smija _ _ 3 - Tmija _ 3 -
z1=3"" = _(1+1), zp =36 —(=1+1), z3=3e =———(1+1i), z1=3e =—01-1).
V2 \/E V2 V2
Todos estos ceros del denominador son polos simples de f.
Como en los apuntes, es conveniente escoger el contorno més habitual, ygp = [-R,R] U C : R, siendo Cpg

la semicircunferencia desde R hasta —R, recorrida una sola vez y situada en el semiplano superior. En el
dominio interior a yg s6lo se encuentran dos de los polos: z; y 2, v, por el Teorema de los residuos:

f f(2)dz =2mi(Res(f;21) +Res(f;22)) .
YR

Usando un lema formulado al final de los apuntes sobre las integrales de linea y las estimaciones para ellas,
cuando f es una funcién racional con el grado del denominador, al menos, el grado del numerador més
dos, como es el caso, se sigue que

lim f(2)dz=0.
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Por tanto, concluimos que
fm RIS fdz= lim | f()dz=2ni(Res(f;z1) +Res(f;22)
= z)dz= z)dz= ¥ ;22)) .
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Recordando que f(z) = , los residuos en los polos simples z; y 2, se calculan

(z-21)(z~ 22)(z— 23) (2~ 23)
de forma habitual, por ejemplo:
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Res(f;z1) = lim
2=z (z—22)(z2— z3) (2 — Zs) (21 — 22) (21 — 23) (21 — 23)

etc. Omitimos los detalles.
Por supuesto, también se puede elegir un contorno con la semicircunferencia contenida en el semiplano
inferior, dentro del cual estdn sélo los polos z3 y z4. Los cédlculos son similares. ®

+too cosxdx

98) Demuestre que —
-0 X°+1

SoruciON. El método de resolucién de este ejercicio es el mismo que el utilizado en los ejercicios 7y 8 de

los apuntes sobre el Teorema de los residuos y sus aplicaciones (entrega 8). Hay que integrar la funcién

b2
= —, justificando la respuesta detalladamente.
e

J@)= 22+1

sobre el contorno yx habitual. B
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