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1.

SEGUNDO EXAMEN PARCIAL, MAYO DE 2016

SOLUCIONES

[2,5 puntos] Determine el nimero de ceros de la funcién f(z) = 2z8 — ¢~ en el disco unidad
D={zeC: |z| <1}.

SOLUCION. Sean F(z) = 228 y G(z) = e*~!. Ambas funciones son holomorfas en un dominio que
contiene a D (de hecho, lo son en todo el plano) y en la frontera del disco unidad cumplen la
desigualdad estricta

1G(2)| = ef* 1 <el™l =1 <2=2|2% = |F(2)|

ya que Re z < |z| = 1 en la circunferencia unidad. Se cumplen las condiciones del teorema de
Rouché que nos dice que las funciones f = F— Gy F tienen el mismo ntmero de ceros en D,
que es 8 (ya que F tiene en el origen un cero de orden 8). m

[2,5 puntos] Determine todas las funciones f holomorfas en el disco unidad y tales que

para todo neN.
. e 1 . 1.
SOLUCION. Escribiendo =7 = z5,, despejamos n y luego

1 1-2z, 1
n=—-1= , — .

De aqui obtenemos que
z
— eanil

1
n

e

Debido a la condicién del enunciado que cumple f, esto nos dice que las funciones f(z) y
g(z) = e=1 coinciden en la sucesion z, = ﬁ que tiende a 0 € D. Segun el teorema de unicidad,
f=genD,asique

f(2) = er1. m

[2 puntos] Sea f una funcion entera (holomorfa en todo el plano) que cumple
Ref(z) <0 paratodo =zeC.

Demuestre que f es constante.



SOLUCION. Consideremos la funcién g = e/ que es entera al ser la composicién de dos enteras.

Ademas, cumple
1g(2)| = e/ = efeSE < 0 =1,

Por el teorema de Liouville, g = cte, digamos g = C. Esto nos dice que e/? = C para todo z. Por
tanto, en cada punto z del plano se cumple

f(z) =In|C| + (argC +2mn) i

para cierto n € Z. Son infinitos valores pero aislados. Debido a la continuidad de f, ésta no
puede tomar uno de ellos en un punto y otro en otro. Por tanto, existe un ng € Z tal que

f(z) =In|C|+i(argC + 27 ny),
asi que f es constante. m
[3 puntos] Consideremos la funcién

flz)=2sen(1/2%),  z#0.

(a) Desarrolle la funcién f en serie de Laurent en C \ {0}.

(b) Sea y la circunferencia unidad con orientacién antihoraria. Utilice el teorema de los residuos
para calcular la integral

f f(2)dz.
Y
SOLUCION. (a) Primero, recordemos el desarrollo del seno en serie de Taylor:
w® wd w’
senw=w——+———+..., wecC.
3! 5! 7!

Sustituyento w = L, z#0, obtenemos
Z

1 1 1 N 1 1 N £0
sen— = — — — - cees z#0.
z2  z2 625 120210 504024
Finalmente, multiplicando por z° obtenemos:
1 1 1
f(2)=2sen(1/2%) =2° - — z2#0,

+ - +..,
6z 120z° 50402°
la serie de Laurent de f en C\ {0}.

(b) Obviamente, la tinica singularidad que tiene f en el interior de la curva y es z = 0. Recordan-
do que el residuo en z = 0 es el coeficiente de la serie correspondiente al término %, obtenemos
que Res (f;0) = —%. Segun el teorema de los residuos,

i

ff(z)dZZZHiRes(f;O):—_. -
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