Variable Compleja I (Curs0 2022-23, Universidad Auténoma de Madrid)

Apuntes detallados, con ejemplos y ejercicios resueltos

Series de potencias

Definicién. Sean c€ C, a, € C, n = 0. Lasuma infinita }_3° ; a,(z— ¢)" se denomina serie de potencias
(centrada en z = ¢). Los nimeros a; son los coeficientes de la serie.

Mencionamos algunos ejemplos.

= Cada polinomio de z de grado N es una serie de potencias, donde a, = 0 para todo n > N.
Por eso las series de potencias representan una generalizaciéon de los polinomios (y en estos
apuntes veremos que en varios aspectos se comportan de manera similar).

n . . .
n Y 2% =z+2z°+2"+ 2%+ 2'% +... es una serie de potencias centrada en el origen (¢ = 0), con

ar =1para k=2"y a;r =0 cuando k #2".

= Por supuesto, la suma puede empezar desde otro valor de n, distinto de cero (considerando los
coeficientes iniciales a; = 0), por ejemplo,

- Vn

————(2+20)".
n=s (n—1)(n-2)

En este caso, ¢ = —2i mientras que ap = a; = az = 0.

» Es importante observar que Y57 _,(z—-1)" = ﬁ +1+(z—-1)+(z—1)?+... no es una serie de

potencias centrada en ¢ = 1, debido a la presencia del término (z —1)~!. (Advertencia: eso no
significa que la suma no pueda escribirse como una serie de potencias centrada en otro punto,
pero eso ya es un asunto diferente que trataremos en otro capitulo.)

Para una serie de potencias, se plantean varias preguntas naturales: para qué valores de z con-
verge, en qué sentido converge, si representa una funcién continua o diferenciable en el dominio de
convergencia, etc. Como veremos mds adelante, las series de potencias serdn nuestro ejemplo prin-
cipal de funciones holomorfas en discos abiertos. Aunque parezca muy sorprendente, el reciproco
también es cierto: veremos que, de hecho, toda funcién holomorfa es localmente (en cierto disco)
igual a una serie de potencias.

Convergencia de series de potencias

Es obvio que Y97 a,(z — ¢)" converge (absolutamente) para z = ¢, siendo la suma ay. ;Converge
para algun otro valor de z? Nuestra primera tarea es determinar esos valores, si los hubiera. La res-
puesta viene dada por el siguiente teorema fundamental que debemos al matematico noruego Niels
H. Abel (1802-1829).



Teorema. (Abel) Dada la serie de potencias }.7” ) a,(z—¢)", existe un tinico valor R € [0, +o0] tal que
la serie:

- converge absolutamente cuando |z - ¢| < R;

- converge uniformemente en cada disco cerrado D(c;r)=1{z: |z—c|<r},donde r <R (equiva-
lentemente, converge uniformemente en cada subconjunto compacto K € D(c; R));

- diverge cuando |z —c| > R.

Cuando cuando R = 400, hay que interpretar esta afirmacion entendiendo que la serie converge
absolutamente para todo z y uniformemente en cada disco cerrado de radio finito. En el caso R =0,
entendemos que s6lo converge (y absolutamente) cuando z = c.

El valor de R viene dado por la férmula de Cauchy-Hadamard:

1 1
=liminf ———,

R= 1/ 1/
limsup,,_la,|t’" n—oo |a,[l/n

entendiendo que 1/ +00 =0y 1/0" = +oo. (Por supuesto, con frecuencia usaremos también la nota-
cion alternativa lim para denotar al limsup.)

Definicion. El disco D(c;R) = {z € C: |z - c| < R} se denomina disco de convergencia de la serie de
potencias y el valor R (finito o infinito) radio de convergencia. (Obviamente, es un verdadero disco
s6lo cuando 0 < R < +o0; cuando R = 0, laregion de convergencia es s6lo el punto cy, cuando R = +oo,
se trata de todo el plano.)

DEMOSTRACION. L] Existen diferentes pruebas. Presentamos una de ellas. Hay que discutir dos casos
diferentes: R=0y R > 0.

(1) Primero, consideremos el caso cuando R = 0. No existen puntos tales que |z —c| < 0 = R, asi
que s6lo hay que demostrar que la serie }.7” ) a,(z—c)" diverge para todo z con |z - c| > 0, es decir,
para todo z # c. Sea z arbitrario con z # c. Puesto que, por hipétesis, 0 = R = 1/(limsup,,_., Ianll/”),
es decir, limsup,,_. Ianll/” = +00, se sigue que existen infinitos indices k € N tales que Iakll/k > ﬁ
Entonces para cada uno de esos valores de k tenemos que |ax(z — o)k > ﬁ -|z—=c|* = 1. Por tanto,
el término general, a,(z—c)" de nuestra serie no puede tender a cero cuando n — oo, asi que la serie
diverge.

(2) Consideremos ahora el caso 0 < R < +oo. Para r arbitrario tal que 0 < r < R, veamos que
Y2 o an(z—c)" converge absoluta y uniformemente en el disco cerrado D(c;r)=1{z: |z—c| < r}, para
0 < r < R. En primer lugar, existe p tal que r < p < R. Puesto que, por hipétesis, limsup,,_. |a,|'/" =
1/R < 1/p, por la definicion del limite superior, existe NV € N tal que la, V" < 1/p para todo n = N.
Entonces

r n
Ian(z—c)”lzIanllz—c|”<(—) , paratodon=N.
o

n
Puesto que 0 < r/p < 1, la serie geométrica ), (%) converge. Por el criterio de Weierstrass, la serie de

potencias Y37, an(zo — c)" converge absoluta y uniformemente en D(c;r) ={z: |z—c| < r}. Puesto
que esto se cumple para todo r con 0 < r < R, se sigue que la serie de potencias converge absoluta-
mente en todo el disco abierto D(c; R).



Finalmente, comprobaremos que la serie diverge cuando 0 < R < +ooy|z—c| > R. Sea z un niime-
ro arbitrario con esta propiedad y elijamos un valor r tal que |z—¢| > r > R. Entonces 1/r < 1/R Yy, por
la definicion del limite superior, existe un conjunto infinito de indices k € N tales que Iakll/ ks1/r.
Para cada uno de esos valores de k obtenemos que

k
k |z—c|
lax(z—¢c)"|>|——| — o0, k — oo,
r

lo cual significa que el término general de nuestra serie de potencias no tiende a cero cuando n — co.
Por tanto, la serie diverge.

Observaciones.

1. El teorema de Abel nos da una nueva perspectiva -mas general- de las series de potencias reales,
vistas en Calculo I: 357, a,(x - ¢)", con ¢, a, € R. Esas series son, obviamente, un caso especial de
las series de potencias complejas. Para z € C, convergen tipicamente en un disco D(c; R) pero, para
x € R, convergen en un intervalo abierto (c — R, c + R) de la recta real. Hay que darse cuenta de que
(c—R,c+R) = D(c; R)nR. Por tanto, el teorema aqui visto es una generalizacion del resultado visto en
Célculo I.

2. El teorema de Abel no indica nada acerca de la convergencia o divergencia en la circunferencia
|z —c| = R de centro c y radio R, ya que caben todas las posibilidades: convergencia en toda la cir-
cunferencia, divergencia en cada punto de la circunferencia, convergencia en algunos puntos de la
circunferencia y divergencia en el resto. En particular, si sabemos que la serie converge en un punto
de la circunfernecia, no podemos deducir que converja en ningtn otro punto de la circunferencia.
De momento, no tenemos muchas herramientas técnicas para estudiar este fenémeno (algunas se
veran en Variable Compleja Il y otros requieren conocimientos mds avanzados), pero en estos apun-
tes veremos un par de ejemplos simples para ilustrar algunas de las posibles diferentes situaciones.

Célculo del radio de series de potencias

Veremos a continuacion ejemplos de célculo del radio de convergencia para distintas series de
potencias.

n
, . . , , <
Ejercicio 1. Determine el radio de convergencia de la serie funcional }.57, —, a €R.
n

SOLUCION. Se trata de la serie de potencias centrada en el origen (¢ = 0) y con los coeficientes a, =
1

—. Calcularemos su radio de convergencia usando la férmula de Cauchy-Hadamard.

n

Recordando el limite bésico lim,_, ¥/7 = 1, conocido del curso de Calculo, vemos que

1 1 1
R= - T == Z =10 = 1.
limsup,,_.oo lapl'’"  limsup,_ (¥n)* 1¢

Por tanto, se sigue que el radio de convergencia es siempre R = 1, independiente del valor del paré-
metro real a. [




En particular, el ejemplo anterior nos muestra que tanto la serie geométrica .77, z" como las

n
3 Z . . . . s
series }. 00, —, Y00, n?z" todas tienen radio de convergencia uno. Para la serie geométrica, eso ya
n
lo habiamos averiguado en la anterior entrega de apuntes, aplicando métodos directos.

El siguiente ejercicio nos muestra como tratar un caso de serie de potencias con muchos coefi-
cientes nulos.

o0
. ° e . . . . i
Ejercicio 2. Calcule el radio de convergencia de la serie de potencias ). z'".
n=0

SOLUCION. Observemos primero que el coeficiente ay de la serie es no nulo si y sélo si k = n!. Por lo

tanto,
= 1, sik=n!
k=Y 0, sik#n!

Dado que todos los términos de la sucesion (ak)i":1 son 0 6 1, ninguna subsucesion de dicha sucesion
puede converger a un valor mayor que 1, luego limsup,_ . |ax|"’* < 1. Puesto que la subsucesién
(am);., converge a 1, se sigue que

limsuplakll/k =1.
k—o00

Finalmente, aplicando la férmula de Cauchy-Hadamard, obtenemos R=1. l

(e,0)
Ejercicio 3. Calcule el radio de convergencia de la serie de potencias Y (—2i) ngn’,
n=0

SOLUCION. Observemos primero que el coeficiente ay de la serie es no nulo siy sélo si k = n3y que
en este caso n = k3. Asi obtenemos la siguiente férmula para el coeficiente k-ésimo y su médulo:

. 7.1/3 . 1/3 .
g _{ (=20)%", sik=n3, a |—{ 2K sik=nd,
k 0, sik#nd k 0, sik#nd
Luego
1/3 —2/3
limsuplaklllk = 1im 2% 770 = 1im 2K =20 =1,
k—o0 k—o0 k—o0

Finalmente, aplicando la férmula de Cauchy-Hadamard, obtenemos R=1.

Observacion. La formula para el radio no permite una aplicacién inmediata para las series de poten-
cias cuyos coeficientes contienen factoriales; en esos casos, hay que trabajar mas si se quiere usar la
férmula de Cauchy-Hadamard. Aqui es muy relevante la férmula de Stirling:

ny\n
n! ~ Znn(—) , n— oo,
e



conocida de los cursos de Cdlculo y Probabilidad. Recordemos que, para las sucesiones x,, y, >0, la
.. .. . Xn
notacioén x, ~ y,, n — oo significa que lim;_.,, — =1.

n
El siguiente resultado del célculo es sencillo pero no siempre se ve en los cursos basicos. Por ello
incluimos una demostracion aqui.

Lema. Si x,, ~ y,, cuando n — oo, entonces {/x;,, ~ {/V,, n — oo.
DEMOSTRACION. [] Sea € > 0 arbitrario. Por hipétesis, existe N € N tal que para todo n = N tenemos

X X
l-e< L <l+¢gasique V1i—€< {l/—n < V1+¢€. Dado que 1+¢ > 1, se sigue que V1+e<1+e.
Yn

Yn
También de 1 — € < 1 se sigue que V'1—¢ > 1—¢. Por lo tanto,
Yx
l-€e< "cl+e
n yn
para todo n = N. Esto prueba la afirmacién del Lema. [ |

Veamos ahora un ejemplo muy importante donde podemos usar estas herramientas.

o g
Ejercicio 4. Calcule el radio de convergencia de la serie de potencias ). -
n=0_1.

SOLUCION. De laférmula de Stirling y del Lema anterior se desprende que
n n n
m)V" ~ B 2n Bm—, n— oo,
e

lo cual implica que el radio de convergencia de la serie es +co. Por tanto, la serie dada converge
absolutamente en todo el plano complejo y uniformemente en cada disco cerrado, segtin el Teorema
de Abel. Esta serie es muy importante en las Matematicas y volveremos a hablar de ella en breve ya
que, como es de esperar, nos dard otra férmula para la funcién exponencial compleja. |

Una férmula alternativa para el radio de convergencia. Recordemos el siguiente hecho conocido
del célculo elemental: para toda sucesion (c,), de nimeros positivos se cumple la desigualdad

Cn+1

. . oCn+l .. . ;
liminf <liminf {/c;, <limsup {/c;, <limsup
n—oco  Cy n—oo n—00 n—oo Cp

Por tanto, si existe lim;;—.o == ‘r+l Jas cuatro cantidades coinciden y limj, oo =2 Gl = 1{m,, oo {/c,. Como
consecuencia, en el caso cuanndo a, # 0paratodo n (o paratodon = N)y cuando el limite del cociente
existe, tenemos la siguiente férmula alternativa (también llamada la férmula del cociente) para el
radio de convergencia.

Teorema. (Formula de Hadamard). Si a, # 0 para todo n = N y existe cualquiera de los limites que
aparecen en la féormula abajo (como limite finito o infinito), el radio de convergencia de la serie de
potencias }97 , a,(z—c)" es

1
R=————=1im

2 a n—oo
limy, oo | 7224

an

an+1




Ejercicio 5. Calcule el radio de convergencia y la suma de las serie de potencias Y5, n(n+1)z".

SOLUCION. Calculamos facilmente el radio de convergencia por la férmula de Hadamard:

1
R=—————=1im

- a n—oo
lim,, oo | 2L

1
— lim M:L m
n—oo (n+1)(n+2)

an+1

Observacion. Es importante notar que esta férmula no es aplicable a las series que tienen una canti-
dad infinita de coeficientes nulos, como la del Ejercicio 2. Sin embargo, es muy eficaz para las series
cuyos coeficientes contienen factoriales u otros términos que permitan cancelaciones, como las del
Ejercicio 1 o la de nuestro siguiente ejemplo.

Zi’l

o0 o0
Ejercicio 6. Calcule el radio de convergencia de cada una de las series de potencias ). — Y. nlz".
n=0 . n=0

SOLUCION. En el primer caso, segtin la férmula de Hadamard y después de la cancelacion,

1
|
R=lim —2% — = lim (n+1) = +oo.
n—oo 1 n—oo
(n+1)!

Por tanto, la serie dada converge absolutamente en todo el plano complejo y uniformemente en cada
disco cerrado, segiin el Teorema de Abel. Esta serie es muy importante en las Matematicas y volvere-
mos a hablar de ella en breve.

En el segundo caso, gracias a cancelaciones similares, vemos facilmente que R = 0. Por tanto, la serie

o0
de potencias Y n!z" no es de mucho interés, dado que sélo converge para z = 0. [ |
n=0

Comportamiento de una serie de potencias en el borde del disco de convergencia

Como ya comentamos antes, el Teorema de Abel no nos proporciona ninguna informacién acerca
de la convergencia en el borde del disco de convergencia, s6lo dentro o fuera de él. La razén es que
en los puntos de la frontera del disco (la circunferencia {z : |z — c| = R} cualquier situacion es posible.

En este curso no disponemos de suficientes herramientas para analizar muchas posibilidades
de este comportamiento en la frontera, asi que s6lo daremos unos pocos ejemplos para ilustrar la
variedad existente. Empezaremos con las dos posibilidades radicalmente distintas: divergencia en
cada punto de la circunferencia y convergencia en cada punto de la misma.

Ejercicio 7. Discuta la convergencia de la serie de potencias Y5, z" en el borde de su disco de conver-
gencia.



SoLUCION. []De nuevo, es una serie de potencias centrada en el origen (c = 0), con los coeficientes
an = 1; de hecho, es la conocida serie geométrica que constituye el caso especial a = 0 del Ejerci-
cio 1. La férmula de Cauchy-Hadamard en este caso implica también que R = 1. Por tanto, la serie
converge absolutamente en el disco unidad D = {z : |z| < 1} y diverge para |z| > 1. Ademads, converge
uniformemente en cualquier disco cerrado {z: |z| < r} con 0 < r < 1Y, por tanto, en cualquier K € D.
En realidad, todos estos hechos ya son conocidos de la entrega anterior de apuntes sobre la conver-
gencia de sucesiones y series funcionales, donde fueron probados directamente. En otras palabras,
en este ejemplo no es estrictamente necesario aplicar férmula de Cauchy-Hadamard; simplemente,
su uso nos confirma la informacién que ya teniamos antes.

Veamos ahora la cuestion que nos interesa: la convergencia o no de nuestra serie geométrica en la
circunferencia unidad {z: |z| = 1}. Recordemos también de la entrega anterior de apuntes que la
serie geométrica diverge en todos los puntos de la circunferencia. En efecto, si |z| = 1, entonces o
bien z" — 1 (si z=1) o bien z” diverge (en el caso contrario) por un ejercicio ya conocido. Por tanto,
el término general de la serie, z” / 0 en la circunferencia cuando n — oo, luego la serie diverge alli.
Una observacion final. Las sumas parciales de nuestra serie geométrica son

N ]._ZN+1 1
Sny=) z"= — ,  N-—oo.

Aunque la suma tiene sentido para todo z # 1, la serie geométrica so6lo coincide con ella en D, el

-z
disco unidad abierto, y no puede ser convergente en ningtin punto de la circunferencia unidad.

n

. . . . <
Ejercicio 8. Analice la convergencia de la serie funcional ¥ .77 | —.
n

SOLUCION. Se trata de una serie de potencias centrada en el origen (¢ = 0), con los coeficientes
an=.

La férmula de Cauchy-Hadamard implica que R = 1 (usando el limite bédsico lim,,—., {/n = 1 conocido
del curso de Célculo). Por tanto, la serie de potencias dada converge absolutamente en el disco unidad

D ={z: |z| <1} ydiverge para |z| > 1.
Zi’l
De hecho, es fécil ver que la serie 3.7 | — converge uniformemente en todo el disco unidad cerrado
n " )
<—yla

D = {z: |z| < 1} debido al Criterio de Weierstrass, ya que para n = 1 alli se tiene que <=
n

n2

3 [e.0]
serie Y77, —3 converge.
Zl’l
Una ultima observacion: las sumas parciales Sy (z) = Z],Ll — son funciones polinémicasy, por tanto,
n
continuas en el disco unidad cerrado, D. Por tanto, la convergencia uniforme de la serie implica que la
suma de la serie de potencias (sin entrar en el asunto de intentar calcularla) es una funcién continua

enD = {z: |z| <1}. Méas adelante, seremos capaces de calcular dicha suma de forma explicita. [ ]

Existen otros ejemplos, bastante mds complicados donde el comportamiento en el borde del dis-
co de convergencia varia de un punto a otro. Sin embargo, muchos de ellos requieren resultados
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tedricos adicionales que superan el nivel de este curso (o incluso el del curso optativo de Variable
Compleja II) y, por tanto, no los podemos tratar aqui.

Para ver otro ejemplo relativamente elemental, necesitaremos primero recordar el siguiente re-
sultado, conocido de los cursos de Célculo.

Teorema. (Criterio de Abel-Dirichlet) Supongamos que la sucesion (a,)}., de nimeros complejos y
(bn)}., de nameros reales cumplen las siguientes condiciones:

(1) Las sumas parciales A, = ZZ:O a;. forman una sucesion acotada;

(2) (by)y, es decreciente y lim,,_.o b;, = 0.
Entonces la serie .07 ) a, b, converge.

No es dificil dar una demostracion de este resultado usando el Criterio de Cauchy pero la omiti-
remos aqui. Como caso especial del teorema, observando que la sucesiéon A, =Y. Z:o(_l)k es acotada
(al tomar s6lo dos valores posibles: 1y 0), obtenemos el siguiente resultado conocido de los cursos de
Célculo.

Teorema. (Criterio de Leibniz) Supongamos que la sucesion (b)), de nimeros reales es decreciente
y que, ademads, satisface la condicién lim;, .o, b, = 0. Entonces la serie alternada } 7" ,(-1)"b,, con-
verge.

Ejercicio 9. Supongamos que el radio de convergencia de la serie de potencias Y5 b,z" es 1y que,
ademds, (by)S,., es decreciente y limy_., by, = 0.

(a) Demuestre que la serie .5 , b, z" converge en cada punto z con |z| = 1 salvo, posiblemente, en
z=1.

(b) Demuestre, dando un ejemplo concreto, que una serie de este tipo puede ser divergenteen z = 1.

SOLUCION. (a) Sea z fijo con |z|] =1, z # 1. Podemos aplicar el Criterio de Abel-Dirichlet eligiendo
a, = z", puesto que

1+|2" 2
-z [1-z

|An| =

'1_Zn+1

1-2z

n
> ak
k=0

n
3
k=0

Y, por tanto, la sucesién (A;) estd acotada por un nimero fijo. Se sigue que Y5 b,z" converge para
todo zcon|z|=1, z#1.
(b) El ejemplo de la serie
[e.°] n
z 1
Z —, conb,=—
n=0 1 n
(siendo b, decreciente y convergente a cero) muestra que una serie con las caracteristicas exigidas
puede ser divergente para z = 1, puesto que en ese punto se convierte en la conocida serie armoénica,

1
o0
n=0 ; u




Operaciones algebraicas con series de potencias

Veremos ahora que dos series de potencias, centradas en el mismo punto, se pueden sumar y
multiplicar, interpretando la suma y el producto de manera adecuada. El caso de la suma es més
inmediato.

Proposicion. Si las series de potencias Y07, an(z—c)"y X5, bn(z—c)" tienenradios de convergen-
cia R, y Ry, respectivamente, entonces el radio de convergencia de la serie Y97 (a, + b,)(z — ¢)" es,
por lo menos, R = min{R,, Rp} y, ademads, se cumple

(an+bp)(z—=0)"=) an(z—c)"+ ) bulz—0)" @

n=0 n=0 n=0

para todo z € D(c; R).

Observacion. El enunciado dice “por lo menos” porque es posible que el radio de la serie para la suma
sea mds grande.

Por ejemplo, cuando R, < +ooy b, = —ay, tenemos R, = Ry, (por la férmula de Cauchy-Hadamard)
pero la suma es la serie cuyos coeficientes son todos idénticamente nulos y, por tanto, converge en
todo el plano.

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad, podemos considerar sélo el caso cuando R, < Ry, (y, por
tanto, R = R,), siendo el otro caso completamente andlogo. En este caso, ambas series convergen en
D(c; R) y las sumas parciales claramente cumplen la desigualdad

N N N (o) 00

Y an+bn)(z=0)"< ) lan(z—=0)"|+ Y Ibp(z—=0)"|< Y lan(z— )"+ Y Iba(z—0)"l,

n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
para todo N € Ny todo z € D(c;R) (porque las series de potencias dadas convergen absolutamen-
te en D(c; R)), lo cual demuestra que, para z € D(c; R) fijo, converge la serie de términos positivos
Y52 ol(an+by)(z—c)"|. Por definicién, eso significa que la serie compleja Y5> (a, + by)(z—¢)" con-
verge absolutamente en D(c; R).

Una vez establecida la convergencia de la serie correspondiente a la suma, tomando el limite

cuando N — oo en la igualdad obvia:

N N N
(an+bp)(z—0)"= ) an(z—0)"+)_ bulz—c)",
n=0 n=0 n=0

se sigue la conclusion (1). |

Ejercicio 10. Determine el disco de convergencia de cada una de las series de potencias

Y 2" Y (="
n=0 n=0

y calcule la suma de estas series, determinando su radio de convergencia.
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SOLUCION. La segunda serie es, en efecto, una serie de potencias porque

Y (-2)"=) (-D"Z",
n=0 n=0

asi que a, = (—1)". Por la proposicién anterior, la suma de nuestras series es

L

(—2)" = Z(1+( DMz =Y 22 =201+ 22 +2*+ 25 +..),
k=0

||M8

yaque 1+ (-1)" =0para nimpary 1+ (—1)" =2 cuando n es par: n =2k, ke N.

El radio de convergencia de esta nueva serie es, por lo menos, uno (por la proposicién anterior) y es
facil establecer que es exactamente uno por la férmula de Cauchy-Hadamard, con una cuenta muy
parecida a la del Ejercicio 2.

Alternativamente, basta observar que la serie obtenida es una geométrica con razon z2 y, por tanto,
converge s6lo cuando |z|2 < 1, esto es, en el disco unidad. Ademas, usando la formula para la suma

de una serie geométrica, es ficil ver que la suma de la serie obtenida arriba es T para los valores
-z

dezcon|z|<1.1

El producto de dos series de potencias es mas delicado. Existen varias maneras de definir algin
tipo de “producto” de dos series de potencias (el de Cauchy, el de Hadamard - o la convolucién- y
otros) pero el que nos interesa es el producto de Cauchy de dos series, que se corresponde de manera
natural con el producto de las funciones definidas por las series en cuestion.

El concepto de producto de Cauchy, de hecho, tiene sentido para dos series numéricas pero in-
cluso este caso bdsico estd motivado por las series de potencias. Ademds, una vez demostrado for-
malmente, jse aplica a ellas! El siguiente teorema se debe al matemaético polaco-aleman Franz (Fran-
ciszek) Mertens (Prusia, 1840 - Viena, 1927). El resultado que enunciamos a continuacion es cierto
tanto para las series de nimeros reales como para las series complejas.

Teorema. (Mertens). Si las series numéricas Y.0° a, y X9, b, convergen (al menos una de ellas
absolutamente) y

n
cn= ) an-kbi|=)_ akby_r = aobp + a1bp_1 +...an-1b1 + anby | ,
k=0 k=0

entonces la serie }.7° , ¢, también converge y

(fan)(ibn)=§0n- @)

n=0

Observacion. Antes de la demostracién, veamos la motivacién para esta definicién, que proviene
precisamente de las series de potencias. Si multiplicamos formalmente dos series de potencias de z
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(como si fueran polinomios, sin ocuparnos de su convergencia), agrupando los términos que contie-
nen la misma pontencia z” para cada n = 0, vemos que

PIESRPIEY

(ao+a1z2+ apZ> +...a,2" +.. ) (bo+ b1z + brZ° +...bpz" +...)

= agby+ (aghy + a1bg)z+ (aghy + a; by + dobg)Zz +...
+(aob, + a1by—1+...ap-1b1 + apb)z" +...

[e.0]
= ) cpd".
n=0

Poniendo ahora z = 1, obtenemos (2), al menos formalmente. Ahora queda por justificar la conver-
gencia.

La demostracion dada abajo se puede omitir en una primera lectura de estos apuntes, puesto que
lo que més nos interesa es centrarnos en las aplicaciones del resultado.
DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que la serie Y37 , a, converge abso-
lutamente (siendo el otro caso totalmente andlogo). Sean

(o] [e.°]
Y an=A4, ) b,=B.
n=0 n=0

Hemos de demostrar, con los ¢, definidos como antes, que } .57, ¢, convergey Y>> ,c, = AB. Para
simplificar la notacién, definamos

n n n
An:Zak; Bn:Zbkr Cn:ZCk» Brn=Bn—B.
k=0 k=0 k=0

Entonces, partiendo de la definicién de los c; y agrupando los términos que contienen ay, a;,...,
a, respectivamente en la suma en la primera linea y agrupando los términos que contienen B en la
pentltima, obtenemos

C, = agby+ (aghby + aibg) + (agbs + a1 by + aphs) + ...+ (aghy, + a1by—_1 + ... an—1 by + apby,)
= aoB,+a1B;-1+...+a,By
= ayB+pp)+ar(B+Pu-1)+...+an(B+ Po)
= ApB+agfn+aifn-1+...+anPo
= AuB+vy,.

Puesto que A;B — AB cuando n — oo, para demostrar que C,, — AB, s6lo queda demostrar que
¥Yn — 0 cuando n — oco.

Ha llegado el momento de usar la hipétesis sobre la convergencia absoluta de Y a,. Sea a =
>0 olanly sea e > 0 arbitrario. Puesto que B,, — B cuando n — oo, sabemos que 8, = B, — B — 0. Por
tanto, existe N € N tal que |f,| < € para todo n > N. Entonces, usando la desigualdad triangular, para
n> N obtenemos

11



lynl = lanBo+ an-181+...+ a1fn-1+ aoPnl
< lanPo+ an-11+...+ an-nPnl+lan-n+1PNn+11+ ... + 10 fnl
< lapfo+an-1P1+...+ an—NPnl+e€lan-n+1l +... +€lagpl
< lapPol+lan-1Pp1l+...+lan—nPnNl+ea

Manteniendo N fijo y dejando que n — oo, obtenemos que limsup,,_, . |yx| < €a, ya que la suma de
los primeros N + 1 términos tiende a 0 (razén: Y7, |a,| converge, luego a, — 0y, por tanto, también
ap-1—0,..., a,—n — 0, mientras que los §§; estan acotados). Puesto que esto se cumple para € > 0

arbitrario, se sigue que mnﬁo@w <0y, por tanto, lim,_., v, =0, QED. &

Proposicion. Si las series de potencias Y07, an(z—c)"y X5 ,bn(z—c)" tienen radios de convergen-
cia R, y Ry, respectivamente, y definimos

n n
cn=)_ an-ibr (= > akbn—k) ,

k=0 k=0
entonces la serie Y3 , ¢, (z—¢)" tiene radio de convergencia R = min{R,, R} y, ademds, coincide con
el producto de Cauchy de las series iniciales:

(Z an(z—c)”) - (Z bn(z—c)”) =Y cplz—0)",  paratodozeD(GR).
n=0 n=0 n=0

DEMOSTRACION. Basta aplicar el Teorema de Mertens pero, en lugar de multiplicar dos series con
términos a, y b,, respectivamente, multiplicamos dos series de potencias (ambas convergentes ab-
solutamente en el disco D(c; R)).

Obtenemos términios con (z — ¢)" multiplicando cada término ay(z — o)k por b,_x(z—c
para 0 < k < n. Esto implicard la convergencia de la serie producto de Cauchy, que es otra serie de

)k,

potencias.
Puesto que la serie producto converge en el disco abierto D(c; R), por el Teorema de Abel tiene
que ser absolutamente convergente alli y el resultado se sigue. |

Ejercicio 11. Calcule el producto de Cauchy de las series de potencias " ,z" y 7 nz".

SOLUCION. Obsérvese que Y 77, nz" = Y7 nz", para ajustarnos a la formula dada (empezando
desde el indice 0). Ya sabemos que ambos factores son series que convergen en el disco unidad.
Aplicando la Proposicion anterior, en este caso concreto, con ¢ =0, a, =1y b, = n paratodo n =0,

VEmMOS que

1 1 nn+1)
cn=)_ an-kbr="> IC:T,
k=0 k=0

segin una férmula conocida de Conjuntos y Numeros y de Célculo I que es facil de demostrar por
induccion o agrupando los términos de la suma. Por tanto,

(i z”) (gonz”) = i wz” = i —z

n=0 n=0

12



Diferenciacion de series de potencias

Resulta que las series de potencias se pueden derivar, esencialmente, de la misma forma que los
polinomios, es decir, término a término.

Antes de ver el resultado que nos interesa, nos conviene repasar un par de reglas sencillas que no
siempre se mencionan de forma explicita en el curso de Célculo I y que son faciles de comprobar.

Lema. Para una sucesion no negativa (x,), y otra positiva (y,), tal que lim,_., y, = 1, se cumple la
igualdad

limy— oo ()7 = im0 X5,

Cuando by, ¢, >0 y existe lim,_. b;,, se tiene que

n—oo

DEMOSTRACION. [ Es facil comprobar ambas afirmaciones usando la definiciéon del limite superior

(como el limite mds grande de entre los que tienen las distintas subsucesiones de una sucesion).
|

El resultado fundamental de esta seccion es el siguiente.

Teorema. (Derivacion de series de potencias) Si la serie de potencias }.9” ja,(z—c)" tiene radio de
convergencia R, 0 < R < +oo, entonces representa una funciéon holomorfa en el disco abierto D(c; R) =
{z€eC: |z—c| < R}y se puede derivar alli término a término:

(Z an(z—c)”) =Y nap(z—o)" ', 3)
n=0

n=1

siendo la derivada una nueva serie de potencias convergente en el mismo disco.

Observacion. Al derivar el término constante ay (caso n = 0), obtenemos cero y por eso la nueva suma
empieza desde n = 1.
Conviene observar también que, haciendo el cambio de indice n—1 = k, obtenemos

Y nan(z—)"' =Y (k+Dag(z—0* = Y (n+Dapn(z- 0",
n=1 k=0 n=0

después de sustituir k por n al final. Estas sustituciones son legitimas, como las que hacemos en una
integral definida: [ f(x)dx= [” f(¢)dL.

DEMOSTRACION. En primer lugar, veamos que la nueva serie . | na,(z—c) =1 tiene el mismo radio
de convergencia que la inicial. Lo comprobamos usando la férmula de Cauchy-Hadamard. En parti-
cular, podemos aplicar la primera afirmacién del Lema probado anteriormente para y, = 5. Ahora
es inmediato que

= 1/n 1m_ 1

. 1 = e SV
1m0 (@) 7T = 1m0 (1" "] @n] ") " = 1im o0 (1 )

la,| = lim n"" -lim|a,|
n—o0
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Una vez comprobado que ambas series consideradas convergen en el mismo disco, procedemos a
demostrar (3). Basta ver que se cumple

(Z an(z—c)”) =Y na,(z-0)"', VzeD(GR),
n=0 n=1

puesto que la segunda igualdad en (3) es simplemente un cambio de variable k = n -1 en la suma.
Observemos que, escribiendo w = z — ¢, se tiene que z € D(c; R) siy s6lo si w € D(0; R). A partir de la
regla de la cadena, es claro que basta demostrar que

00 ! 00
(Z anw”) = Znanwn_l, YweDO;R).
n=0 n=1

Conviene introducir la notacion
oo oo 1
fw) =) a,w", gw) =) na,w" ", lw| < R.
n=0 n=1

Demostraremos ahora por definiciéon que
f (w+h-fw) _
h

para w arbitrario con |w| < R. Fijemos un w asi; sea 6 = (R—|w|)/2 > 0, también fijo. Nuestro objetivo
es ver que, para cualquier & complejo tal que 0 < | k| < §, se cumple que

fw+h)-f(w)
h

para cierto nimero positivo A y entonces (4) se seguira.
Primero calculamos

f(w+h]i—f(w) = (Zan(w+h)" Zan )
n=0

;

h) — 0o " —
f(w+})l f(w)_g(w) a1+zan(w+ )t — wh _Znan
n=2

= ian —(w+h)”—w —nw”_l).
n=2

h
Recordemos ahora que, debido a nuestra eleccién del niimero §, tenemos 26 = R — |w| y, por tanto,
|w| =R —-26. Ademas, cuando |h| < §, vemos que

fl(w) = g(w) 4)

—-gw)| = Alhl| )

) - 5 g, LI
n=2

18

= |~

1

Por lo tanto,

(6)

\h/ ™Y =|h/ "2kl < 6772|h|,  paraj=2. @)
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Finalmente, usando la férmula del binomio (observando una cancelacién), la desigualdad triangular
para sumas finitas, la desigualdad (7) y, de nuevo, la férmula del binomio, obtenemos

Z”:(n) W i — 1 zn"(r'l)wn—jhj—l_nwn—l

j=1 j=1\J
2(

n
J

(w+ h)"—-w"
h

n-1

3I»~

M=

~ 3

) n— jhj—l

sz( )|w|" =t

1Al

~.
Il

(R—26)"I6/72|h| = (R—26)""I57

FEl

IA

AN

)(R 26)" f5f=—(R )" h|.

Junto con (6), la tltima desigualdad (aplicada para cada n = 2) implica

h) — 2l (R=0)"
’f(uw})l fw) SZIa I( ) i = Al

n=2 5

- g(w)

lo cual es la desigualdad deseada (5), ya que lasuma }9°, |a,|(R —6)" es finita (y es un valor fijo). Lo
es porque la serie de potencias Y9° ja,w", por hip6tesis, converge absolutamente para |w| < Ry, en
particular, para w = R - 0.

Esto completa la demostracion. B

Observacién. Como acabamos de ver, dada una serie de potencias f(z) = X7, an(z - )", la serie

correspondiente a su derivada, f'(z) = Yo nay(z— c)" 1, converge en el mismo disco. Por tanto, la

operacion se puede repetir tantas veces como se quiera para calcular las derivadas sucesivas.
Volviendo a aplicar el teorema a la serie de f’, obtenemos

fl@=Y apmmn-1z-0"?=Y ap2k+2)(k+D(z-0F,  VzeD(R),
n=2 k=0
después de hacer el cambio de indice k = n - 2.

En particular, " (c) = 2ay. El proceso se puede repetir tantas veces cuantas se quiera.

Corolario. Toda serie de potencias f(z) = .77 a,(z—c)" con un radio de convergencia R > 0 es
diferenciable (en el sentido complejo) infinitas veces en el disco D(c; R) y su derivada k-ésima viene
en el punto z de dicho disco viene dada por la féormula

fP@=Y amn-1...(n-k+1(z-0"*,  VkeN, VzeD(GR).

n=k

En particular, cuando z = ¢, todos los términos correspondientes a los indices k > n se anulan y se
obtiene f® (c) = klay.

15



Ejercicio 12. Calcule la suma de la serie de potencias

oo
Z nn+1)z"=2z+6z>+12z3+20z* +....

n=1

SOLUCION. En el Ejercicio 5 ya calculamos el radio de convergencia de esta serie (que es uno).
Recordemos ahora que la serie geométrica también converge absolutamente en el disco unidad, sien-

© 1

do susuma Y zF= 12 Por tanto, se puede derivar término a término en el disco unidad, obte-
k=0 —Z

niendo: 1

(1—z)2:(1 z) (Zz)zgkzk—l_

Derivando de nuevo, obtenemos
2

= k-1 k-2 _
(1—z)3_((1 z)Z) (Zkz ) Zk(k 1z Z('Hl)nz

Finalmente, después de la multiplicacién por z se obtiene

2z
s n;(m Hnz"

La convergencia de la ultima serie se justifica facilmente, puesto que la multiplicacién por z no cam-
bia el radio de convergencia de la serie inicial; para ver este hecho, basta aplicar la férmula de Cauchy-
Hadamard a la nueva serie. Bl

De vuelta a la funcién exponencial

La funcién exponencial es una de las funciones mds importantes en las matematicas y ya hemos
visto su version real en Célculo I. Recordemos que esta funcion tiene una extension, E, a todo el plano
complejo mediante la férmula

E(z) =e*(cosy+iseny), z=x+yieC.

Recordemos también que esta extension sigue teniendo las propiedades bdsicas relativas a su dife-
renciacion y a las reglas algebraicas.

Resulta que la funcién exponencial se puede definir de varias maneras (que varian de un texto
a otro) pero finalmente se puede comprobar, tal y como veremos en esta seccion, que las distintas
definiciones coinciden y, por tanto, son todas igualmente legitimas.

En esta seccion veremos que E(z) coincide con la siguiente serie de potencias:

o0 Zl’l
S(z):Z—', z€eC.
n=0

Por tanto, cualquiera de las dos férmulas vistas en clase y que aparecen en la linea anterior puede
tomarse como definicion de la funcién exponencial.
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Ejercicio 13. Compruebe que S'(z) = S(z) y deduzca que S(z) = E(z).

SOLUCION. [ Derivando la serie, obtenemos Vz € C:

o] nzn—l [es) Zn—l Z2 3

Z
S'(z) = = =l+z+—+—+...=S(2).
(2 n; ! ,,; n-1n a3 (@

Por un ejercicio visto en una entrega anterior de los apuntes, sabemos que una funcién entera satisfa-
ce la ecuacion diferencial compleja f'(z) = f(z) en todo el plano siy s6lo si existe una constante C € C
tal que f(z) = CE(z) para todo z € C. Por tanto, S(z) = CE(z) para cierta constante C € C. Sustituyendo
z=0, obtenemos 1 = S(0) = CE(0) = Cy, por tanto, S(z) = E(z) = e“ paratodo ze C.

Ya conocemos la propiedad de la exponencial que viene a continuacion, pero aqui daremos una
prueba diferente.

Ejercicio 14. Compruebe que la funcion exponencial tiene la propiedad:
E(z)E(w) = E(z+ w) (efeV =)y,

usando multiplicacion de series vista antes.

Conviene observar que no procede aplicar el producto de Cauchy de series porque cada una de
las expresiones S(z) y S(w) es una serie de potencias pero de dos variables distintas. No obstante,
podemos aplicar directamente el teorema de Mertens, tal y como se indica a continuacion.

SoLucIiON. [JAplicaremos para z y w arbitarios pero fijos el producto de dos series numéricas,
(e,0) o0 Zl’l
Y an y Y by, con ap==—, by,=—,

n=0 n=0 n! n!

aplicando asi la version bdsica del Teorema de Mertens. Entonces los términos de la serie producto
son

L nogk wntko1 2 n! ook 1 &(n) k aok (@+w)?
Cn= axby_x = —— =) ——— """ =— Zwt = ——
" ,CZ:O &k (n-k) n!kX::Ok!(n—k)! nzkzzo k n!

segun la férmula del binomio de Newton. Por lo tanto,

S(z)S(w):(Zan)(an):ch:ZM:S(z+w). [ |
n=0 n=0 n=0 n=0 n!

Veamos ahora otro manejo de la serie de la funcién exponencial.
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oo (=1) n+1 Z3I’l
Ejercicio 15. Calcule el radio de convergencia y la suma de la serie ). —
n:O n.

SoLuciON. [ Elradio de convergencia de la primera serie podria calcularse como en el Ejercicio 2
(hay que tener en cuenta que muchos términos son nulos). No obstante, existe un método alternativo

para calcular el radio de convergencia (y para obtener més conclusiones). Después del cambio de

. 3 . . x (_1)n+lwn .
variable w = z°, la serie se convierte en Y. —_— Dado que el término general de esta nueva
n=0 n:

1
. (=" . . . . .
serie, a, = — contiene factoriales, es conveniente calcular el radio de convergencia usando la

n!
formula del cociente de Hadamard:

1

an . 1
= lim &
n—o0

R=lim
n—.-oo

== +00.

an+1

(n+1)!

Puesto que la serie converge para cada w = z° finito, se sigue que la serie inicial también converge
para todo z. Por lo tanto, su radio de convergencia es +oo.

Podemos hacer mds. Recordando la definicién de la funcién exponencial, nuestra serie puede escri-
birse como sigue:

1
i (_1)n+ Z3n _ io: (_Z3)n _ e—z3
- - - ,
n=0 n! n=0 n!

de lo que también se deduce que converge absolutamente en todo el plano y uniformemente en
cualquier disco cerrado. B

Otra férmula conocida de Célculo I puede generalizarse también a los nimeros complejos, pro-
porciondndonos una tercera manera de definir la funcién exponencial compleja. No nos centraremos
mucho en esta férmula pero, sin duda, merece la pena mencionarla.

Teorema. Para todo z € C, se tiene que
. Z\"n
e’ = lim (1+—) .
n—oo n
La convergencia es uniforme en cada subconjunto compacto del plano.
DEMOSTRACION. [J Aqui sélo indicaremos que la idea de la demostracién consiste en usar la formula
del binomio para desarrollar la expresién dentro del limite como suma desde 0 hasta n y expresar la
funcién exponencial como suma infinita que se divide en dos, una desde 0 hasta n y otra para indices
superiores, haciendo las estimaciones pertinentes, que requieren cierto trabajo. B

Desarrollos de otras funciones holomorfas en series de potencias

Ya hemos visto que cada serie de potencias con un radio de convergencia R > 0 representa alli
una funcién holomorfa. En una de las siguientes entregas de los apuntes, veremos que el reciproco es
véalido en cierto sentido: toda funcién holomorfa podra escribirse como serie de potencias en cierto
disco. Como preludio de este tema, veremos los desarrollos de algunas funciones elementales muy
sencillas en series de potencias, usando las férmulas ya conocidas.

18



Ejercicio 16. Desarrolle las funciones coseno y seno hiperbdlicos en series de potencias centradas en el
origen y discuta su convergencia.

SoLucCION. Partiendo del desarrollo conocido de la exponencial:

0 n
= —, zE€eC,
n!

evaluamos la misma serie en z y —z respectivamente. Luego sumamos ambas series, segiin una pro-
posicion vista antes:

e“+e* 1 & X 11+(-D" B |
coshz=—"—=— Z Z = —#z”: > — 7%k
A=Y= S 2 & 26!

una férmula cuyo caso especial con z € R ya vimos en Célculo. La dltima igualdad es tiene porque
1+ (—1)" =0 para nimpary para n =2k (par) se tiene 1 + (-1)%k=2

Derivando esta serie término a término y usando la férmula citada arriba: (cosh z)’ = senh z, obtene-
mos

X 2k 2k

hz= ZE
SEMEE L okr” ; 2k 0

Dejamos como ejercicio la deduccion de férmulas similares para las funciones seno y coseno.

z
Ejercicio 17. Desarrolle en serie de potencias de z la funcion 7

y determine su radio de convergen-
z

cia.

SoLUcCION. Evidentemente,

z
e 1

1-z ¢ 1-z°
El primer factor se puede desarrollar en serie de potencias con radio de convergencia R, = +coy el
segundo en serie de potencias con radio de convergencia Rj, = 1. Por tanto, podemos multiplicar estas
series, al menos en el disco unidad (puesto que la serie producto tiene radio de convergencia, por lo
menos, R = min{l, +oo} = 1), obteniendo

1 co N o0 o (n 4 5 8 65
. :(Zz—)(zz"):z Z— "o142z2+ -2+ -2+ —zt+...,
! &kl 27 "3% "2

-2z n=0 1 n=0

una serie que converge, al menos, para |z| < 1.
Dejamos como ejercicio la comprobacion de que el radio de convergencia es exactamente uno, usan-
do el criterio del cociente (la férmula de Hadamard), con a,, = k 0 k, Sugerencia: en la fraccion

resultante,

, hay que dividir el numerador y el denominador por la cantidad a, indicada, que-
ap+1

dando la fraccion en la forma

, donde c;,, — 0, para ver que el cociente tiende a 1. [ |

Cn
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Ejercicio 18. Desarrolle en serie de potencias de z la funcién f(z) = 212 y determine su radio de
z
convergencia.

SOLUCION. La idea es usar la férmula ya conocida para la serie geométrica. Empezamos con unas
manipulaciones algebraicas para ajustar la forma de la funcién f ala forma deseada:

fa) = S —
2+2 2(1+§)_21—(—§)'

La funcién ﬁ es igual a la serie geométrica Y77 w” cuando |w| <1 (que ya sabemos coémo conver-

ge). Por tanto,
1 O AL a2\

e R

1 - (__) n=0 2 n=0 2
cuando | — —| < 1, es decir, cuando |z| < 2. Como caso especial del corolario del Teorema de Mertens,
cuando una de las series es un polinomio (0 mediante un razonamiento directo, multiplicando una
serie convergente por una funcién acotada), si multiplicamos esta serie por z/2, obtendremos una
serie convergente en el mismo conjunto y en el mismo sentido (abstolutamente en el mismo discoy
uniformemente en los discos cerrados mas pequenos centrados en 0), asi que

fo=2— = ):gi( 1)”(2)"=§0(—1)”(§)"“:i(—ﬂ’“(i)k,

l\JIN

siendo la ultima serie convergente absolutamente para |z| < 2 y uniformemente para |[z| <r <2. B

Observacion. Observamos de nuevo que la funcién f del Ejercicio 18 es holomorfa en C\ {-2}. Sin
embargo, la serie de potencias centrada en el origen que la representa s6lo converge en el disco
D(0;2) = {z : |z| < 2}. Se trata de un fenémeno recurrente que volveremos a ver mds adelante por-
que algo parecido pasard con todas las funciones holomorfas. La razén es muy sencilla: D(0;2) es el
disco mads grande centrado en el origen y contenido en C\ {-2}.

Esto nos lleva directamente al tema central del curso: holomorfia es equivalente a la analiticidad.
Esta frase quiere decir que toda funcién holomorfa en un dominio puede escribirse como serie de
potencias, centrada en un punto de dominio, en el disco mas grande centrado en el punto elegido y
contenido en el dominio. No obstante, para llegar a ello primero tenemos que pasar por la integracion
compleja, que se abordaré en la siguente entrega de apuntes.
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